Modelacao Numérica 2017
Aula 2, 15/Fev

* Discretizacao.
e Teorema da amostragem.

e Série de Fourier

http://modnum.ucs.ciencias.ulisboa.pt




Sistemas continuos vs discretos

* A modelacdao analdgica analisa sistemas “continuos”, sujeitos a leis
macroscopicas (termodinamica, mecanica dos meios continuos, ...).

* A modelacdo numeérica processa numeros computaveis, i.e. nUmeros
discretos (inteiros ou pseudo-reais, e.g. floating point).

* Adiscretizacao implica perda de graus de liberdade (uma
simplificacao...).

« Como medir o impacto da discretizacao?



Exemplo: Temperatura em Lisboa

Um ano Duas semanas
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Exemplo: Temperatura em Lisboa

Um ano Cinco dias
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Exemplo: Temperatura em Lisboa

Um ano Cinco dias
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* Observacoes horarias sao suficientes para descrever os “ciclos” diurno
e annual.

* Na&o dizem nada sobre flutuacdes muito rapidas (sub-horarias).



Discretizacao de um seno

t=np.arange(0.,1000.,1.)
T=250.
y=np.sin(2*math.pi * t/T)

plt.close(); plt.subplot(3,1,1)
plt.plot(t, y)

plt.title(’250 amostras/ciclo’)
plt.grid(); plt.x1im([0,1000])

#I%

dt=50
t2=t[0:1len(t) :dt];
y2=y[0:1en(t):dt];

plt.subplot(3,1,2)

plt.plot(t2, y2, ’-bo’, markerfacecolor=’red’)
plt.title(’5 amostras/ciclo’)

plt.grid(); plt.x1im([0,1000])

#4%

dt=200
t3=t[0:1len(t) :dt];
y3=y[0:1len(t):dt];

plt.subplot(3,1,3)

plt.plot(t3, y3, ’-bo’, markerfacecolor=’red’)
plt.title(’1.25 amostras/ciclo’)

plt.grid(); plt.x1im([0,1000])

Aliasing: uma oscilacao rapida mal amostrada é vista como uma oscilacao lenta.
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Teorema da amostragem

Um sinal continuo sera mal representado se for amostrado a uma taxa
inferior a 2 amostras por cada uma das oscilacbes mais rapidas presentes no
sinal.

Frequéncia de Nyquist: 1
fNyquist — IN?

Para observarmos uma frequéncia maxima fy , ... temos de amostrar a serie

com um intervalo de amostragem minimo At.

Nota: estamos a admitir que o processo de amostragem é regular, i.e. feito a
intervalos regularmente espacados.

No limite de 2 amostras por ciclo, havera problemas... E preciso mais.



Amostragem no limite (2 amostras/ciclo)

t=np.arange(0.,1000.,1.) 250 amostras/ciclo

1.0
T=250.
y=np.sin(2*math.pi * t/T) 0.5} X
plt.close(); plt.subplot(3,1,1) %9
plt.plot(t, y) s
plt.title(’250 amostras/ciclo’) ' ] \
plt.grid(); plt.x1im([0,1000]) =16 : i
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< 2 amostras/ciclo, fase=0

#%Z 1.0 le—-15 ! : ' : \
t2=t[0:1len(t) :dt]; &4
y2=y[0:1len(t) :dt]; 0.2

0.0
plt.subplot(3,1,2) :&j

plt.plot(t2, y2, ’-bo’, markerfacecolor=’red’) -os6 : :
plt.title(’2 amostras/ciclo, fase=0’) g 200 200 500 800 1000

plt.grid(); plt.x1im([0,1000]) o 2 amostras/ciclo, fase=pi/2
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dt=125 : : : :
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y3=y[62:1len(t) :dt]; : : :
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plt.subplot(3,1,3) o . : .
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plt.plot(t3, y3, ’-bo’, markerfacecolor=’red’)
plt.title(’2 amostras/ciclo, fase=pi/2’)
plt.grid(); plt.x1im([0,1000])



Caracteristicas da digitalizacao

Intervalo de amostragem (constante):
< metade do periodo (tempo)
< metade comprimento de onda (espaco)
Fase de amostragem: localizacao da primeira amostra

Truncatura: dimensao da amostra (nUmero de pontos)

Erro de arredondamento: precisao da representacao de numeros
“reais” (DOUBLE)



O que fazer com funcgdes nao-periodicas?
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Generalizacao a qualquer funcao (ndao senos)

O teorema de Fourier permite utilizar a analise anterior com um universo

alargado de funcdes “bem comportadas”.

Qualquer funcao periodica pode ser representada como uma série de Fourier,

i.e.:

- 27kt 2kt
f(t)z%—l—;(akcos 7; —I—bksinﬁT>

Trata-se de uma série infinita. A funcao é obtida pela soma de senos e
cossenos, com periodos que sao submultiplos do periodo fundamental T
(frequéncias multiplas da frequéncia fundamental). Cada componente da série

é designado por harmonica (analogia musical).



Generalizacao a qualquer funcao (ndao senos)

this

this sums to...




Generalizacao a qualquer funcao (ndao senos)
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Série de Fourier

= okt Ikt
f(t):%Jrkz_:l(akcos 7; + by sin 7; ):
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Primeira harmonica:

27t 27t 27t
alCOS;+blsiH;_ACOS<;+¢)



Série de Fourier

t=np.arange(0.,1000.,1.)
T=250.

yl=np.cos(2*math.pi * t/T)
y2=2*np.sin(2*math.pi * t/T)
y3=yl+y2

plt.
plt.
plt.

plt.
plt.
plt.

plt.
.plot(t, y3)

plt

plt.

for

plt.

close(); plt.subplot(3,1,1)
plot(t, y1)
title(’cos(x)’)

subplot(3,1,2)
plot(t, y2)
title(’2*sin(x)’)

subplot(3,1,3)
title(’cos(x) + 2*sin(x)’)
i in range(3):
plt.subplot(3,1,i+1)

plt.grid(); plt.x1im([0,1000])
tight_layout ()
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Série de Fourier

Phase Period = g
Shiét =05 -

6
— A

i Amplitude
=2

Shift = 3

I Vertical

* O: Fase inicial
* A: Amplitude

* T:Periodo; Frequéncia f=1/T; Frequéncia angular: w=2nf = 2rt/T



Forma complexa da série de Fourier

A
Férmula de Euler: L oix
e = cosf 4 isiné }S{m X
. >
-1 —~— 1
cos X
-l




Forma complexa da série de Fourier

Formula de Euler: onkt  e2mkT 4 gminkt/T

.0 COS T 2
0 o
eV = cosf +isinb orkt  ei2mkt/T _ ,—i2nkt/T

S1n T 5

- okt 2mkt
f(t)—C;O—I—;(akcos 7; + by, sin 7; )zv
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Os coeficientes de Fourier sao complexos
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