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Estimativa/optimizacdo de parametros

* Muitas vezes queremos estimar parametros que nao conseguimos medir
directamente. No entanto, podemos conseguir relacionar os parametros
gue queremos estimar com medicdes que conseguimos fazer. Dizemos
entao que queremos estimar parametros de um modelo. [Por exemplo,
queremos descobrir a densidade das rochas/minérios a certa

profundidade].

e Realizamos entdao um conjunto de medidas (observacoes) que sabemos
relacionar com os parametros a estimar [Por exemplo, vamos medir a
aceleracao da gravidade a superficie da Terra, para estimar a densidade em

profundidade].

* As medicdes tém erro, e os parametros estimados também tém erro.



Estimativa/optimizacdo de parametros

* Se eu tiver o mesmo numero de observacoes do que parametros a estimar,
posso conseguir resolver o problema de forma Unica (é como ter duas
equacoes a duas incognitas), se as observacdes forem consistentes. Mas
nao tenho dados independentes para verificar a solugcao obtida.

* De forma mais geral, o meu problema pode ser sobre-determinado (tenho
mais observacdes do que parametros a constranger).

* E pode também ser sub-determinado (tenho menos observacdes do que
parametros a constranger, e neste caso so vou conseguir determinar como

variam conjuntos de parametros).

 Em qualquer dos casos, torna-se necessario estabelecer uma metodologia
“Optima” para encontrar o “melhor” conjunto de parametros que se ajusta
aos dados => Optimizacao ou ajuste de parametros.



Estimativa/optimizacdo de parametros

 Em linguagem matematica, o problema a resolver é o seguinte:
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* Note-se que, de forma geral, o vector das observacoes e dos parametros
tém dimensoes diferentes.



Estimativa/optimizacdo de parametros

 Em linguagem matematica, o problema a resolver é o seguinte:
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 Se 0 modelo fosse linear, ficariamoscom: 0 = Lp + €

sendo L a matriz dos coeficientes do modelo.



Problema linear sobredeterminado

O caso mais simples é o da regressao linear:

y=ax+b

Os parametros a estimar sao: a, b.

As observacdes sao os valores y.

Exemplo: Quero estimar a velocidade de um carro (v) e a sua posicao de
origem (x,) [parametros], e para tal vou medir a sua posigao (x)
[observacoes] em determinados tempos (t).

r = vt + X



Problema linear sobredeterminado

* Se tiver N=2 observacoes (y), entao vou obter uma solucdo Unica com erro
nulo (pelo menos, formalmente).

* Se N>2, entao o problema é sobre-determinado (tenho mais observacoes
do que parametros a determinar). Neste caso, nao existe uma solucao

exacta.

* Tratando-se de um modelo linear, podemos formular o problema na forma
de um produto matricial:
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Regressdo linear (com constrangimento)

* A funcdo numy.polyfit calcula os parametros (a, b) da regressao linear, ou
os de uma regressao polinomial de ordem mais elevada (e.g: y = ax? + bx +

c¢), minimizando o erro médio quadratico.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

plt.rcParams['figure.figsize'] = 8, 6
np.array([0.0, 1.0,

0
np.array([0.0, 0.8,
np.polyfit(x, y, 3)

X .0, 3.0, 4.0, 5.0])
y 9, 0.1, -0.8, -1.0])
P

’ . ’

x2=np.arange(0,5,.2)
yfit = p[3] + pl2]1*x2 + p[1]1*x2%*2 + p[0]*x2**3

plt.plot(x,y, 'o', x2,yfit)




Regressdo linear (com constrangimento)

* Por vezes, precisamos de imp6r condi¢gdes aos parametros, por exemplo,
podemos querer fazer o ajuste:

Yy = ax

* Ou seja, queremos impor b=0. Neste caso, podemos resolver o problema
explicitamente (o problema tem solucao analitica simples). Para um dado
valor de a, o erro médio quadratico é:
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* Para minimizarmos o erro quadratico médio, podemos deriva-lo e iguala-lo

azero: 9¢% _ 0
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Regressdo linear (com constrangimento)
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Caso geral: funcao custo

 Em geral, ndo é possivel obter diretamente (analiticamente) uma solucao
optima.
* Nesses casos, é necessario proceder iterativamente.

* Os métodos iterativos requerem:

 Um método para obter potenciais solucoes, e de as aceitar se for caso disso.
* Fungao custo J, ex:
* Minimizagdo do erro (norma Ll): J =¢ = |0 — M (p)]
* Minimizagdo do erro quadrético (norma L2): J =2 = |6 — M(p)|?

e Aceitar solucoes que (pelo menos em média) reduzam J.

* Um critério de paragem:
* Numero de iteracdes.
* Valor atingido pela funcao custo.

* Falta de progressoem Jouemp



Um problema real:

Temos uma fonte (sismo, tsunami, emissor GPS, etc) que gera ondas que se
propagam e que sdo registadas em estacdes.

Nas estacOes mais longe da fonte, as chegadas das ondas sao registadas
mais tarde.
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import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

plt.rcParams['figure.figsize']l = 10, 6

Xxmin=0.
xmax=100e3
ymin=0.
ymax=100e3

dx=1e3
dy=1e3

x=np.arange(xmin, xmax+dx, dx)
y=np.arange(ymin, ymax+dy,dy)

nx=len(x)
ny=len(y)

c=200



xx=np.zeros([nx,ny])
yy=np.zeros([nx,ny])
tt=np.zeros([nx,nyl)

for ix in range(nx):
for iy in range(ny):
xx [ix, iy]=ix*dx
yy[ix, iy]l=1iyx*dy

xr=np.array([xmin,xmax])/1le3
yr=np.array([ymin,ymax])/1le3

xE=np.array([0, 50, 100, 100,0, 100])xle3

yE=np.array([0, 0, 0, 100, 100,0])x1e3

XF=20e3
yF=70e3;

distE=np.sqrt((xE-xF)*xx2+(yE-yF)*x2)
tE=distE/c;

dd=np.sqrt( (xx=xF)*x2+(yy-yF)*x2)
tt=dd/c



plt.rcParams|['figure.figsize'] = 7,6
plt.close()

plt.pcolor(xx/1le3,yy/1le3,tt)
plt.colorbar()
plt.scatter(xF/1e3,yF/1e3, color='r");

for iE in range(len(xE)):
plt.plot([xE[iE]/1000, xF/1000], [yE[iE]l/1000, yF/1000])
plt.scatter(xE[iE]/1e3,yE[iE]/1e3)
plt.text(xE[iE]/1e3,yE[iE]l/1e3, str(tE[iE]))

plt.xlabel('x (km)")
plt.ylabel('y (km)")
plt.xlim(xr)
plt.ylim(yr)

plt.savefig('pl-TempoPropagacao.png')



