O TEOREMA DA INDEFINIBILIDADE DA VERDADE DE TARSKI

FERNANDO FERREIRA

Definicao 1. Um predicado numérico k-drio P(x1,...,xx) diz-se aritmeticamente definivel se
existe uma formula ¢(x1,...,xx) da linguagem da aritmética com as varidveis livres &y, ...,z tal
que, para todos ny,...,ni em N, se tem

P(nq,...,nk) se, e somente se, =y ¢(Tiq, ..., k).

Uma fung¢ao numérica (total ou parcial) diz-se aritmeticamente definivel se o seu-grdfico € uma
relacdo aritmeticamente definivel.

Nas condigoes acima, e descontando ambiguidades relativas a ordem das varidveis, diz-se que
a férmula ¢ define o predicado P. De modo anélogo;.se a funcgao k-dria f é aritmeticamente

definivel, entdo existe uma férmula ¢(z1, ..., z,y) da linguagem da aritmética tal que, para todos
ni,...,nE,mem N, se tem
f(ni,...,n,) = m se, e somente se, =y é(mg;. .., 7g, M)

Nestas condicoes diz-se que ¢ define a fungao. f.

Proposicao 1. Toda a fung¢do recursiva primitiva € aritmeticamente definivel. Todo o predicado
recursivo primitivo € aritmeticamente definivel.

Demonstracao. A segunda assercao é consequéncia imediata da primeira. A primeira demonstra-
se por inducao na complexidade das fungoes recursivas primitivas.

Comecamos por ver que as fungbes iniciais sdo aritmeticamente definiveis. A fungdo undria
constantemente igual al0 é definivel pela formula = z Ay = 0. A funcéo sucessor S é definivel
pela férmula y = 2/./Dado'k > 1 el <4< k, a funcio projeccio PF é definivel pela férmula

T =TI N\ NTg=Tp\Yy = ;.

Suponhamos que a fungdo k-dria f se obtém por composicdo generalizada a partir das fungoes

recursivas primitivas h, gy, . . . ,Gm:

flze, .. Azp)=hlr (x1,. .. 2k)y oy gm(T1, . o, TR)).
Por hipé6tese de indugao; h, g1, - . ., gm sao fungdes definfveis por certas férmulas 1,71, ..., ¥m (re-
spectivamente). Claramente, a funcao f é definivel pela férmula ¢(z1,. .., 2z, y) abaixo:

{ Fzy Tz (21, ooy Ty 21) A
/\'Ym(xla cee 7xk7zm) A 77(217 .- '7Zm7y))'
Resta ver'o caso em que uma funcao f se obtém por recursao primitiva a partir de fungoes g e
h. Este e¢aso nao é imediato como os anteriores pois, prima facie, a linguagem da aritmética nao
parece talhada para lidar com defini¢bes recursivas. Nao obstante:

Lema da funcao § de Godel. FExiste uma funcao terndria B, aritmeticamente definivel, com
a sequinte propriedade: para toda a sequéncia finita de niumeros naturais no,n1,...,n; eviste um
par de ndmeros n,m tal que B(n,m,0) =ng, B(n,m,1) =nq, ..., B(n,m,j) =n;.

Com a ajuda deste lema pode mostrar-se que f ¢é aritmeticamente definivel caso g e h o sejam.
Vamos supor que f tem aridade k+ 1. Observamos, entao, que f(j,r1,...,7x) = r se, e somente se,
existe uma sequéncia no, . . . ,n; de nimeros naturais com n; = r tal que (1) no = g(r1,...,7%); € (2)
ni+1 = h(i,n;,r1,...,7;), paratodo ¢ < j. Tendo em conta esta observagao e supondo que g e h sdo
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2 FERNANDO FERREIRA

aritmeticamente definiveis pelas f6rmulas v(x1, ..., 2k, y) e n(z,w, 1, ..., 2k, y) (respectivamente)
e que a fungao 8 é definivel pela férmula B(u,v, z,w), um pouco de reflexdo convence-nos que f é
definfvel pela seguinte férmula ¢(z,x1,..., 2Tk, y):

FuIv[B(u, v, z,y) A Iw(B(u,v,0,0) Ay(x1,..., T, @) A
Vi < z3w3w(B(u, v, i, w) A B(u,v,i,w) An(i,w,z1,...,2,0))].

d

Deixamos a demonstragao do lema da fungao 8 para o final do capitulo, assim com algumas
observagoes importantes em torno da forma das férmulas aritméticas que/definem as fungoes re-
cursivas primitivas.

Proposigao 2. Um predicado é aritmeticamente definivel se, e somente se, estd na hierarquia
aritmética.

Demonstragao. Vé-se facilmente, por indugao na complexidade, que para cada termo t(x1, ..., xx)
da linguagem da aritmética a funcao k-aria
(N1, ng) ~ t(ag,...,np)N

é recursiva primitiva. Daqui sai que os predicados aritméticos definidos por férmulas atémicas (i.e.,
da forma t = g ou t < ¢, com t e ¢ termos) sdo'recursivos primitivos. As férmulas da linguagem
da aritmética obtém-se a partir das féormulas atémicas por meio dos conectivos Booleanos e dos
quantificadores. Ora, como os predicados da hierarquia aritmética sao fechados para as operagoes
Booelanas e as quantificagoes, sai imediatamente que toda a férmula aritmética define um predicado
na hierarquia aritmética.

Os predicados em ¥; obtém-se a partir dos predicados recursivos primitivos prefixando-os
por meio duma quantificagao existencial. ‘Dado que os predicados recursivos primitivos sao ar-
itméticamente definiveis, sai’imediatamente que os predicados ¥; também o sdo. Passando as
negagoes, o mesmo acontece com os predicados em II;. Ora, todo o predicado da hierarquia ar-
itmética obtém-se a partir des predicados em ¥, e II; por meio de quantificagoes. Visto que
as linguagens do cédlculo de predicados-estao munidas de quantificadores, conclui-se que todos os
predicados da hierarquia aritmética sao aritmeticamente definiveis. ([

Recordemos.que uma verdade aritmética é um elemento de Vdy, i.e., um elemento do conjunto
das féormulas fechadas dalinguagem da aritmética que sao verdadeiras no modelo standard.

Proposicao 3. Todo o-conjunto da hierarquia aritmética € redutivel ao conjunto dos numeros de
Gédel das verdades aritméticas.

Demonstragao. Seja V' o conjunto dos nuimeros de Godel dos elementos de Vdy. Considere-se
X um conjunto da hierarquia aritmética. Pela Proposi¢ao anterior, seja ¢(vg) uma férmula com a
v

Unica varigvel livre vy tal que, para todon € N, n € X sse ¢20 € Vdy. Logo, n € X sse #(p0) € V.
Claramente, a fungéo n ~ #(¢;°) é recursiva (se necessario for, apelando & Tese de Chuch), o que

demonstra a redutibilidade desejada. (Il

Teorema da Indefinibilidade da Verdade de Tarski. O conjunto (dos nimeros de Gddel)
das verdades aritméticas nao € aritmeticamente definivel.

Demonstragao. Se o conjunto V' dos nimeros de Goédel das verdades aritméticas fosse aritmetica-
mente definivel entao estaria num determinado nivel 3,, da hierarquia aritmética. Pela proposigao
anterior, entao todo o conjunto da hierarquia aritmética seria redutivel a um conjunto em ¥,,. Em
particular, isto aconteceria para os conjuntos IL,,-completos, o que é absurdo. ([
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Nesta altura, ja podemos adiantar uma versao do Primeiro Teorema da Incompletude de Godel:

Primeiro Teorema da Incompletude (versdo semaéantica). O conjunto das verdades ar-
itméticas nao € recursivamente ariomatizdvel. Consequentemente, existem verdades aritméticas
que nao estao na teoria PA.

Demonstragao. Se o conjunto das verdades aritméticas fosse recursivamente axiomatizavel entao,
pelo Teorema da Completude de Godel, formaria um conjunto recursivamente enumerdvel. Seria,
portanto, aritmeticamente definivel. Isto contradiz o Teorema da Indefinibilidade da Verdade de
Tarski.

Claramente, PA é recursivamente axiomatizdvel (use-se a Tese de Church) e PA C Vdy. Pelo
que vimos acima, esta inclusao tem que ser proépria. O

Como prometido, vamos demonstrar o lema da fungdo 5 de Godel. A demonstracao baseia-se
em resultados da teoria elementar dos nimeros, os quais supomos_conhecidos. Necessitamos do
seguinte lema:

Lema 1. Seja j # 0 um numero natural. Se m € maultiplo de todos os mimeros primos menores
do que j, entao os numeros m~+ 1, 2m+1, ..., jm+ 1 sdo primos entre si dois a dois.

Demonstragao. Suponhamos, com vista a um absurdoy que existem nimeros i e k com 1 <i <
k < j de tal modo que tm + 1 e km + 1 nao sao primos entre si. Entao existe pelo menos um
nimero primo p que divide im + 1 e km + 1. Claro que p ndo pode dividir m. Por outro lado,
p divide a diferenca entre os dois niimeros acima e, portanto, divide (k — i)m. Conclui-se que p
divide (k — 7). Logo, p é um numero primo menor que j. Assim, por hipdtese, divide m. Isto é
uma contradigao. O

O outro resultado de que necessitamos é o Teorema Chinés dos Restos. Suponhamos que s,
81, ..., 8j sao inteiros positivos, primos entre si dois a dois. Nestas condicoes, o Teorema Chinés
dos Restos assegura que, para“qualquer Sequéncia finita ng,n1,...,n; de nimeros naturais com
n; < s; (i < j), existe um nmimero n < IIJ_;s; tal que, para todo ¢ < j, Resto(n,s;) = n;. Se
usarmos a nocao de classe de congruéncia, podemos formular este resultado da seguinte maneira:
nas condicoes acima, ZH{:O&: esta em bijecgao com o produto cartesiano Zs, X Zs, X - -+ X Zg,; por
meio da fungao

n~ (n modsg; n mod s1,..., n mod s;).
Definimos.a-funcao S de Gédel simplesmente por:
B(n,m,i) = Resto(m,m(i + 1) + 1).
Esta fun¢@o tem a propriedade desejada. Com efeito, dada uma sequéncia finita de nimeros
naturais ng, ni, ..., n;, podemos tomar um nimero m maior que max{ng, n1,...,n;} tal que m+1,
2m+1, ..., jm=+1,(j+1)m+1 sdo primos entre si dois a dois. Aplica-se agora o Teorema Chinés
do Resto para se obter n.

Finalmente, terminamos com uma caracterizagao da forma das férmulas aritméticas que definem

os predicados ;.

Definicao 2. Uma formula da linguagem da aritmética diz-se rudimentar se se pode obter a partir
das formulas atomicas por intermédio dos conectivos Booleanos e de quantificacoes limitadas, i.e.,
quantificagoes da forma Vax(zx <t — ...) e Jx(x <t A...), onde t é um termo onde x nao ocorre.
Uma formula da linguagem da aritmética diz-se uma formula F-rudimentar se é da forma Jx ¢,
com ¢ uma formula rudimentar.

Como é habitual, abreviamos as quantifica¢oes limitadas por Vo < ¢ (...) e 3z < t(...). Analoga-
mente, Vo < t(...) e Iz < t(...) abreviam as férmulas limitadas Va(z <t — ...) e Jx(z < ' A...)
(respectivamente). E claro que as férmulas 3-rudimentares definem predicados em ¥;. Também
se tem o reciproco:
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Proposigao 4. Os predicados em ¥ sao definiveis por formulas 3-rudimentares.

Demonstragao. Primeiramente, observa-se que as fungoes recursivas primitivas sdo definiveis por
férmulas F-rudimentares. Isso vé-se por inspeccao da demonstracao de que as fungoes recursivas
primitivas sao definiveis por formulas aritméticas com a ajuda de quatro propriedades simples de
definibilidade e do facto de que a fungao 5 de Godel é definida pela férmula rudimentar B(u, v, z, w)
dada por:

Y <uu=z@wz+1)+1)+wAw<v(z+1)+1].

As quatro propriedades mencionadas acima sao acerca dos predicados definidos por férmulas 3-
rudimentares: estes (1) contém os predicados definfveis por férmulas rudimentares; (2) sdo fechados
para as quantificagdes existenciais; (3) sao fechados para as conjuncoes; e/(4) sdo fechados para as
quantificagOes universais limitadas.

As quantificagoes “inertes” justificam (1). (2) sai.do facto de que um complexo da forma
JxIy (...) é aritmeticamente equivalente (i.e., equivalente.no modelo standard N) a-am complexo
da forma Jwdzr < wIy < z(...). Para ver (3), note-se que uma conjungao da forma Jx ¢ A Jy ¢
é logicamente equivalente a JzJy (¢ A ). Por fim, um complexo da forma Vx < ¢t3Jy(...) é
aritmeticamente equivalente a JuwVz < tJy < w(...).

Seja, agora, P(x1,...,z;) um predicado em ¥;. Comasabemos, existe;um predicado (k+1)-drio
recursivo primitivo Q(x1, . .., Tk, y) tal que, para todos ny,..w,ng € N, P(nq,...,nk) se, e somente
se, JyQ(ny,...,nk,y). Pelo que ja vimos, existe uma f6rmula Frudimentar ¢(x1, ..., xg, y) que de-
fine Q(z1,...,zk,y). Claramente, a férmula Jyd(x1,.s. ,xk, y) define P(z1,...,xk) e é equivalente
a uma férmula 3-rudimentar. (]



