Meteorologia Pedro M A Miranda

1. Camada limite atmosférica

Equagdes da dinamica

Num referencial em rotacdo, a atmosfera satisfaz as equagdes de Navier-Stokes para um fluido
newtoniano:

du_ _10P + fv+vP? (1-1)
dt  pox fo+vriu
dv._ 10P L2 (1-2)
it~ " pay fu+vv<v
dw  10P +yp2 (13)
dt = paz 9TVVV

d , . p A .. . . .
onde V2= (— +—+ —) é o operador laplaciano, f é o parametro de Coriolis, v é a viscosidade

cinemadtica do ar. As equagdes anteriores incluem 5 varidveis (u, v, w, p, P), pelo que ndo constituem um
sistema fechado. A estas equacdes pode acrescentar-se a equacao termodinamica

ds dlnﬁ_ 0

e 1-4
dt P dt pT (1-4)
onde Q é a taxa de aquecimento por unidade de volume, a equagdo da continuidade
dp R dpu dpv Jdpw
— = _V.p¥=— — — 1-5
at PU=""9x "oy oz (1-3)
a equacao de estado
P=RapT (1-6)
e a definicdo de temperatura potencial
Rg/c.
=T (i) P (1-7)
Poo
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O sistema total de 7 equagbes inclui exactamente 7 incégnitas (u, v,w, P, p, T, 8), constituindo portanto
um sistema fechado passivel de solucdo, se forem conhecidos os forcamentos (Q), 0s parametros
(f,g,v) e as condigdes fronteira.

Equagdes de Reynolds e turbuléncia

As equacdes da dinamica de fluidos (equacbes de Navier-Stokes no caso geral) representam o fluido
como um “meio continuo”, i.e., referem-se as diferentes varidveis como func¢des continuas do espaco e

do tempo. No mundo real ndo é possivel “ver” os fluidos com o detalhe infinito inerente a essa
distribuicdo continua. Qualquer sistema de observacdo realiza necessariamente operag¢des de média (no

espaco e no tempo) e limita-se a observar os valores médios resultantes.

Se as varidveis caracteristicas do fluido (temperatura, velocidade, densidade, etc.) variarem
“lentamente” de ponto para ponto, a observacdo de valores médios numa rede de pontos sera
suficiente para reconstruir a campo continuo sem perda de informacdo. Se ndo for esse o caso, haverd
perda. Em qualquer caso, podemos obter uma equacdo para a evolucdo das propriedades médias do
fluido, a partir das equacbes de Euler . Para o efeito, vamos definir a operacdao de média (_) com as
seguintes propriedades:

atb=a+hb (1-8)
aa = aa (1-9)
a=0 (1-10)
Em que:
a=a+a (1-11)

a e b sdo fungBes continuas, « € uma constante. A expressdo (1-11) define a varidvel continua num
ponto genérico como a soma do seu valor médio com uma perturbacgdo. As propriedades (1-8) e (1-9)
definem a média como um operador linear.

Considere-se entdao uma das equacdes de Navier-Stokes:

ou Ju ou Ju 16p+ +p? (1-12)
ot ”ax v(’)y W(')Z p Ox fv+vriu

Aplicando o operador de média, obtém-se:
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ou Jdu ou du 10dp B .
—=—-Uu——v——w———=—+ U+ vV (1-13)
at dx dy dz pox
No primeiro membro utilizou-se a condicdo de linearidade para permutar o operador de média com a
derivagdo parcial (também uma operagdo linear). No Ultimo termo considerou-se f = const. Os termos
restantes oferecem mais dificuldade, dado que ndo sdo lineares. Vamos considerar o primeiro termo
advectivo:

0 o(u ! o(u a(u o(u' o’
_”gz_(a“") (ua:u)z_(ﬁ) gz)_(”') gﬁ)—@ ((31;)_(”’) gjc)
om0 (1-14)
- TYx T Y ax

Se repetirmos o procedimento anterior para os outros termos nao lineares, obtemos a equagdo de
Reynolds:

ou  _om _ou _ou ou 0w ou (1\0p (1>,ap'+
gc - ox oy "oz "oax "oy " ez ox (1-15)

+ VP2

Donde se conclui que a evolugcdo dos campos médios (_) depende dos campos perturbados, por
intermédio de médias dos produtos de perturbagGes, i.e. de covaridancias. As pequenas escalas
(turbuléncia) actuam sobre as escalas maiores, e vice-versa. A presenca de turbuléncia tem efeito
qualitativo sobre as equag¢des da dinamica, visto implicar a introdu¢do de varidveis adicionais,
transformando o sistema de Navier-Stokes (1-1)-(1-7) num sistema aberto, com um numero de
incégnitas superior ao nimero de equagdes. O “problema do fecho” das equacGes de Reynolds consiste
na obtencdo de novas equagdes, independentes das anteriores, que compensar as varidveis
(turbulentas) extra.

Ndo existe uma solucdo geral satisfatoria para o problema do fecho. A solugdo mais simples obtém-se
no caso de um fluido incompressivel, i.e. que satisfaz a equagdo da continuidade:

6u+(‘)v+aw_0 (1-16)
ox dy 0z
e para o qual p = const. Nesse caso pode escrever-se:
ou’ ou’ ou’ i} 0 0
P - - A T 7.7 (1_17)
”ax ”ay Waz d0x uu) ay(”) az(W”)
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o mostra que a turbuléncia estd associada a fluxos perturbados de momento linear, sendo o seu
impacto sobre o escoamento médio dado pela convergéncia desses fluxos. Perto da superficie o termo

de fluxo vertical (w'u’) é, em geral, dominante. E usual admitir que os fluxos turbulentos sdo
proporcionais ao gradiente do vento médio:

B du
W) = —-K, — 1-18
(w'u') m3, (1-18)
Introduzindo o fecho (de primeira ordem) anterior, obtém-se a equac¢do de Euler modificada:
ou _odu _du _odu 1617+ _ 0 ( K aa)+ 72 (1-19)
ot~ “ox ”ay i p 0x f 9z\ mag) VU
e ainda, na direcgdo y,
ov _0v _dv _0dv 10p _ 6( K 617>+ 725 (1:20)
ot~ “ox ”ay Yoz p dy fu 9z\ mapg) TV

Nesta aproximacdo, a turbuléncia afecta o escoamento médio de forma em tudo semelhante a
viscosidade, tomando o parametro K (difusividade turbulenta) o papel da viscosidade cinematica (v). No
caso do ar, K é varias ordens de grandeza maior que a viscosidade cinematica, excepto na regido
imediatamente vizinha da superficie (e.g. o primeiro mm). Note-se que K ndo é uma constante.

Espiral de Ekman

As equacdes de Reynolds, mesmo na aproximacdao do fecho de primeira ordem e sendo difusividade
turbulenta especificada, ndo tém solu¢do analitica. E, no entanto, possivel obter uma solugdo analitica
para o caso, muito especial, em que se admite existir estacionaridade (solu¢do independente do tempo),
homogeneidade horizontal (solucdo independente da posicdo horizontal, mas a homogeneidade
horizontal ndo se estende ao campo da pressdo médio) e difusividade turbulenta constante e muito
maior que a viscosidade cinematica. Nesse caso, as equacdes do movimento horizontal escrevem-se:

1C’)15+ 52 ( K aﬁ) =0 (1-212)
p 0x fo az\ "™az) ]
10p B c’)( K 617)_0 (1-22)
p oy YT\ T tm) T

ou, introduzindo a defini¢do do vento geostrdéfico e notando que K, é constante e que z é a Unica
variavel independente:
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_ d?u
f('l]—'l]g) +Kmﬁz 0 (1'23)
B d*v
Definindo:
c=u+iv
{Cg =ug t+ iy, (1-25)

ondei =+ —1¢é a unidade imaginaria, multiplicando (1-23) pori e subtraindo (1-24) obtém-se uma
Unica equacgdo para o vento (complexo) na camada limite (estacionaria, homogénea de difusividade
turbulenta constante):

_dic 1-26
leE+f(c—cg)=0 (1-26)

A equacgdo (1-26) é uma equacdo diferencial ordinaria com coeficientes constantes, facilmente resoluvel
no caso em que o vento geostrofico (cg) € constante (i.e. independente de z). Sendo o vento geostrofico
constante é conveniente definir um sistema de coordenadas com o eixo x alinhado com o vento
geostrofico, i.e. paralelo as isobaras. Nesse caso sera c; = uy e pode escrever-se

2(~ _
m—d (;ZZC“") —if(c—¢,)=0 (1-27)

A equagdo (1-27) é uma equagdo homogénea. A sua equacdo caracteristica é:

K,22—if =0 (1-28)

com solugdes:

oyl [ f . ’f _ , i
l—i\/k:m—iﬁ \/%—i(l‘i'l) m—i(l‘H)Y (1-29)

Assim a solugdo geral sera:

(c — cg) = AeY?e'V? 4 Be Y?e~¥% (1-30)
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onde A e B sdo constantes de integracao. Impondo as condi¢cGes fronteira:

vem

limu= Ug
Z—00

limv=20 (1-31)
Z—00

u(z=0)=v(z=0)=0

{ A=0 (1-32)
B =—-u,
(u +iv — ug) = —uge "*(cosyz — isinyz) (1-33)

Logo, a solucdo de (1-26) vem:

constituindo

planetaria.

{u =uy(1—e " cosyz) (1-34)

v =uge "sinyz

a espiral de Ekman. Em (1-34)y = /% define a escala vertical da camada limite

Exercicio 1-1. Calcule o angulo entre o vento e as isdbaras junto da superficie, na espiral de Ekman.

O angulo sera definido por:

a =tan ! (3)
u

Em z = 0, tem-se u = v = 0 o0 que implicaria um angulo indeterminado. No entanto é possivel fazer
o calculo, levantando a indeterminagdo (utilizando a regra de I'Hopital):

ug(1-e7¥% cos(yz))) -1

tana = lim
uge~Y%sin(yz)

z-0

ou seja, junto da superficie o angulo vale 45°.

Exercicio 1-2. Numa espiral de Ekman aos 40N o vento torna-se paralelo as isGbaras aos 1000 m.
Calcule o valor do coeficiente de difusividade turbulenta K,,,. Compare com o valor da viscosidade
cinematica do ar.

O vento sera paralelo as isdbaras quandov =0ez > 0. O primeiro valor de z = hem que se
verifica essa condigdo serd dado por:
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Logo
2
h = ”f =>Km=%z4.75m25‘1 > v
2Km

Camada limite de superficie

A aproximacdo K = const utilizada na solucao de Ekman ndo pode ser vélida perto da superficie, visto
qgue a dimensdo dos turbilhdes é limitada nas proximidades da superficie, implicando que lin(l) K =0.
VARl

Se nos colocarmos perto da superficie mas ainda fora da camada viscosa,

0 ou
—— =g ) = 1-35
62( K 62) 0 (1-35)
ou
dau
K. —)= 1-36
( K, az) const (1-36)

Se admitirmos que K,,, é proporcional a z junto da superficie, o que satisfaz a condi¢do lir% K =0, fica:
VA

ou
kz— = u, (1-37)

0z
onde k ~ 0.4 é a constante de von Karman, e u, é a velocidade de atrito. Note-se que a equacgdo (1-37)
nao pode ser valida na vizinhanca da superficie, visto que nessa regido a viscosidade se torna relevante.

Integrando (1-37) obtém-se:

7= % In (5) (1-38)

onde z, representa o nivel inferior de validade desta teoria, no qual a velocidade média se anula, e é
designado por comprimento de rugosidade. Em primeira aproximacdo o comprimento de rugosidade é
uma fraccdo da altura dos elementos de rugosidade, existindo tabelas empiricas que permitem
estabelecer o seu valor para superficies homogéneas tipicas.

Exercicio 1-3. Numa superficie homogénea coberta de relva com z, = 3 mm, mediu-se um vento
aos 10m de 10 ms™'. Estime o vento aos 80 m.

Utiliza-se (1-38) aos dois niveis referidos (10 e 80):

T

= Mg (10
ulo—?n ;
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Da primeira equagao retira-se:

u, = 40+ 0.49 ms?
ln(—)
zo
Logo: Ugg = %ln (%) ~12.5ms™?!

Exercicio 1-4. Numa superficie homogénea mediu-se um vento a dois niveis obtendo-se
u(z = 10m) = 10ms1, u(z = 30m) = 12ms~". Calcule o vento aos 80m.

Tem-se:

Subtraindo:

Uy — Uy = %[ln(%) —ln(%)] =%In3 =y, = kM~ 073 ms !

Substituindo:
Zo = 10 e 7*¥10/% =~ 0,04 m

E finalmente:

80

Zo

ugy = 21 ( ) ~ 13.8ms™?




