
EXERCÍCIOS – FOLHA 4

4.1. Verifique se a matriz

A “

«
5 ` i ´2i

2 4 ` 2i

�
P C2ˆ2

é normal.

4.2. Seja A P Cnˆn uma matriz normal. Prove que, xu|vy “ 0 para qualquer u P RpAq e

qualquer v P N pAq.

4.3. Seja A P Cnˆn uma matriz normal e sejam �, µ P �pAq, � ‰ µ. Prove que, xu|vy “ 0 para

qualquer u P N pA ´ �Inq e qualquer v P N pA ´ µInq.

4.4. Seja A P Rnˆn. Prove que A
T

“ A (isto é, A é uma matriz simétrica) se e só se A é

normal e todos os seus valores próprios são reais.

4.5. Seja A P Cnˆn uma matriz tal que A˚
“ ´A (isto é, A é uma matriz anti-herḿıtica).

Prove que todos os valores próprios de A são imaginários puros (isto é, múltiplos de i). Jus-

tifique que o mesmo acontece quando A P Rnˆn (neste caso, dizemos que A é uma matriz

anti-simétrica).

4.6. Seja T P Cnˆn uma matriz triangular (superior ou inferior). Prove que T será normal se

e só se T for diagonal.

4.7. Sejam A P Cnˆn, � P C um valor próprio de A e v P Cnˆ1 um vector próprio de A

associado a �. Prove que:

(a) Se A for invert́ıvel, então �´1 é um valor próprio de A´1 e v um vector próprio de A´1

associado a �´1.

(b) SeA é normal, então � é um valor próprio de A˚ e v um vector próprio deA˚ associado

a �.

(c) Para qualquer k P Z, �k é um valor próprio de A
k e v um vector próprio de A

k

associado a �k.

(d) Para qualquer polinómio pptq “ ↵0 `↵1t` ¨ ¨ ¨ `↵mtm com coeficientes ↵0,↵1, . . . ,↵m P

C, pp�q é um valor próprio de ppAq e v um vector próprio de ppAq associado a pp�q;

aqui, ppAq “ ↵0In ` ↵1A ` ¨ ¨ ¨ ` ↵mA
m

P Cnˆn.
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4.8. Sejam A,E P Cnˆn matrizes hermı́ticas com valores próprios �1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �n e

"1 • "2 • ¨ ¨ ¨ • "n, respectivamente. Prove que B “ A ` E é uma matriz hermı́tica cujos

valores próprios µ1 • µ2 • ¨ ¨ ¨ • µn satisfazem

�i ` "1 • µi • �i ` "n, 1 § i § n.

[Sugestão. Use o teorema de Courant-Fischer.]

4.9. Sejam A P Cnˆn uma matriz hermı́tica com valores próprios �1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �n, u P Cnˆ1

e ↵ P C. Prove que

B “

«
A u

u
˚ ↵

�

é uma matriz hermı́tica cujos valores próprios µ1 • µ2 • ¨ ¨ ¨ • µn`1 satisfazem

µi • �i • µi`1, 1 § i § n.

[Sugestão. Use o teorema de Courant-Fischer.]


