Calculo Infinitesimal IT / Célculo IT - Apontamentos de Apoio
Capitulo 4 - Integrais Duplos e Triplos

1 Integrais duplos: definicao, propriedades e aplicacoes

Consideremos uma funcao real continua f definida no rectangulo
R:{(aj,y)ERQ:anSb, cgyﬁd}.

O nosso objectivo é definir o integral duplo de f em R. Para esse efeito consideramos uma particao P
dos intervalos [a, b] e [c, d], isto é, consideramos pontos z; e y; tais que

a=20<21<23< ... < Ty 1< Ty =020

c=yYo <Y1 < Y2 < ... < Yp—1 < yYnp=d.

Note-se que a localizacao dos pontos z;, 7 =1,...,m—1ey;, j =1,...,n—1, é arbitrdria, em particular
eles ndo tém que estar igualmente espacados. Tracamos agora as rectas * = x; e y = y;, paralelas aos
eixos coordenados, de forma a obtermos uma particao do rectangulo R em nm subrectangulos R;; onde

Rij:{(‘ray)ER2:xi71§x§xia yjflﬁyﬁyj}, t=1,....,m, j=1,...,n,

sendo a drea de R;; dada por
Aij = (i — xim1)(Y; — Yj-1)-

Uma vez que f é continua e o rectdngulo R;; é limitado e fechado f tem um méximo M;; e um minimo
m;; em RU

Definicao 1.1 Chamamos soma superior (respectivamente, inferior) de Darbouz de f relativa a parti¢do

P a soma o
S(f,P)=>"> M;Ay;

i=1 j=1
m n
(respectivamente, S(f, P) = Z Z mijAij.)
i=1 j=1

Se em vez de continua, a funcao f for apenas limitada em R, a definicdo de soma superior (respec-
tivamente, inferior) de Darboux de f é andloga, substituindo méximo (respectivamente, minimo) por
supremo (respectivamente, infimo).

Tal como no caso das fungoes reais de uma s6 varidvel pode-se mostrar que se f é continua, entao
existe um e um sé numero real I que satisfaz as desigualdades

S(f,P)<I<S(f P)

qualquer que seja a particao P de R que se considere. Dada uma funcao limitada f, se existir um ntmero
I nestas condigoes f diz-se integrdvel em R (portanto, toda a funcdo continua em R é integrivel em R).

Definicao 1.2 Seja f uma fungdao continua num rectingulo fechado R. Chamamos integral (duplo) de

f em R, e escrevemos
|| rewdeay= [[ rmaa

ao unico numero real I que satisfaz as desigualdades
S(f,P)<I<S5(f,P)

para todas as particoes P de R.



Se f é continua e f(z,y) > 0, V(z,y) € R, podemos considerar o sélido S limitado pelo rectangulo
R, pelos planos ¢ = a, x = b, y = ¢ e y = d e pela superficie z = f(x,y). Neste caso // fz,y)dA
R

representa o volume de S. Se f(z,y) = 1, V(z,y) € R, o sélido S é um paralelepipedo rectangulo de base
R e altura 1 tendo-se entao

area(R) = volume(S) — / /R Fo,y) dA = / /R 1dA.

Proposicao 1.3 Seja f(x,y) = k uma fungdo constante em R = [a,b] X [c,d]. Entdo

|| famaa=ko-a@-o.
R
Nem todas as fungoes sao integraveis num dado rectangulo R, no entanto tem-se o seguinte:

Teorema 1.4 Seja f uma funcgao limitada num rectangulo R tal que f é continua em R excepto numa
uniao finita de grdficos de fungdes continuas do tipo y = @(x) ou x = ¥(y) definidas em intervalos
limitados e fechados de R. Entao f € integrdvel em R.

Vejamos agora como definir o integral de uma funcdo f numa regido do plano que nao seja um
rectangulo. Consideremos entdo um subconjunto  C R? e suponhamos que € é limitado e fechado.
Nestas condicoes existe um rectangulo R tal que 2 C R. Suponhamos ainda que a fronteira de €2 consiste
numa unido finita de gréficos de fungoes continuas do tipo y = ¢(z) ou x = ¢)(y) definidas em intervalos
limitados e fechados de R. Consideremos uma fungao f continua em 2 e seja g a funcao definida por

| flz,y) se(z,y) €
g(z,y)—{ 0 ! se(x,Z)eR\Q.

A funcdo g é continua em R excepto possivelmente nos pontos da fronteira de € pelo que g estd nas
condicoes do Teorema 1.4 e é, portanto, integravel em R.

Definigcao 1.5 Nas condi¢oes anteriores definimos

|| remaa= | /R 9(z,y) dA.

Note-se que uma vez que prolongamos a fungao f por zero fora de €2 é indiferente qual o rectangulo
R que se considera, desde que contenha 2.
A proposicao que se segue dé-nos algumas aplicagdes do integral duplo.

Proposicao 1.6 1) Se f(z,y) >0 em §, o volume do sdlido limitado inferiormente pela regido 2 do
plano xy e superiormente pela superficie z = f(x,y) € dado por

v [ remaa
drea(§2) = //QldA.

3) A massa da placa que ocupa a regidgo Q do plano xy, e que tem densidade u(x,y), € dada por

m = //Q 1z, y) dA.

2) Se f(x,y) =1, V(z,y) € Q, tem-se



Vejamos agora algumas propriedades do integral duplo.

Teorema 1.7 Sejam f e g duas fungdes integrdveis em Q.

i) Se c1 e ¢y sdo constantes reais, a funcao c1f + cag € integrdavel em Q e tem-se

//Q crf(@,y) + cag(w,y)dA =1 //Q fz,y)dA + co //Q g(z,y) dA;

ii) se f(x,y) >0 em Q, entdio // f(z,y)dA > 0;
Q

i1) se f(x,y) > g(x,y) em Q, entao //Q flz,y)dA > //Qg(x,y) dA;

) a fungao | f| € integrdvel em Q e tem-se

‘//Qf(x7y)dA‘<//Q|f($7y)dA;

/ /Q flz,y) dA‘ < MA(Q), onde A(Q)

v) se |f(z,y)| < M em Q, onde M é uma constante, entdo

designa a drea de €.

Teorema 1.8 Suponhamos que 2 = Q1 U Qs onde Q1 e Qo ndo tém pontos interiores comuns e as
fronteiras de Q, Q1 e Qo consistem numa unido finita de grdficos de fungdes continuas do tipo y = p(x)
ou x =Y (y) definidas em intervalos limitados e fechados de R. Se f ¢é integrdvel em Qq e em Qa, entao
f € integrdvel em Q e tem-se

//Qf(x’y)d“l:/Qlf(x7y)dA+/QQf(w,y)dA.

O resultado anterior generaliza-se ao caso em que ) pode ser escrito como uniao finita de conjuntos
nas condicoes indicadas:
Q=0 UQU...UQ,.
Vejamos agora como calcular integrais duplos na pratica. Suponhamos que a fungao f esta definida e
d
é continua no rectangulo R = [a, b] X [¢,d]. Usamos a notagao f(z,y) dy para indicar que integramos

c
a fungdo f(x,y) em ordem & varidvel y, de y = ¢ até y = d, mantendo fixa a varidvel z. A este processo

d
dé-se o nome de integracao parcial relativamente a y. Uma vez que / f(z,y) dy depende do valor de x
C

definimos assim uma funcao de x:
d
g(x) = / f(z,y)dy.
c

Se agora integrarmos a funcao g(x) relativamente & varidvel z, de x = a até x = b, obtemos

/abg(x) do = /ab (/Cdf(a:,y) dy> da. (1.1)

b
h(y) = / Fay) de

é a fungao que se obtém integrando f(x,y) em ordem a varidvel z, de x = a até z = b, mantendo fixa a
varidvel y (integracao parcial relativamente a x). Integrando agora a funcao h(y) em ordem a y, de y = ¢

até y = d, vem
/Cd h(y) dy = /Cd (/ab o) dx) dy. (1.2)

Analogamente,



Aos integrais (1.1) e (1.2) dé-se o nome de integrais iterados. O célculo destes integrais envolve
integracao de funcoes relativamente a uma sé varidvel pelo que os métodos estudados para integracao
de fungdes reais de varidvel real podem ser aqui aplicados. Note-se que a ordem de integragao em (1.1)
e (1.2) ndo é a mesma: em (1.1) integramos primeiro em ordem a y, mantendo x fixo, e s6 depois em
ordem a x; em (1.2) fazemos o contrario. Em muitos casos omitimos os paréntesis, escrevendo apenas

b pd d b
/ / flz,y)dydz e / / f(z,y) dzx dy, entendendo-se que se calcula em primeiro lugar o integral “de

dentro” e s6 depois o “de fora”.

Veremos que para uma vasta classe de fungoes (em particular, para as fungdes continuas) os integrais
(1.1) e (1.2) conduzem ao mesmo resultado, sendo portanto indiferente a ordem de integracao. Para além

disso, este valor comum, é também o valor do integral duplo / / f(z,y) dA que definimos anteriormente e

este resultado serd valido nao apenas para integrais definidos em rectangulos R mas também para regices
Q mais gerais. Comecemos por definir a nogao de integral iterado para este tipo de regioes.

Consideremos uma regiao Q C R? da forma

Q={(z,y) eR*:a<z<h ¢1(z) <y < do(a)},

onde ¢1 e ¢o sdo fungdes continuas dadas. Se a fungao f for continua em €, para cada x fixo no intervalo
[a,b] podemos integrar f(z,y) relativamente a y, entre y = ¢1(z) e y = ¢2(x). Obtemos assim uma
fungao de x

P2(x)
g($)=/¢(_) [z, y)dy.

Note-se que agora os limites de integragdo também variam com z, sendo dados por ¢1(z) e ¢o(x),
respectivamente. Integrando agora g(z), entre x = a e x = b, vem

b b ¢2(I)
[ ot@raa= [ /() f(@,y)dy de.

Consideremos agora uma regiao Q C R? da forma

Q={(z,y) eR?:c<y<d, ¥i(y) <z <va(y)},

onde ¥ e 1y sdo fungdes continuas dadas. Se f for continua em (2, integrando f(x,y) em ordem a z,
entre x = ¥1(y) e * = 12(y), obtemos a fungao

Y2 (y)
hy) = / f(a,y) de
Y1(y)

que pode ser integrada em ordem a y:

d d pa(y)
/ h(y)dy=/ /() f(z,y)dx dy.
c c 1y

Tem-se entao o seguinte resultado que nos fornece um método pratico para calcular integrais duplos:
Teorema 1.9 (Teorema de Fubini) Se a funcao f € continua na regido 2 dada por
Q= {(‘Tay) €R2 ra<zx< bv ¢1(x) SZ/S ¢2(aj)}a

onde ¢1 e ¢ sao continuas em [a,b], entdo

J[ swaa= [ b / ¢(()) F(e,y) dy da.

Se a funcdo [ € continua na regidgo ) dada por

Q={(z,y) eR?:c <y <d, Y1(y) <z <ta(y)},



onde Yy e g sao continuas em [c,d], entdo

//fxydA //1(y) (z,y) dx dy.

Se o conjunto 2 for um rectangulo R, o que significa que as fungoes ¢1, ¢2, Y1 € Yo sdo constantes,
o teorema anterior diz-nos que o integral duplo f(z,y) dA pode ser calculado usando qualquer um

dos integrais iterados, ou seja é indiferente a ordem de integracao. No entanto, nalguns casos, um dos
integrais iterados pode ser substancialmente mais facil de calcular do que o outro.

Se a regiao €2 nao for de nenhum dos dois tipos de regioes considerados no Teorema de Fubini, podemos
usar o Teorema 1.8 e decompor {2 numa uniao finita de regices destes tipos.

Proposigao 1.10 Seja f uma func¢ao continua em € e suponhamos que Q é um conjunto de um dos
tipos considerados no Teorema de Fubini. Entdo existe um ponto (xo,y0) € Q tal que

/ [ @944 = f(ao.m)A®).

A f(xo,y0) damos o nome de valor médio de f em Q.

2 Mudanca de variavel no integral duplo, calculo de integrais
duplos em coordenadas polares

No calculo de integrais de fungbes de uma s6 varidvel é por vezes conveniente fazer uma mudanca de
varidvel por forma a facilitar a integragao. Para estas fungoes sabemos que

/ " fla)de = / " oy ¢ at

onde z = u(t), a = u(c) e b = u(d). Vamos agora ver o equivalente deste resultado para fungoes de duas
varidveis.

Teorema 2.1 (Teorema de Mudanga de Varidvel no Integral Duplo) Seja

T(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) uma transformacdo injectiva, de classe C*, cujo jacobiano ndo se anula, e
suponhamos que T transforma a regido S do plano uv na regidgo ) do plano xy. Seja f(x,y) uma funcdo

continua em ). Entdao
(x,y)
z,y)dxd —// z(u,v), y(u, v ‘
/Qf y) dv dy f(x ) . v)

Fazendo f =1 no teorema anterior concluimos que
_ / / I(z,y)
g |0(u,v

Dado um ponto P # O = (0,0) de coordenadas cartesianas (z,y) vejamos como definir as suas
coordenadas polares (r,6). Definimos r como sendo a distancia do ponto P & origem, ou seja,

r=a?+ %

o angulo 6 € [0, 2] é o angulo que o vector OP faz com o semi-eixo positivo dos z, medido a partir deste
semi-eixo no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio. Note-se que

du dv.

. Yy
sinf = =
r
T
cosf = —.
r



Assim, um ponto de coordenadas polares (r,0) tem coordenadas cartesianas

{ x =1rcosf

y =rsind,

onde r > 0, 6 € [0, 2.
Reciprocamente, para passarmos das coordenadas cartesianas para coordenadas polares fazemos

r = /22 +y2
tg@zg,
X

se x # 0, tendo o cuidado de escolher o angulo no quadrante apropriado. Se x =0 e y > 0 tem-se 6 = 7,
sex:Oey<0tem—se9:37”.

Note-se que a equagdo da circunferéncia de centro (0,0) e raio R, 22 + y? = R?, é escrita em coorde-
nadas polares na forma r = R, com 0 < 6 < 27, pelo que estas coordenadas sao muito tteis para integrar
em regioes circulares e/ou quando na funcio integranda intervém a expressao 2 + y2.

Vejamos como aplicar o teorema de mudanca de varidavel ao caso de mudanga para coordenadas
polares. A transformagao que consideramos é

T(r,0) = (x(r,0),y(r,0)) = (rcosb,rsinb)

que é de classe C', injectiva para r > 0, 0 < 6 < 27 e cujo jacobiano é

Assim, o teorema de mudanga de varidvel diz-nos que

//Qf(l’,y)dxdy: //Sf(rcosé,rsinﬂ)rdrdﬁ,

onde () é a imagem da regiao S por meio da transformacao anterior.
3 Integrais triplos: definicao, propriedades e aplicacoes

Nesta secgao iremos estender os conceitos e métodos de integragao a fungoes de trés varidveis. A situagao
é analoga ao caso de duas varidveis.
Seja f uma funcao real continua definida no paralelepipedo rectangulo

R = [a,b] x [¢,d] x [p,q]

e consideremos uma particao P de R em paralelepipedos fechados mais pequenos, designados por R;j,
t1=1,....m, j=1,...,n, k=1,...,1, por meio de planos paralelos aos planos coordenados. Uma vez
que f é continua e o conjunto R;;, ¢ limitado e fechado f tem um maximo Mj;;; e um minimo m;j;, em
Rijk:~

Definicao 3.1 Chamamos soma superior (respectivamente, inferior) de Darbouz de f relativa a parti¢ao

P a soma
m n l
S(LP) =33 MgV
i=1 j=1k=1
m n l
(respectivamente, S(f, P) = Z Z ZmijkVijk), onde Vi € o volume de R;jy.
i=1 j=1 k=1



Se em vez de continua, a funcao f for apenas limitada em R, a definicdo de soma superior (respec-
tivamente, inferior) de Darboux de f é andloga, substituindo méximo (respectivamente, minimo) por
supremo (respectivamente, infimo).

Tal como no caso das fungoes reais de uma ou duas varidaveis pode-se mostrar que se f é continua em
R, entao existe um e um sé numero real I que satisfaz as desigualdades

S(f,P)<I<S(f P)

qualquer que seja a particdo P de R que se considere. Dada uma funcao f limitada, se existir um nimero
I nestas condicoes f diz-se integrdvel em R. Assim, todas as fungbes continuas em R sdo integraveis
em R (e o mesmo é valido para as fungdes limitadas em R que ndo tenham “demasiados” pontos de
descontinuidade).

Definicao 3.2 Seja f uma funcdo continua num paralelepipedo rectangulo fechado R. Chamamos inte-
gral (triplo) de f em R, e escrevemos

///Rf(%y’z)dxdydz:///Rf(w,y,z)dm

ao unico numero real I que satisfaz as desigualdades
S(f,P) <I<S(f,P)
para todas as particoes P de R.

Os integrais triplos surgem em intimeras aplicagoes. Por exemplo, se a fungdo f representar a densi-
dade (massa por unidade de volume) de um material que ocupa a regidao R do espago, entdo a massa de

R ¢é dada por
m=[[[ f@pav.
R

Se f(z,y,z) =1 em R o integral triplo de f em R déd-nos o volume de R,

V(R):///RldV.

Tal como no caso do integral duplo, se f(x,y, z) é continua em R, o integral triplo de f em R pode ser
calculado por meio de integrais iterados (Teorema de Fubini), havendo neste caso seis possiveis ordens
de integracao:

///Rf(x,y,z)dv—/ab/cd/qu(:z:,y,z)dzdydx_/pq/cd/abf(x,y,z)da:dydz_,__

q d b
No célculo do integral / / / f(z,y, z) dx dy dz integramos f(z,y, z) primeiro em ordem a z, man-
p Je Ja

tendo y e z constantes, depois em ordem a y, mantendo z fixo, e finalmente em ordem a z; os integrais
iterados sao, pois, calculados de “dentro” para “fora”.

Se  C R3 for um conjunto limitado e fechado e se f for continua em € definimos

///Q @y, 2)dV = ///Rg(x,y,z)dV,

onde R é um paralelepipedo tal que 2 C R e a fungao g é dada por

| flzyy,2) se(z,y,z) €
g(x,y,z)—{ 0 se (z,y,2z) € R\ Q.

Este integral existe desde que a fronteira de {2 seja suficientemente regular. Com esta definigao sao validas
para o integral triplo as mesmas propriedades do integral duplo (vejam-se os Teoremas 1.7 e 1.8).



Suponhamos agora que o conjunto {2 é da forma

Q= {(z,9,2) €R :Y1(2,) <z < a(w,y), (0,y) € Qay }

onde €2, C R? ¢é a projecgao de €2 no plano zy. Se
Qoy = {(z.9) ER? ra <2 <, ¢1(2) <y < da(2)}

e as fungoes 11, ¥, ¢1 e ¢o forem continuas, tem-se

b ph2(x)  pi2(z,y)
// f(x,y,z)dV:/ / / f(z,y,2)dzdydz.
Q a 1(z) 1(z,y)

Analogamente, podemos escrever expressoes semelhantes para os casos em que projectamos ) nos
planos xz ou yz. Em muitas situacoes é possivel exprimir {2 de mais de uma maneira como conjunto
dos tipos anteriores, o que corresponde a considerar diferentes ordens de integragao. Quando isto sucede
deve-se escolher a ordem de integracao que facilite mais os cédlculos.

4 Mudancga de variavel no integral triplo, calculo de integrais
triplos em coordenadas cilindricas e esféricas

J& vimos que no cédlculo de determinados integrais duplos é conveniente fazer uma mudanca de varidveis e
usar coordenadas polares. No calculo de integrais triplos serd por vezes 1itil mudarmos para as chamadas
coordenadas cilindricas ou esféricas. Comecemos por enunciar o teorema geral.

Teorema 4.1 (Teorema de Mudanga de Variavel no Integral Triplo) Seja

T(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) uma transformacdo injectiva, de classe C*, cujo jacobiano
nao se anula, e suponhamos que T transforma a regidgo S do espago uvw na regidao 2 do espago xyz. Seja
f(z,y,2) uma fungao continua em Q. Entao

///fa:y, dxdydz—///f U, v, W) (uvw)z(uvw))‘g((zg’w))

As coordenadas cilindricas de um ponto P de coordenadas cartesianas (x,y, z), com (x,y) # (0,0),
s@o (r, 0, z) onde (r,8) sdo as coordenadas polares de (z,y), ou seja, tem-se

du dv dw.

xr =rcosf
y=rsinf
z =z,

onde r > 0, 8 € [0,27[. O nome coordenadas cilindricas é consequéncia de, nestas coordenadas, a equagio
do cilindro 22 +y? = R? se escrever simplesmente r = R, com 0 € [0, 27[, 2 € R. Assim, estas coordenadas
sao tteis no cdlculo de integrais triplos em regides limitadas por (porgoes de) cilindros, paraboldides ou
cones.
Vejamos como aplicar o teorema de mudanca de varidvel neste caso. A transformacdo que consider-
amos ¢é
T(r,0,z) = (x(r,0,2),y(r,0,z),2(r,0,2)) = (rcosf,rsinb, z)

que é de classe C', injectiva para r > 0, 0 < 6 < 27, z € R e cujo jacobiano é

o(z,y,2)
o(r,0,z)

=r.

Assim, o teorema de mudanca de varidvel diz-nos que

// f(m,y7z)dasdy,dz:// flrcosf,rsind, z)rdrdfdz,
Q s

onde () é a imagem da regiao S por meio da transformagao anterior.



Dado um ponto P de coordenadas cartesianas (z,y,2), com (z,y) # (0,0), vamos agora definir as
suas coordenadas esféricas (p, 8, ). Definimos p como sendo a distdncia do ponto P & origem, ou seja,

p=Vr+yP+ 2%

designemos por OQ a projeccao do segmento OP no plano zy, o angulo 6 € [0,27[ é o angulo que o
vector OQ) faz com o semi-eixo positivo dos z, medido a partir deste semi-eixo no sentido contrario ao
dos ponteiros do reldgio. Finalmente, o d&ngulo ¢ €]0, 7| é o dngulo que o vector OP faz com o semi-eixo
positivo dos z, medido a partir do referido semi-eixo. Tem-se entao

T = pcosfsiny
y = psinfsin
Z = pCcosy

onde p >0, 0 € [0,27[ e ¢ €]0,7[.

Note-se que a equacgao da superficie esférica de centro (0,0,0) e raio R, 2% + y? + 22 = R?, se escreve
simplesmente p = R em coordenadas esféricas, pelo que estas coordenadas sao muito tteis para integrar
em regioes limitadas por (porgoes de) superficies esféricas ou cones.

Para aplicarmos o teorema de mudanca de varidvel neste caso consideramos a transformacao dada
por

T(p,0, ) = (2(p,0,9),y(p,0,0),2(p, 0, ) = (pcossinp, psinfsin g, pcos )

que é de classe C', injectiva para p >0, 0 < 60 < 27, 0 < ¢ < 7 e cujo jacobiano é

oz, y, z)
A(p,0,¢)

Assim, o teorema de mudanca de varidvel diz-nos que

= —p?sin .

/// f(my,z)dmdy,dzz/// f(pcos@sin p, psinfsin g, pcos ) p?sin p dp db de,
Q s

onde 2 é a imagem da regidao S por meio da transformacdo anterior.



