ELEMENTOS DE PROBABILIDADES E ESTATISTICA
Ano Letivo 2019/2020

Exercicios 16 a 18 — Resolugdes

16. Para qualquer hora escolhida ao acaso, defina-se: N — v.a. que representa o n.2 de nascimentos; sabe-
se que N N P(A), ou seja, a f.m.p. de N é:

17.

P(N=k)=e *A/k!, k=0, 1,2, ...

“N&o haver nascimentos durante uma hora” < {N=0} = P(N=0) = 0.386
P(N=0)=0.386 < e *7\°/0! =0.386 <> e »=0.386 < A =—Ln(0.386) =1 = N N P(1)

a)

b)

c)

“Ocorrem pelo menos trés nascimentos numa hora” < {N= 3}
P(N=3)=1-P(N<3)=1-P(N=2)=1-e *(A%0! + A/1! + A\*/21) =1-0.386 (1 + 1 + 0.5) = 0.035
Sejam N; — v.a. que representa o n.2 de nascimentos na hora i, i = 1, 2, 3. As variaveis {N}, 2, 3 sdo
mutuamente independentes (o n.2 de nascimentos numa certa hora em nada influencia o n.2 de
nascimentos noutra hora qualquer) e cada uma delas tem a mesma distribuicdo que a v.a. genérica N,
ou seja, sdo v.a.’s i.i.d. (independentes e identicamente distribuidas).
O nuimero de nascimentos nas trés horas é dado por S; = N;+ N+ N3. Ora, como as v.a.’s {Ni}i1, 2, 3 sdo
independentes com distribuicdo de Poisson, entdo a soma das mesmas também tem distribuicdo de
Poisson, com valor esperado igual a soma dos valores esperados de cada uma delas, i.e.,
S3 = Ng+ N+ N3 N P(3).

“Nas trés horas haver no maximo 2 nascimentos” < { Sz3=< 2}
P(S3=2) =€ > (3%/0! +3/11+3%/21)=e (1 +3 +4.5)=0.423
“Em duas horas ha, quanto muito, um nascimento em cada uma delas” <
< “Na primeira hora ha, quanto muito, um nascimento” e “Na segunda hora ha, quanto muito, um
nascimento” < {Ni=1 A N,= 1}
P(Ni=1 A Np=1) =P(Ny= 1) x P(N,=< 1) = (porque N; e N, sdo independentes)

=P(N=1) x P(N= 1) = (porque N; e N, sdo identicamente distribuidas com N)

= [P(N=< 1)]* = [0.386 (1+ 1)]* = 0.596

Se as latas sdo sucessivamente inspeccionadas com reposicado (selecciona-se ao acaso um lata, verifica-
se se estd fora do prazo de validade, ou ndo, e volta-se a mistura-la com as restantes), entdo antes de
cada selecgdo existem sempre 500 latas fora do prazo de validade, num total de 10000 latas. Assim,
sendo p a probabilidade de que uma lata, escolhida ao acaso para ser inspeccionada, esteja fora do
prazo de validade, tem-se que p = 500/10000 = 0.05. Se a inspec¢do contempla 15 latas, entdo
associada a inspecgdo de cada uma delas estd uma prova de Bernoulli (esta fora de prazo (sucesso) ou
nao). Deste modo, sendo X a v.a. que representa o nimero de latas, nas 15 inspeccionadas, que estdo
fora do prazo, tem-se que:
X N Bi(15, 0.05).

a) “O lote é rejeitado” < “Na amostra de 15 latas ha mais de 2 fora do prazo de validade” < {X> 2}

P(X>2)=1-P(X=2)=1-(0.95"+C"; 0.05 x 0.95" + C**, 0.05* 0.95"%) ~ 0.0362
b) O nimero esperado de latas fora do prazo de validade é o valor esperado de X:

E(X) = 15 x 0.05 = 0.75 latas
¢) Considerem-se os acontecimentos:

Fi: “A i-ésima lata inspeccionada estd fora do prazo de validade”, i= 1, e seja Y — v.a. que representa o
n.2 de latas que é necessario inspeccionar para que se encontre uma fora do prazo de validade. De uma

maneira geral, considere-se P(F;) = p. Facilmente se percebe que:
{Y=1} < realiza-se F;; para k= 2, {Y=k} < realiza-se (FEN . N RSN FY).
Entdo, P(Y=k) =P(F.*N .. N Fe_1i“ N F) = (1 —p)k'1 p, k=1, pelo que a f.m.p. de Y é a seguinte:
P(Y=K)=p(1-p) '=pqd", k=1,
Diz-se que Y tem distribuicdo geométrica de parametro p e denota-se
Y N Geom(p).
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i) {E necessario inspeccionar 4 ou mais latas} < {Y= 4}
P(Y=4)=1-P(Y<4)=1-P(Y=3)=1-p(¢°+q" +¢°) =1-0.05 (1 + 0.95 + 0.95%) =~ 0.8574
Alternativamente

Calculemos, de forma geral, P(Y=j), com j = 1:
-1
PlY2j) =Y PY=K=Y pg=pYy 4 (f)ﬂlq_—q =g
(*) Soma (convergente pois |g|<1) de todos os termos de uma progressdao geométrica
Substituindo j por 4 vem:
P(Y=4) =0.95’~0.8574
ii) O numero esperado de latas inspeccionadas é o valor esperado de Y.
Demonstre-se que W N Geom(p) = E(W) = 1/p:

_ - k1 _ k1 _ d (_ d v d g
E(W)—Ek21kXP(W—k)—Ek21kpq _pEkzlkq _pEkzlaq (:)pa kzlq =P -

d 11-g)-g(-1 1
_, 4 9 _,10-9) tz( )=p_2=
dgl-g (1-9) p

Portanto, E(Y) = 1/0.05 = 20 latas

1/p.

18. Sendo p a probabilidade de um arranque, escolhido ao acaso, falhar, tem-se p = 0.00001. Considere-se

R —v.a. que representa o numero de falhas nos préximos 10 000 arranques. Admitindo que as falhas
ocorrem independentemente umas das outras (como faz sentido, ou entdo haveria uma razdo
sistemdtica para ocorrerem), R serve para “contar” o nimero de sucessos (falhas) em 10 000 provas de
Bernoulli, com probabilidade de sucesso p = 0.00001, pelo que R N Bi(10 000, 0.00001).

“Pelo menos uma falha nos 10 000 arranques” <> {R= 1}

P(R=1)=1-P(R=0) = 1-0.99999"°°° ~ 0.0952

Alternativamente

R tem uma distribuicao Binomial com um nimero de provas muito “grande” e uma probabilidade de
sucesso muito “pequena” (observar um sucesso é um acontecimento “raro”). Além disso, tem-se que
E(R) = 10 000x0.00001 = 0.1 e Var(R) = 0.1x0.99999 = 0.099999, ou seja, a varidncia de R estd muito
proxima do valor esperado de R (caracteristica da distribuicdo de Poisson). Deste modo, as massas de
probabilidade de R podem ser bem aproximadas pelas correspondentes massas de probabilidade de
uma distribuicdo de Poisson, com parametro 0.1 (o valor esperado de R). Assim:
P(R=1)=1-P(R=0)~1-e %'=1-0.9048 = 0.0952
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