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Espectros, FFT
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Transformada de sin (E)
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Transformada de cos (E)
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O teorema de Fourier

— — 7] 1 _ .
E (k) = 11}[:5 e 2mink/N f,(n) = NZIIX:(} erank/N
(t) = Ay 4 - 2kt b i 2kt
f(t) = > k_El aj COS T © Sin T

Diz que eu posso reproduzir uma série temporal com N elementos, pela
soma de N sinusoides (algumas talvez com amplitude 0), de forma exata (a
menos do erro de arredondamento).

A reconstituicao da série temporal inclui uma constante (média) e sinusoides
(harmonicas) com frequéncia multipla de uma frequéncia fundamental
(21 /T).



2kt - 2mkt
+ by, sin T

a
f(t) = 7O+ z aj COS
k=1

Deve notar-se que:

21kt - 2wkt - (2mk
ay COS 7 + by, Sin - = (}, Sin T+qbk

Onde ¢, é a amplitude da sinusoide, e ¢, a sua fase inicial.

Na forma complexa:

Cr = |Fk|!¢k = tan_l(

Imag(Fy)
Real(F}) )



Espectros de amplitude e de fase

Em vez de analisar a parte Real e a parte Imaginaria da transformada
de Fourier, podemos analisar o seu moédulo, designado por espectro de

amplitude:

A(w) = |F(w)|
O seu espectro de fase (angulo no plano complexo)
Imag(F)
®(w) = tan~!
(@) = tan Real(F) )

Onde w = 2nf
Se f for real, o espectro de amplitude é simétrico.



fft da soma de dois senos

import numpy as np;import matplotlib.pyplot as plt
N=100;dt=1.;T=N*dt/4.;

t=np.linspace(0,dt* (N-1) ,N);
f=np.sin(2*np.pi*t/T)+2*np.sin(2*np.pi*t/(T/3))
plt.subplot(3,1,1) ;plt.plot(t, £f)
plt.title(r"$sin(2\pi t/25)+2 sin (2\pi t/8.33 )S$")
F=np.dFT (£f)

fNyg=1/(2*dt) ; df=2*£fNyq/ (N-1)
fregq=np.arange (0, fNyqg+df,6 df)

plt.subplot(3,1,2)

plt.plot(freq,np.abs (F[0:N//2+1])/(N//2)) #IMPORTANTE
plt.ylabel ('Amplitude') ;plt.xlabel('f (Hz)')



dFT da soma de dois senos
/" “sin(2nt/25) + 2sin(2nt/8.33)
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SO se mostra para F' > 0 (é uma fungao par)



Fast Fourier Transform N = 2k3mgn

As simetrias dos senos e cosenos podem ser aproveitadas para
desenhar algoritmos muito eficientes se o Numero de pontos da
amostra for da forma N = 2%3™5" (k,n,m € N).

Transformada discreta de Fourier em numpy
F=np.fft.fft (£f)

Transformada inversa
f=np.fft.ifft (F)



sin(2mt/500) + 2sinl2mtf166)
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from SCipy import fft 0 0 S0 750 1000 1250 1500 1750 2000
N_2 0 0 0 . dt_l . T—N*dt/ 4 dFT ( 2000) Process_time=17.828125 s
- 7 - o 7 - .

=]

Amplitude

t=np.linspace (0,dt* (N-1) ,N) ;

L=}

00 01 02 03 04 0’5
FFT { 2000) Process_time=0.000000 s

f=np.sin(2*np.pi*t/T)+2*np.sin(2*np.pi*t/(T/3))
fig,ax=plt.subplots (nrows=3) il

P

Amplitude

ax[O] .plot(t,f) 0.0 0.1 02 o 0.3 0.4 0.5
ax[0] .set title(r"$sin(2\pi t/%3i)+2 sin (2\pi t/%3i )$" %(T,T/3))
tO=process time () ;F=dFT (f) ;tl=process_time ()

fNyg=1/ (2*dt) ; df=2*fNyq/ (N-1)

fregq=np.arange (0, fNyg+df,h df)

ax[1l] .plot(freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))

ax[l] .set _ylabel ('Amplitude')

ax[l] .set_title('dFT (%5i) Process_time=%8.6f s' % (N,tl-t0)
tO=process_ time () ;F=fft.fft(f) ;tl=process time()

ax[2] .plot(freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))

ax[2] .set _ylabel ('Amplitude') ;plt.xlabel('f (Hz)')

ax[2] .set_title('FFT (%5i) Process_time=%8.6f s' % (N,tl-t0))

fig.tight layout()



F(freq) - F(T)

f=

Notas:

sin(2mt/500) + 2sin{2mt{166)

f=0; f(0) =0;F[0] = 0; Tpyax =

sin(2mt/500) + 25in{2mtf166)
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Fihz) - - T 2x0.5
fMAx—O.SHZ:T—ZS N = 5900 Hz = T = 2000s
ax[2] .plot(1/freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))
Nota: ————— = oo ax[2] .set_ylabel ('Amplitude') ;plt.xlabel('T (s)')
freq|0] ax[2] .set title('FFT (%5i) Process time=%8.6f s' % (N,tl-t0))



RESUMO: Uma série finita (amostra) ...

Tem uma transformada discreta de Fourier
F = F(f)
e existe uma transformada discreta inversa tal que:
f=F1E)
Trata-se de operacoes exatas (a menos do erro de arredondamento).

Em consequéncia, a funcdo f (no dominio fisico f(t) ou f(x)) tem a
mesma informacdo que o seu espectro F (no dominio transformado

f(w)ou f(ky)).



Nota

O facto de a transformada discreta ter a mesma informacao do que a
série discreta finita, nao implica que ela tenha toda a informacao da
série original (continua e infinita). Isso sé acontera nas condicoes
indicadas anteriormente.



Problema do dominio

Exatamente dois periodos
fundamentais.

Espectro OK

Pico em 0.04Hz=1/T

2.5 periodos fundamentais.

Espectro poluido

Mas, em ambos os casos
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