Oscilacoes
amortecidas e forcadas



Do oscilador ideal ao oscilador real

e QO oscilador harmodénico ideal Oscilador ideal Oscilador real
oscila indefinidamente com / - E 2
7 — 2 —
amplitude constante. k ; k
Td—NNVW— NV
e Nos sistemas reais existem 7 m m m
perdas de energia devido ao b
2 R WP 2 TR, 7 =~
atrito e a resisténcia do meio. S
x=0 =0
x(t) x(t)

e A consequéncia é a diminuicao

22::::;):2 amplitude das /\\//\\//\\/ : /\\//\\/;—_\y_

amplitude constante amplitude decrescente
(decaimento exponencial)

e Introduzimos o amortecimento
para descrever estes efeitos
reais.

O amortecimento transforma as oscilacées permanentes do modelo ideal
em oscilagdes que se vdo extinguindo no tempo.




Forca de amortecimento

X
e Em sistemas reais existe dissipacdo E——
/ : . ! /
de energia devido ao atrito ou a k
resisténcia do meio. AAANA
e Para velocidades moderadas, a forca Fom
: : e z I m |e—
de amortecimento é proporcional a
velocidade e tem sentido oposto. b
. & .
e Modelo linear de amortecimento:
- U - velocidade da massa (m/s)
— )
F am = b U Fam — forca de amortecimento (N)
b — coeficiente de amortecimento (N-s/m)

(b >0)

—

A forca de amortecimento F,,, atua sempre no sentido oposto a velocidade .



Equacdao do movimento amortecido

xr
—
e A segunda lei de Newton na direcgao do 2 k
. . ——AN—
movimento x da: > 5
ID m |« Fam =—-bvu
oo . b
‘ mx = — kx — bx ’ ’
x(t) — deslocamento a partir da posicio de equilibrio (m)
° Rearranjando: & — velocidade = dx/dt (m/s)
T — aceleragio = d2x/dt? (m/s?)
e " m — massa (kg)
mo —|— ba': —I— kx == 0 b — coeficiente de amortecimento (N-s/m), b > 0
k — constante elastica da mola (N/m), k& > 0
Interpretacao e bx 4 . 'k.r g
dos termos termo de inércia termo de amortecimento termo elastico de restituicao
(forga inercial) (dissipagdo de energia) da mola

bt Vb2 —4mk
= 2m

9

Solucao geral  z(t) = Cye™t + Cye™ 1y,




Regimes de amortecimento

= % — taxa de amortecimento
wo = v/ k/m — frequéncia angular prépria sem amortecimento
1. Subamortecido 2. Criticamente amortecido| 3. Superamortecido
(0 <7y <wo) (7 = wo) | (v > wo)
z(t x(t) z(t)

{\/\// e t | 1 -t

= —Art —Agt
z(t) = Age™" cos(wyt + do) 2(t) = (4 + Agt)ew0t o(t) = Aye ™t 4 Aqe

T _\/ﬁ A1,2:73[\/’72—W3
A o (0 <A < )\2)
m  Oscilacdes com amplitude ®  Retorno mais répido g
decresgcente . 3 posicao de equilibrio, B Retorno sem oscilagdes
: sem oscilacdes. ‘ mas mais lento.



Oscilacao subamortecida

No regime subamortecido (0 < v < wy),
o sistema oscila com amplitude que decai

exponencialmente.
x(t) = Age " cos(wat + ¢o)

A frequéncia amortecida é

Wy = \/W3—72 < wo

O periodo das oscilacoes é
27 27

Ty = — —

Wd Wo

A amplitude maxima em cada ciclo
decresce segundo a envolvente

+ Aoe_’yt i

— A

¥ — taxa de amortecimento (sfl)
wg — frequéncia natural (rad s—1)
wq — frequéncia amortecida (rad s—1)
Ao — amplitude inicial
Po — fase inicial
x(t)
= /Aoe £




Evolucao da amplitude

m No regime subamortecido, a amplitude maxima Envolvente da amplitude
em cada ciclo decai exponencialmente: A(t) ‘ Tonmn Amplitude
0 A
— = Ao g
A(t) AOe A(t) = Age "t T Age™! 20,374,

=2
onde Ay ¢ a amplitude inicial (em ¢ = 0). i e I 0,

37 Age™? ~ 0,054,

m  Apds um intervalo de tempo ¢, a amplitude
reduz-se por um factor e~ 7*:

A(t) =
g
0
m  Apds um tempo caracteristico ™ = 1/, Constante de Tempo caracteristico do decaimento |

1
# —1 tempo: o da amplitude.

a amplitude reduz-se para e”' = 0,37 do Y
seu valor inicial.

vt

m A amplitude decresce exponencialmente com o tempo.
Conclusoes m A taxa de amortecimento v determina a rapidez do decaimento.
m  Medindo a envolvente da amplitude é possivel determinar -y.



Energia de um oscilador amortecido

® A energia mecénica total do oscilador é

E(t) = jmi(t) + yka’(t)

® Para amortecimento fraco (v < wy),
a solucdo é z(t)

B Derivacao da lei de decaimento

da energia:
ag .
7 = md¥ + kri
= ikmi+ k) § =

= —bi® <1

= Age " cos(wyt + ¢g).

Evolucao da energia média

Ensdialt) L Tempo. L EneM
0 | E,
Ey ¢ | e =0,
Enggialt) ~ E[Je_ht - i Ol il 0,4

7 2r | Eoe™ ~002E, |

s ‘ E‘oe_ﬁ ~ 0,0025E |

E(]€72 i |
: ; : "
0 o= L/ 27 3T
Energ|a média num penodo-
!
medla / dt’
Emédia.( ) ~ ikAz( ) = 3 k-A(Q) e—?fyt s Eoe_z,yt

Interpretacao fisica

m A energia é dissipada devido a forga de
amortecimento, convertendo energia
mecanica em calor (ou outras formas).



Factor de qualidade (Q)

m O factor de qualidade ) quantifica o nimero Decaimento da amplitude
de oscilagdes significativas antes da amplitude ()

decair apreciavelmente.
m Para o oscilador amortecido
mi +bxr + kxr =0

AOA A(t) = Aoe e

definimos /\ /\
’Y:L, wo—\/E, wd:\/wg—'yZ 0 ' /\ S
2m m \/ \_/
m  No regime subamortecido (0 < vy < wyp), ol //.
z(t) = Age 7" cos(wgt + Po) i
A amplitude decai como A(t) = A06_7t

Interpretacao fisica

m (Q grande =- amortecimento fraco, muitas
2y oscilagdes antes da amplitude decair
significativamente.

m O factor de qualidade ¢ definido por  (Q = o]

B Apods N periodos amortecidos, a amplitude é
= 2N m (Q pequeno => amortecimento forte,
AN = Age™ ™ /Q poucas oscilagdes.

m ( é particularmente Util no regime de baixo

m A amplitude cai para 1/e quando N ~ bt s e S e

A[Q



Introducao de uma forca externa

m Forca externa periddica Modelo fisico
Aplicamos ao oscilador uma forga externa que varia P B
periodicamente no tempo: B (t)
m
Fexi(t) = Fpcos(Qt + &) b -
A 4 &
-~
¥ 3 x(t)
m Equacao do movimento
A equacao do oscilador passa a ser Simbolos
= 5 Fy - amplitude da forca externa (N)
mz + bz E kx = FO COS(Qt & 6) Q - frequéncia angular de excitagdo (rad s~1)
1) — fase inicial da forca externa (rad)

m [nterpretacao
e A forca externa fornece energia ao sistema de forma periédica.
e O oscilador pode atingir um regime estacionario em que oscila a frequéncia 2.

e A resposta do sistema depende da relagdo entre Q) e a frequéncia natural wg = v/ k/m
e do amortecimento v = b/(2m).



Oscilador forcado

Sistema
Oscilador amortecido sujeito a uma forca externa periddica.

mi + bz + kx = Fy cos(2t + 9)

Solucao geral
Lt(t) = T+tr (t) + ZLes (t)

A solucdo é a soma da solucdo transitéria (homogénea)
e da solugdo particular (forcada).

Regime transitorio
ze(t) —0 (t>1/y)

A componente transitéria decai exponencialmente.

Regime estacionario
Zes (t) = X () cos(Q + 6 — )

No regime estacionario, a resposta oscila a frequéncia
da forga externa, com amplitude constante.

Modelo fisico

Z k

m

Resposta temporal

Fycos(Qt + 0)

> L

LV

Regime
transitério

Regime
estacionario



Regime transitorio e regime estacionario

Oscilador amortecido e forcado:

mx + bz + kx

z(t)

4

Regime transitdrio

(influéncia das condicdes iniciais)

ADF’ Eic

P \
s\

/ \

i \

v

Regime estacionario

(resposta forcada permanente)

Fp cos(Qt + 6)

L]

Regime transitorio
Determinado pelas condigGes iniciais.

A amplitude decai exponencialmente
b

2m

Durag3o caracteristica: ordem de 1/~.

como e~ 7", com v =

\/ A'AYAvA

1
1
1
|
1

*AUF i t>1/y

—— Resposta total xz(t)

—--— Solugdo estacionaria wes(t) = X (Q) cos (Qt + & — )

Regime estacionario
Independente das condigdes iniciais.
A oscilagdo ocorre a frequéncia
da forca externa 2.

Amplitude constante X (Q2) e
desfasamento ¢ fixos.

Energia fornecida pela forga externa
compensa, em média, a energia

dissipada pelo amortecimento.

Apés um tempo suficientemente longo (¢ >> 1/+), a resposta do sistema tende para:

Conclusao
Zes (t)

= X(Q)cos(Qt +6— ¢

)

(regime estacionario).




Amplitude da resposta estacionaria

® Solucao estacionaria
No regime estacionario, a posicao é

Zes(t) = X(£2) cos(2t + 6 — )
onde X (€2) é a amplitude da resposta.

® Amplitude da resposta
Para o oscilador amortecido e forgado

mz + bx + kx = Fycos(Qt + 9),
a amplitude estacionaria é
Fo

V (k — mQ2)2 + (bQ)2

X(Q) =

m Parametros caracteristicos
k b

wp=14/— » T= =

s m 2m

wq € a frequéncia natural e vy a taxa de
amortecimento.

Amplitude em funcao da frequéncia de excitacdo
X(2)

4
Y Dt , Q, = Jwg —27°
!
| (v < wo/V/2)
|
|
|
|
i
0 Q, e

m Ressonancia

e A amplitude é maxima em
Q, = Vwi — 292 se v < wp/V2.

® Sevy<Kwy O =wge Xnpax zﬁ.
0
e Se vy > wy/v2: X(Q) decresce;
ndo ha ressonancia de amplitude.
Fo
X _ — Wi = CU2 s 2
max bwd d 0 A



Fase entre forca e deslocamento

m Definicao da fase Desfasamento em funcdo da frequéncia de excitagdo
No regime estacionario, a posicao é o (rad)
el S
Tes (t) = X () cos(Q2t + J — )
A forca externa é Foxt(t) = Fpcos(Q2t + §). =

@ é o atraso de fase do deslocamento em 2
relagao a forga.

m Desfasamento de fase

Para o oscilador amortecido e forgado & 7 " Q
wo = —
mi + bx + kx = Fy cos(Qt + 6), bl o ki
) m Interpretacao fisica
o desfasamento é dado por :
e Para 2 < wy, ¢ == 0: 0 deslocamento esta quase em fase
b com a forga.
tanip—"———— < e ; s
k — m2 e Em Q2 = wy, ¢ = 7w/2: o deslocamento esta atrasado 90
em relacdo a forca; a velocidade fica em fase com a forca.
0<p<

e Para ) > wq, p = 7: 0 deslocamento fica aproximadamente
em oposi¢ao de fase com a forga.



Ressonancia

Ideia principal Amplitude em funcio da frequéncia de excitacdo
A amplitude da resposta estacionaria € maxima X ()
quando a frequéncia de excitagdo se aproxima da

frequéncia natural do sistema: Xmaxfl T
7 pequenc

Q, =+wi —292 (v<wo/V2)
v intermédio
comwy = +/k/m ey =b/(2m). Fo/k ~ grande

Amplitude maxima 0 ST Q
No pico de ressonancia, (intermédio) - (pequeno)
Iy Desfasamento em fun¢do da frequéncia de excitagdo
Kiax — )
bwy @ (rad)

comwy = v/wg — 2. i 3

Importancia da ressonancia e !

® A poténcia média transferida é maxima em £ = wy. ;’

® Nesse ponto, ¢ = 7/2: a forca estd em fase 5 ulzo Q

com a velocidade.
Em Q = wy, ¢ = /2 e a poténcia média é maxima.
Para v K wyg, €2, = wy. Sl



Largura da ressonancia

Definicao
FWHM: Full Width at Half Maximum
Largura total a meia-altura de X2.

Mede a largura do pico de ressonancia.

Meia-altura de X2
Define-se 4 tal que

X
X (22 —
(€21) =
Largura (FWHM)

AQG=0, —Q_.

Aproximacao (v < wy)

AQNZ*)/:%.

Amplitude em funcao da frequéncia de excitacao
X(Q)
A

A

Xmax

Ponte com a fisica de particulas

Uma particula instavel pode originar um pico
de Breit—Wigner, com largura em energia I'".

M= h AQ = AfTe
Te = 1/(27y): tempo de decaimento da energia.
A amplitude decai em tp = 1/y.



Potéencia média fornecida ao oscilador

Poténcia instantanea
A poténcia fornecida pela forga externa é

P(t) = Foxu(t) v(2).

Poténcia média num periodo
A poténcia média é

<P>~;‘/OTP(t)dt, T:%T.

Calculo no regime estacionario
Com Fux(t) = Fycos(Qt +8) e v(t) = —QX sin(Qt +5 — ),
obtém-se

1
<P> = §FOQXSIHQD

Em funcao da frequéncia de excitacao

Usando X(Q) = ——— & sinp = e
(k — mO?)? +(b2)?

resulta

1 F2bQ? \
2 (E—m02)%+ ()

ik —mOP + (b)?

Poténcia média em funcao da frequéncia de excitacio

(L)

Poténcia maxima

s em Q = wq
L
— I
2b I
Ressonancia :
da amplitude |
(emQ=0Q,) /| }
I I
I
pex 4
0 QT wo Q

= Significado fisico
e A poténcia média é a taxa a que a forca externa
transfere energia para o oscilador.
* A poténcia média é maxima quando a velocidade
esta em fase com a forga, o que ocorre em Q = wy
(o termo reativo anula-se).
* A ressonancia da amplitude ocorre em

Q, = v/wd — 292, que é diferente de wy

excepto no limite de amortecimento fraco.

= Valor maximo
Em Q = wq,

I



Exercicio resolvido — oscilacao amortecida

Enunciado
Um oscilador massa—-mola com m = 1,0 kg e
k = 100 Nm~! é libertado da posicao
x(0) = Ap = 0,10 m com velocidade inicial nula.
O sistema esta sujeito a um amortecimento viscoso
com coeficiente b = 0,40 Nsm™?!.
Pede-se:
(a) Determinar o periodo amortecido 7.
(b) Escrever a expressdo do movimento x(t).
(c) Calcular a amplitude ao fim de ¢ = 10 s.

Solugao
(a) Frequéncias e periodo amortecido (b) Movimento
k 100 Para z(0)
_— = 71
6p =y = 1.0 10,0 rads
b 0,40
e = : = 0,20s™

2m 2x1,0

S

2
T w—” = 0,628s
d

1/ 10,02 — 0, 202

= 9,998 rad s—

= Apev(0) =0, a solugio é
z(t) = Age [cos(wdt) + wld sin(wdt)]

Substituindo os valores numéricos,
z(t) = 0,10~ %2
[c0s(9,998t) + 0,0200sin(9,998¢)]
(m)

Movimento do oscilador
x(t) (m)
A

0,10

A(t) = Age ™

0,05
0 4
—0,05

—0,10

0 1 2 3 4

> ls)

(c) Amplitude ao fimde ¢t = 10 s
A amplitude decai segundo

A(t) ~ AU 6—7t.
Logo,
A(10) ~ 0,10 e %20% 10
= 0,0135m = 1,35 cm.




Exercicio resolvido — suspensao automoével

Enunciado | Modelo fisico

Um quarto da massa suspensa de um |

automovel pode ser modelado por um E(e))="Folcas(E)
sistema massa—mola—amortecedor, com

|
|
|
m = 350 kg |
k=35x 101 Nm™! ‘
b=1,9x 10> Nsm~! |
Uma forga periddica actua sobre o sistema, ‘
F(t) = Fycos(Qt), Fp=500N.
Pede-se: i
(a) Calcular a frequéncia natural wy.
(b) Determinar a frequéncia de ressonancia €2,. ‘
|

Irregularidades periddicas na estrada
(separagao M) excitam o veiculo com

2mwv
e

onde v € a velocidade do automovel.

(c) Calcular a amplitude da resposta estacionaria
para 2 = 8,0rads 1.
(d) Comparar com a amplitude na ressonancia.

Solucao : = =
(a) Frequéncia natural \ (b) Frequéncia de ressonancia (c) Amplitude para 2 = 8,0 rads (d) Comparagio =
b F Amplitude na ressonancia:
Ve —22, v=5- | X(@)= X)) = L]
104 2m T - 22 2 Q,) = -
wo = \/ \/ 3 _ L9 x10% o e bV = 27
w= =25As7. 500 500
2360 X(8,0) = T 1,9 x 10° x 9,62
=10,0rads™". \ ~ 5 \/(35><104—350 x 8,02)2 g 4o,
2, = \ 10,0° — 2(2’71) + (1,9 % 10° % 8 0)2 Para 2 = S,O;a(ls‘l, a amblitude
F = 9,23 rad st =0,0253m = 2.53 cm. & menor do que na ressonancia,
| 2 2 como esperado.
Conclusio ‘ A suspensao reduz a amplitude das vibragdes fora da ressonancia.

Este modelo € usado no projecto de suspensdes automoveis para garantir conforto e estabilidade.



Exercicio resolvido — ressonancia numa bobina de RF (MRI)

Enunciado

Uma bobina de radiofrequéncia de um
equipamento de MRI pode ser modelada
por um circuito RLC série forcado,

1
L+ Rqg+ " Vo cos(2t).

Considere:

L=10uH R =0,50Q

C = 100 pF Vo =1,0V
Pede-se:
(a) Determinar a frequéncia de ressonéncia wg.

(b)
(c)

Calcular a largura a meia-poténcia AQ.
Calcular a amplitude da corrente
para 2 = 0,90 wy.

(a) Frequéncia de ressonancia
=l
o= T
i
Wwo

 V1,0x10 °x 1,0 x 1010
= 1,0 x 108 rads™!
(fo = 15,9 MHz)

Aplicacdo: bobina de RF em MRI

Os valores do exercicio correspondem a

fo = 15,9 MHz.

Analogia com o oscilador mecanico
m <+ L b+— R

k< 1/C

Amplitude da corrente em funcgao da frequéncia
1(2) (A)

Timax
2,0

Tmix

V2
1,0

0,5

0 L——

0,990 wo

0,995 wo wo

1,005w, 1,010wp
Q (rads~')

I < x, logo o pico da corrente é exatamente em wy

(b) Largura a meia-poténcia

ay— B

L

oy — 0350
1,0 x 10—

=5,0x10%°rads!
(AF = 79,6 kHz)

(c) Amplitude da corrente para 2 = 0,90 wg
@)= %

\/R2+(QL— QAIC)Z

Para 2 = 0,90wy = 0,90 x 108 rad s~ !,

1,0

= 1 2
0,50° 0,90x108x1076 — ———————
\/ ’ Jr( et (0.90x10° 1010

=4,7x1072A

I(0,90wp) =

(47 mA)



