Osciladores acoplados
e modos normais
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Quando varios osciladores interagem entre si,
o movimento de cada um depende dos restantes.

O sistema pode oscilar em frequéncias préprias caracteristicas.
Cada frequéncia prépria esta associada a um modo normal.

Os modos normais permitem compreender a dindmica colectiva
de sistemas com muitos graus de liberdade.



Dois osciladores acoplados

Consideremos duas massas m; e m,
ligadas a molas e acopladas entre si.

As extremidades estao fixas a
suportes rigidos.

As posic¢des de equilibrio sdo
tomadas como origem.

Pequenas oscilagdes ao longo de
uma linha recta horizontal. k - constante elastica das molas externas,

. k. — constante elastica da mola de acoplamento.
Coordenadas generalizadas: c i

x,() e x,(2)
deslocamentos das massas a partir
das posicoes de equilibrio.

Hipo6teses: molas ideais (massa desprezavel),
atrito desprezavel, movimentos pequenos.




Forcas restauradoras e forca de acoplamento

Sistema
e Duas massas m e m,.
e Ligadas por molas.
e Constantes diferentes
nas extremidades: k; e k».

e Constante de acoplamento
k. entre as massas.

Forcas sobre cada massa

Massa m1, Massa m,

e Forca da mola da esquerda: e Forca da mola da direita:

(k1) = 2 (k2 —
Fl = _kl X1 Uy F2( » = -kQX2 u,

e Forca da mola de acoplamento: e Forca da mola de acoplamento:

~(c) = = =N o=
Fi” = —k.(x1 — x3) Uy 9 = —k (33 — x1) i, = k. (%1 — x2) i,

Forca total em m;: Forca total em m;:

Fy = —kyxy tdy — ko (x1 — x3) Uy Fy = —kpxp Uy + k. (x1 — x2) Ui



Equacoes de movimento (caso geral)

Sistema
e Duas massas m; e mj.
e Constantes kq, k, e k..

Equacoes de movimento
Pela 2.2 lei de Newton:

myxXy = — (ky +kc) x1 + ke x5

myx, = — (ky + k.) x3 + k. x)

Movimento acoplado
e Cada massa sente a forgca da sua mola e a forga
de acoplamento.

e O movimento de uma massa depende do
movimento da outra.

Forma matricial

Mx +Kx =0

com

I

X'=

X2
K:(

) (s

kl 3 kc
_kC

_kc
ky + k.
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Procura das frequéncias proprias

Procuramos movimentos em que ambas as massas oscilam
a mesma frequéncia w.

x1(t) = A; cos(wt) x5 (t) = A, cos(wt)

tomando a parte real de A e’®?

Substituindo nas equa¢des de movimento Forma matricial
Mg Xy = —(kl +kc)x1 +kcx2 D( )(Al) (O)
w =
maiiy; = —(ky + ko) xy + k. x; 7 e
com
Obtemos o sistema algébrico D(w) = (Fey + k) —my? —ke
-kC (k2+kc)—m2w2

2
[(k1+kc)—m1w]A1—kcA2:0 e e
Para existir uma solucao nao trivial,
—k A + [(k2 +k,) — msz] Ay =1) os coeficiefntes tém de satisfazer
uma condicao adicional.



Modos normais e frequéncias proprias

Condicao de nao trivialidade Interpretacao fisica
e O sistema homogéneo e Em cada modo normal, as duas massas oscilam
a mesma frequéncia.
Ay 0 : : .
D(w) P = e Arazio das amplitudes A, /A, é fixa.
2 0 e O movimento ocorre sem transferéncia liquida
tem solugdo ndo trivial se de energia entre as massas.
detD (a)) =0 Formas tipicas dos modos
e - Modo de menor frequéncia Modo de maior frequéncia
Frequéncias proéprias (em fase) (em oposicao)
e A condicdo det D(w) = 0 fornece
duas frequéncias préprias: w; e w,. k, k. k, k, k. k,
e A cada frequéncia prépria corresponde
um modo normal, dado pelo respectivo
vector (A4, 4,). A3/4, > 0 A3/A4; <0

Com k; # k, ou m; # m,, as amplitudes deixam de ser iguais; o sinal de A, /A; mantém-se



Procurar solucoes colectivas

e As equacdes de movimento sdo acopladas: Dois osciladores acoplados
m %, = —kyx; —ke (2, —x3)
MmoXy = —koxy — k¢ (X2 —xq)

e Procuramos solucdes em que os dois
osciladores vibram com a mesma
frequéncia angular w, mantendo
uma relacao fixa entre as amplitudes.

e Propomos solucdes harmonicas do tipo Caracteristicas das solucoes colectivas
Je s ieot e Ambos os osciladores vibram a mesma
x,(t) = A1e'®, x,(t) = Aze

frequéncia w.
com A, A, constantes (podem ter sinal). e Arazao A,/A, é fixa (pode ser positiva

= 3 ou negativa).
e Estas solucoes descrevem movimentos

colectivos em frequéncias especiais,
chamadas frequéncias préprias do sistema.

e A forma temporal € a mesma para ambos
(apenas a amplitude relativa pode mudar de sinal).

e Cada solucao colectiva corresponde a uma
frequéncia propria e a um modo normal.

. 4

e Cada frequéncia propria corresponde
a um modo normal.




Condicao para as frequéncias proprias
Equacoes de movimento na forma matricial

Mx+Kx =0
= e
x2 0 m2
k+ k., —k,
e Sl
com k; = ky, =k

Procuramos solucdes harménicas Para um movimento n3o trivial, a # 0.
b Logo, a matriz D(w) tem de ser singular:
x(t) = ae

Substituindo, obtemos det D(w) = O ’

Dw)a=0 |
Esta equacao determina as frequéncias
. 2
D(w) =K —-w"M préprias do sistema.




Primeira frequéncia propria: movimento em fase

Solucao colectiva em fase Duas massas idénticas acopladas

x1(t) = x5(t) = Acos(w;t + @)

Condicao neste modo
x1=%x; = F.=—k(x;—x3)=0

A mola de acoplamento ndo esta deformada.

% —a Evolucao temporal (exemplo)
Calculo da frequéncia

x — i)
Com m; =m, =m e k; =k, =k, procuramos .
X1 =X xz(f)

mi=—kx—k,(x—x)=—kx =» jc‘+£x=0

Logo, k
w1 = T
m




Segunda frequéncia prépria: movimento em oposicao de fase

Sistema: duas massas idénticas acopladas

Solucgao colectiva com os dois
osciladores em oposicao de fase

x1(t) = A cos(wyt + ¢p)
x,(t) = —A cos(wyt + @)

ou X, = —X3
Célculo da frequéncia Evolucdo temporal (exemplo)
e As massas movem-se em sentidos Se x, = —xq, entdo . )
opostos, com a mesma amplitude. miy = —kx; — ke (%1 — x5) ;123
== 8205
3 = —(k + 2k.)x S
e A mola de acoplamento é deformada (Je + C) L
e exerce uma forca restauradora adicional.  10go
k + 2k,
m

/ k+ 2kC Quando uma massa avanga, a outra recua.
Wy = e
m




Combinacao dos modos normais

Um movimento geral dos dois osciladores pode ser escrito
como a sobreposicdo dos dois modos normais:
Movimento geral (exemplo)

x1(2) = Cycos(wt + @) + Cycos(wpt + ) | — xi(r)
X,(t) = Cy cos(wt + ¢py) — Cy cos(wyt + ¢,)

e (Cada modo oscila com a sua prépria
frequéncia.

x (unid. arb.)

® As condic¢des iniciais determinam
as amplitudes e fases.

® (O movimento observado resulta T T . . )
da sobreposicao dos dois modos . ¥ 20 - bt .
peasly g ¢ (unid. arb.)



Coordenadas normais

Transformacao para coordenadas normais
Definimos as coordenadas normais

Q, = LZ (1 + x3) (modo em fase)

i
% (x1 — x2)

A transformacdo inversa é

Q, =

(modo em oposicéo de fase)

x = %(Ql +Q2) Xy = %(Q1 - Q3)

Equacdoes de movimento
Nas coordenadas normais, o sistema desacopla-se:

01 +wfQ; =0 Q2 +w3Q,=0

Cada coordenada normal descreve um oscilador harménico
independente com frequéncia prépria w; e w,.

Sistema considerado

k k, k

X

]

1

Qh=——*
X1 X2

Modos nas coordenadas normais

Modo 1: em fase (Q;)
X; = X

ol

Modo 2: em oposicio de fase (Q;)

X, = —X;
R el s B
o] =




Energia nos modos normais

Energia total em coordenadas normais

Para os dois osciladores acoplados sem amortecimento,
a energia total escreve-se como

bai 1 [ 1

Energia de cada modo
A energia separa-se em duas parcelas independentes:

Modo em fase (Q,) Modo em oposicio de fase (Q,)
1 a 1 o 1
By = SmQi + SkQf  Ey=-mQf + - (k+2k)Q3
E =S El + E2

Na auséncia de amortecimento, E, e E,
permanecem constantes.

Modos normais e energia associada
Modo em fase (Q,)

Ambas as massas
movem-se juntas.

Energia: E,

As massas movem-se
em sentidos contrérios.

Energia: E,»

Energias dos modos

E

E Em cada modo, a energia
permanece constante
E 1 no tempo.




Batimentos e transferéncia de energia

Solucao geral Sistema: duas massas idénticas acopladas
Os deslocamentos séo a combinagao dos dois modos:

x1(t) = Cy cos(wit + ¢y) + Cy cos(wst + @)
xo(t) = Cy cos(wit + ¢py) — Co cos(wst + ¢o)

Caso tipico: excitacdao de uma massa
Condigdes iniciais: ,(0) = A, z5(0) =0, z,(0) = 25(0) =0
Os movimentos sd@o

x1(t) = A cos(Awt) cos(wt)

z5(t) = Asin(Awt) sin(@t)

- wq -+ wo Wy — Wy
com = == T L
W 3 , Aw= 5
Energias das massas
Ey(t) Ex(t) Transferéncia de energia

e A energia oscila periodicamente entre as duas massas
com periodo de batimentos Tp.

e Quando uma massa tem energia maxima, a outra tem
energia minima.

Ty= 2 e A amplitude é modulada por Aw; a energia oscila com
w;— w; frequéncia 2Aw = wy — wy.




O que é um batimento?

Duas frequéncias préximas, w; ~ w,, produzem uma oscilacao rapida com frequéncia média &.
A amplitude observada varia lentamente: A ,s(7) = A|cos(Awr)]|.

Definicao
Um batimento é o intervalo entre dois minimos consecutivos da amplitude.
Aobs

T 27
TB_—_—ATU—ZW fB:|f2_f1|

A envolvente cos(Awt?) muda de sinal; |cos(Awt)| repete-se em metade do periodo.
Batimentos nitidos: Aw < @ (acoplamento fraco, k, < k).



Generalizacao para muitos osciladores

Cadeia linear de N massas acopladas

Sejam x;(t) os deslocamentos das massas m,; em torno do equilibrio (i = 1,2,...,N).

Equacoes de movimento

As equacdes lineares podem escrever-se na forma matricial

Mx + Kx =0

7
onde X = (x1,%2,...,%N) ,
M = diag(my, ms, ..., my) € a matriz de massas

(diagonal e definida positiva) e K ¢é a matriz de rigidez
(simétrica).

Problema das frequéncias proprias
Procuramos solugdes harmdnicas da forma

x(t) = a cos(wt + ¢).
Substituindo, obtém-se o problema de autovalores

Ka = w?Ma

Existem N valores prdprios positivos

2 2 2
0 <w Swj <--- < wy

e N vectores préprios a(") linearmente independentes.



Generalizacao para muitos osciladores

Modos normais

Os vectores proprios a® (r=1,2,...,N) descrevem os
N modos normais do sistema.

Cada modo r tem frequéncia prépria w,. e forma espacial

.rlg") (t) = A,,al(") cos(w,t + @), i=1,2,...,N. |
7 el Ll i J

a) define a forma do modo; A, é asua amplitude.

Ortogonalidade

Os modos préprios podem ser escolhidos ortogonais
com respeito ao produto escalar definido por M:

(a")TMa =0 se r#s.
Escolhendo-os normalizados de modo que
(al T M al) =4,

os modos formam uma base ortonormal para o espago
das coordenadas.

Solucdo geral

O movimento de qualquer condig¢ado inicial € uma combinagdo
dos modos normais:

N
()= D_ Ajal cos(wnt + ¢,), i=1,2,... N.

r=1

onde as amplitudes A, e as fases ¢, sdo determinadas
pelas condicdes iniciais.

Exemplo: cadeia de quatro massas iguais

Para uma cadeia com N = 4 e acoplamento entre vizinhos,
existem quatro modos normais:

O<W1<(U2<LU3<(AJ4.



Molas em série e em paralelo

Molas em série

® As molas estdo ligadas extremo a extremo.
e A forca é a mesma em todas.

AT Ay . Ny

Alongamento total
Bl — Bty o D55, »l - 4 Bkl
Lei de Hooke
F = k;A¢; (Féomddulo da forca, igual em todas)

Constante elastica equivalente
i
keq — k;
Caso de duas molas = Foyko
4 Ky + ko

Em série, a rigidez equivalente é menor que qualquer
uma das constantes individuais.

Molas em paralelo

e As molas est3o ligadas entre os mesmos dois pontos.
e O alongamento ¢ o mesmo em todas.

Forca total N
F=F+F+ -+ Fy= (Zki) x
i=1

Constante elastica equivalente

- &
ko = D ki
i= iy |

Caso de duas molas
keq = kl =t k2

Em paralelo, a rigidez equivalente é maior que
qualquer uma das constantes individuais.



Comportamento caético

Sistemas dinamicos nao lineares Atactor caético do sistema de Lorenz
e Em sistemas ndo lineares, pequenas diferencas

nas condicoes iniciais podem crescer e

exponencialmente. 40
e O movimento torna-se imprevisivel a longo prazo,

embora seja deterministico. 30
e Este comportamento é chamado caético. [ o
Sensibilidade as condi¢des iniciais .
Duas trajectérias inicialmente muito préximas
divergem como 0

|62(2)] ~ [62(0)] e

onde A > 0 é o maior expoente de Lyapunov.

Z 20 —20 Yy

Trajectdria no espaco de fases (x, y, 2) do sistema de Lorenz.
O movimento € irregular e ndo periddico,

Exemplos mas confinado a uma regido finita do espaco de fases.

e Péndulo duplo

e Sistema de Lorenz (modelagao atmosférica)

) > e O comportamento caético é deterministico,
e Mapas iterativos (por exemplo, mapa logistico)

mas imprevisivel a longo prazo.



Exemplo: amortecedor de massa sintonizada no Taipei 101

Enunciado Modelo fisico

amortecedor

O Taipei 101, em Taipé, utiliza um amortecedor de massa ‘[ A massiteittonizada
sintonizada (TMD) de 660 toneladas para reduzir as z2(t) L. (TMD)
oscilagdes do edificio provocadas pelo vento e por sismos ke
ligeiros.
3 o i , x(t) I =l modelo do edificio
e Modelo simplificado: o primeiro modo M ™ (primeiro modo)

de vibragao do edificio é descrito por
uma massa efectiva M ligada ao solo K
por uma mola de rigidez K.

e Uma segunda massa m (o TMD) esta Dados

ligada ao edificio por uma mola de Massarefectiva.dosedificio: M =1,0 x 10° kg
rigidez k.. Massa do TMD: m = 6,60 x 10° kg
Frequéncia prdpria do edificio
e A frequéncia prépria do edificio (sem o TMD): fo=0,14Hz

(sem o TMD) é f, = 0,14 Hz.
Objectivos
e AmassadoTMD ém = 6,60 x 10°kg 1. Determinar a rigidez equivalente K do edificio.
(660 toneladas). 2. Escolher a rigidez k. do TMD para o sintonizar com o edificio.
3. Determinar as frequéncias proprias do sistema acoplado.
4. Discutir o efeito do TMD na reducao das oscilagdes.

Taipei 101, Taipé
(508 m)



Exemplo resolvido: amortecedor de massa sintonizada

1. Rigidez equivalente do edificio 4, Resultados numéricos
A frequéncia propria do edificio (sem o TMD) & Com M = 1,0 x 103kg, m = 6,60 x 10°kg, K = 7,74 x 10" Nm~! e
wo = 27fy = 27 x 0,14 = 0,880 rads~! e i e s
Logo, a rigidez equivalente é wy = 0,845 rads—1 (fl =0,134 HZ)
K = Mwi = (1,0 x 10%)(0,880)? we = 0,916 rads™!  (f2 = 0,146 Hz)

K =7,74 x 10" Nm™!
- 5. Formas dos modos

2. Sintonizagao do amortecedor Modo 1 (baixa frequéncia) Modo 2 (alta frequéncia)

Escolhe-se a rigidez k. para que o TMD tenha a mesma Jfi = 0,134 Hz fa = 0,146 Hz
frequéncia do edificio:

ke
we=+4/—==wp = ke=mwd
m

k. = (6,60 x 10°)(0,880)
ke = 5,11 x 10° Nm™!

3. Modos normais do sistema acoplado

As massas movem-se As massas movem-se
As equacOes de movimento sdo em fase. em oposigéo de fase.
M, + (K + ko)zy — kexa =0
miz — kexy + kexz =0 6. Discussao
As frequéncias préprias obtém-se de e O TMD introduz um segundo modo e redistribui a energia vibratéria.

2 e A energia transferida para a massa auxiliar reduz a amplitude
det K+ ke — Mw —ke =0 do movimento do edificio na frequéncia de excitacéo.
—ke ke — muw?



Exemplo resolvido: vibrac6es mecanicas na audicao

Enunciado

O timpano pode ser modelado como um oscilador
harmonico amortecido, submetido a uma forca
periddica devida a variagdo da pressao sonora.
Considere um modelo massa—mola—amortecedor
com os parametros da figura.

Calcule a amplitude de vibragdo do timpano
para um som de frequéncia 1,0 kHz e
nivel de pressdo sonora de 60 dB.

timpano
>> F(t)
e

onda sonora

p(t)
Dados

Massa efectiva:
Constante elastica:

m=1,0 x 107% kg
k=100 Nm™*
Coeficiente de amortecimento: b = 1,0 x 10~* kgs™!

Nivel de pressio sonora:
Frequéncia do som:

L, = 60 dB
f = 1,0 kHz

Resolucao
1. Forca de excitacao

A variagdo de pressdo sonora exerce uma forga
F(t) = Fp cos(2t) W =27 .-
O nivel de pressio sonora (valor eficaz) é
Prms
L, =201o (—
P g10 B

e
Para L, = 60 dB:

DPret = 20 qupa 2

Prms = 2,0 x 1072 Pa.
Para uma presséao sinusoidal, o valor de pico é
Po = V2 Prms = 2,8 x 1072 Pa.

A érea do timpano é aproximadamente S = 8,0 x 10~8 mg7
logo
Fy = poS ~ 2,26 x 1076 N .

. Amplitude de vibracdo

A amplitude em regime estacionario de um oscilador forgado é
Fq
X = - : Q=2rf.
V(k—m©?)? + (b0)?

Para f = 1,0kHz (Q = 6,28 x 10® rad s™!):

2,26 x 106

1/(100 = 1,0 x 1076 x (6,28 % 109)2)2 + (1,0 x 10~ x 6,28 x 109)?

3. Resultado

X Bt Sl T,



Exemplo resolvido: reducao de vibracées em MRI

Enunciado

Em equipamentos de ressonéncia magnética, os gradientes
de campo magnético sofrem oscilacdes rapidas que podem
induzir vibracdes mecéanicas na estrutura.

Considere um painel de massa M = 10 kg, montado sobre
suportes elasticos de rigidez K, que é excitado por uma forca
periddica de frequéncia Q. Para reduzir a amplitude de vibracdo
na frequéncia de operacao, instala-se um absorvedor de massa
sintonizada com massa m e rigidez k..

Equipamento de ressonéncia magnética

Dados
Massa do painel: M =10kg
Massa do absorvedor: m = 1,0 kg

Frequéncia de operacdo: f = 60Hz (Q = 2nf)

Objectivos

1. Determinar K a partir da frequéncia de operagao.

2. Sintonizar o absorvedor (k.) para essa frequéncia.

3. Calcular as frequéncias préprias do sistema acoplado.

4. Determinar a reducdo da amplitude de vibracédo na frequéncia
de operacao.

Modelo fisico

ez 1

1. Rigidez do painel
Q=2nf = 2m x 60 = 377rad s !
K =wMGZ — 10"<.3772 = 1,42 > 108 Nim

2. Sintonizacdo do absorvedor
wWe = % =Q = k,=mP?=10x377"=1,42x 10°Nm™!

3. Frequéncias préprias do sistema acoplado
As frequéncias proprias séo as solugdes de

P 2 e
det(Kquu Mw ke 2)2

—k. ke — muw
Resultado
w; =322rads™!  (fy = 51,2Hz) w, =44lrads™! (f, = 70,2 Hz)

4. Reducdo da amplitude na frequéncia de operacao

Na frequéncia Q = 377 rad s~ !, a amplitude de z, ¢ fortemente reduzida
devido a transferéncia de energia para a massa m.



Porque reduz o absorvedor a vibracao?

Sintonizacao
No exemplo, a for¢a excita o painel
a 60 Hz.

Q=2rf =2377rads™!

Ajusta-se a mola da massa auxiliar:

Arelacdo K = Mw? pressupde

que o painel isolado ressoa a 60 Hz.

Compensacéao da forca

A forca externa € Fi(t) = Fy cos(€2),
em que F{ € a sua amplitude.

—

F mola ' ext

A
b 4

Xy =10
Fo

FgkXe =0 = ng—k—
c

Na sintonia ideal, a massa auxiliar
oscila e o painel permanece imovel.



