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1 Exercicio 1 - Analise digital de séries temporais (7 valores)

Observa os graficos seguintes, que mostram a variagao da temperatura e pressao atmosférica
em Lisboa nos anos de 2011 e 2012.
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Observa agora as mesmas séries temporais, com maior resolu¢do num periodo de duas
semanas em Julho de 2011.
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1. Com base nos graficos acima, consegues identificar periodicidades nestas
séries de temperatura e pressao atmosférica? Se sim, quais sao as periodi-
cidades que consegues identificar, e quais as amplitudes correspondentes?

A temperatura tem uma variagao anual (mais alta no Verao e mais baixa no Inverno),
com uma amplitude de aproximadamente 10°C. Tem também uma variagao diurna
(valores mais altos durante o dia e mais baixos durante a noite), com uma amplitude
de aproximadamente 4 °C' (estimada visualmente a partir do grafico).

A pressdao tem uma variagao anual (valores mais altos no Inverno e mais baixos
no Verao), com uma amplitude de aproximadamente 1000 Pa. Tem também uma
variagao semi-diurna (dois ciclos por dia), com uma amplitude de 50-100 Pa.

2. Desenha o espectro de amplitudes das séries de temperatura e de pressao
atmosférica. Lembra-te de identificar ambos os eixos e as suas escalas.

No espectro, devemos desenhar picos correspondentes as periodicidades que identi-
ficAmos acima, com as respectivas amplitudes. O espectro deve ainda ter alguma
energia em toda a gama de frequéncias, dado o elevado nivel de ruido do sinal.
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As linhas a tracejado vermelho identificam os periodos de 365 dias, 1 dia, e 0.5 dia
(frequéncias de 1/365, 1 e 2 dia™!, respectivamente).

As séries estao amostradas de hora em hora. Conseguiras identificar vari-
agoes de temperatura com um periodo de uma hora? Porqué?

Como as séries estdo amostradas de hora em hora (dt = 1 h), e como precisamos de
pelo menos dois pontos para amostrar bem um periodo, o periodo mais curto que
conseguimos representar correctamente com o intervalo de amostragem dt = 1h é
2dt = 2hr. Assim sendo, nao é possivel representar corectamente variagdoes com
periodos de 1 hora com esta taxa de amsotragem.

Se quiseres estudar a variagao anual destas séries de dados, que tipo de
filtro podes usar? Desenha o filtro e diz como o aplicarias.

Um dos filtros que poderia utilizar seria um filtro passa-baixo, que deixasse passar
as baixas frequéncias e eliminasse as altas frequéncias, com uma frequéncia de corte
um pouco acima de 1/365 dia~!.

Um possivel exemplo é dado pela fungao de transferéncia desenhada a verde na figura
abaixo:
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Aplicaria o filtro da seguinte forma:

(a) Calcular o espectro (ou seja, a transformada de Fourier) da fungao: F(f(t))
E(f) -

(b) Construir a fungao de transferéncia H(f), de modo a deixar passar apenas a
frequéncia desejada (1/365dia~!, ver desenho acima, curva a verde) e eliminar
as restantes frequéncias do sinal.

(c) Multiplicar o espectro da funcao pela fungao de transferéncia: F'(f) x H(f).

(d) Passar o espectro filtrado de volta para o dominio do tempo, aplicando a trans-
formada inversa de Fourier: F~! (F(f) x H(f)).

5. Desenha a série que esperarias obter depois de aplicar o filtro.

Depois de aplicar o filtro passa-baixo acima, iria obter uma série em que retinha
apenas as variagoes de longo periodo (a vermelho nos graficos abaixo).
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6. Que resultado esperarias obter se calculasses a correlagao cruzada entre
as duas séries filtradas? Que informagao dai poderias tirar?

Fazendo a correlacao entre os dois sinais, ficaria a conhecer quao semelhantes eles sao,
e qual o desfasamente entre si. Como uma das séries alcancga os seus valores maximos
no Inverno e a outra no Verao, esperaria que o extremo da correlagao fosse um valor
negativo. Ou seja, as duas séries devem ser anti-correlacionadas. O tempo em que
o valor maximo absoluto da correlacao se regista deve corresponder ao desfasamento
entre os dois sinais.



2 Exercicio 2 - Equacoes diferenciais parciais (7 valores)

O som propaga-se como ondas actsticas (perturbagoes de pressdo) em gases, liquidos e
solidos. Considera uma onda de som que se propaga a uma dimensao, sem atenuagao:

Pp _ 20
o2~ " a2
Onde p ¢é a pressao acustica (desvio em relagdo a pressao ambiente) e v é a velocidade
a que o som se propaga (que podemos assumir ser uma constante conhecida).
A perturbagao pressao inicial de pressao é 0.01 Pa, no local onde o som tem origem. A
onda propaga-se ao longo de 5 m de distancia, até um receptor.

1. Discretiza a equagao acima.

P20 P P = 2 R

At? Ax?

Onde n é o indice do tempo, e i é o indice do espaco, na direccao x.

2. Como podes calcular a pressao acustica, para cada ponto (z = z;), no
tempo seguinte (t = t"t1)? (Isto &, re-escreve a expressao na forma p"™' =

K2
...). Trata-se de uma esquema explicito ou implicito? Porqué?

At? _
Pt = ’02@ Py — 20} + pir) —Pf 1+ 207
Trata-se de um método explicito, porque o ponto que queremos calcular (p?“) de-
pende apenas de pontos atras no tempo (p™ e p"~!). Assim sendo, podemos calcular

p?“ explicitamente em funcao de pontos atras no tempo, ji conhecidos.

3. Num cenario em que o receptor nao tem influéncia na propagacao da onda,
que tipo de condigao fronteira utilizarias nesse extremo do dominio para
resolver o problema? Como a implementarias?

No extremo em que se encontra o receptor, o dominio é aberto, pelo que aplicamos
uma fronteira aberta: p[nx-1|=p[nx-2|, onde nx é o nimero de pontos ao longo da
barra (em X, no espago).

4. Da um exemplo de um cenario em que tivesses de aplicar uma condicao
fronteira diferente no receptor, indicando o tipo de fronteira que uti-
lizarias.

Se o houvesse uma parede a 5m da fonte actstica, o som seria reflectido, e teriamos
de implementar uma fronteira fechada.

5. Como discretizarias o mesmo problema, se a propagacgao da onda se fizesse
a duas dimensoes?

o (P0 P
ot? ox? = Oy?

A equagao seria agora discretizada da seguinte forma:



+1 —1
Py — 20 +ry 2 (P?H,j — 207+ N Pijp1 — 2pi; + p?j—l)

At - Ax? Ay?

Onde adicionamos o indice j, correspondente ao dominio espacial na direcgao y.

A equacao a implementar no codigo seria a seguinte:

el el o3 T, n el
2 N2 (Pi—u =205 + P L P 2p7; + i

n—1 n
Pij = Ax? Ay? ) TPy

6. Quais as principais diferengas entre as implementagoes computacionais do
problema a 1D e a 2D?

A principal diferenca seria que quando estivessemos a trabalhar com um dominio
espacial 2D, a matriz de pressoes teria de ser uma matriz 2D.

3 Exercicio 3 - Optimizacao de parametros (6 valores)

Fez-se uma experiéncia sismica para determinar a estrutura do sub-solo. Sabe-se que a
estrutura do sub-solo pode ser bem aproximada por um modelo de duas camadas horizon-
tais. A experiéncia consistiu em emitir ondas sismicas e medir os seus tempos de chegada
a pontos as seguintes distancias da fonte sismica:

z = (6.0, 10.1, 14.3, 18.4, 22.5, 26.7)

Os tempos de chegada das ondas sismicas aos varios pontos foram os seguintes:

t=(3.5,4.3,5.1,5.8,6.9, 8.1)

O tempo de chegada das ondas sismicas as estagoes relaciona-se da seguinte forma com
a estrutura do sub-solo:

ti =ta+ sBx;

Onde t; sao os tempo de chegada das ondas sismicas a cada estagdo, t4 depende da
espessura e da lentidao (inverso da velocidade de propagagao das ondas, 1/v) da camada
superior (A), e sp ¢ a lentidao da camada inferior (B).

1. Identifica as observagoes feitas e escreve-as na forma de um vector 0. Faz
0 mesmo para os parametros a inverter/optimizar e escreve o vector p.

As observagdes sao os varios tempos de chegada das ondas as varias estagoes (t1, to, ..., tg):

01 tl
02 t2
0= o3 | = t3
ON 6

Os parametros a optimizar sao t4 e sp:

7= b= L



2. Este problema é sub-determinado ou sobre-determinado? Qual o niimero
de parametros de que precisarias para obter um problema equi-determinado?

Este problema é sobre-determinado, porque temos mais observagoes do que paramteros
a determinar. Para o problema ser equi-determinado, terfamos de ter 2 observagoes
para constranger os 2 parametros.

3. Podes resolver este problema utilizando um algoritmo linear? Se sim,
escreve as equagoes matriciais do problema a resolver, na forma o = Gp.
Indica como procederias para determinar os parametros (p).

Sim, a relagao entre as observagoes e os parametros é linear, por isso podemos resolver
o problema utilizando um algoritmo de inversao linear.

01 G G2
02 Ga1 Gao [pl]
G G P2
06 Geé1 Ge2

t 1 ta+ spxi
t2 . 1 o tA . tAJFSBfEQ
o |:SB:| -
tﬁ 1 T6 tA+SB.T6

Para determinar quais os pardmetros que constituem o vector p, basta inverter a
matriz G e multiplicé-la pelas observagoes o:

G=G0Gp & G l6=0"1Gf & §=G"1¢

Neste caso, como a matriz G nao é quadrada, nao podemos inverté-la directamente.
Teremos de calcular a sua inversa generalizada/pseudo-inversa.

4. E possivel resolver este problema utilizando um algoritmo nao-linear? Se
sim, qual seria a fungao de custo que utilizarias?

Sim, os algoritmos nao lineares podem ser utilizados para resolver tanto problemas
de inversao lineares como nao lineares.

Uma possivel funcao de custo, C1, seria:

N
Cl= Z lobs; — mod,|
1=0
. (1)
= |ti — (ta + spz)|
1=0

5. A norma que utilizaste acima é L1 ou L2? Porque razao podes preferir
utilizar uma ou a outra?

A norma acima é L1. A norma L2 para a mesma fun¢éo de custo seria:



N
C2 = Z |obs; — modi]2
i=0

N (2)
= Z |ti — (ta + spz;)|”
i=0

A norma L2 penaliza mais as diferencas maiores entre observacoes e previsoes do
modelo. Assim sendo, utilizamos a norma L2 quando queremos evitar grandes de-
sajustes entre observagoes e previsdes do modelo.

Em que situagoes é vantajoso usar um método de inversao linear ou nao-
linear?

E preferivel utilizar um método de inversao linear, sempre que o problema a resolver
exiba uma relacao linear entre observagoes e parametros. As inversoes lineares sao
computacionalmente eficientes, e existe todo um formalismo matemaético que permite
avaliar as incertezas dos parametros.

As inversoes nao lineares sao computacionalmente mais pesadas, mas permitem ex-
plorar eficientemente um grande espago de parametros, mesmo quando o problema
a resolver nao exibe uma relagao linear entre observacoes e pardmetros.
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