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1 Preambulo

Este texto é um repositério de conceitos bésicos da teoria elementar dos conjun-
tos. Concomitantemente, estabelece notagao apropriada. O texto nao deye ser
visto do ponto de vista duma articulagao axiomatica.ou formal destes conceitos
bésicos.

Nao obstante este brevidrio tratar de assuntos bésicos e sobejamente conhecidos,
a sua estrutura segue de perto a seccao 1.4 e o capitulo 2 do manual “Introduc-
tion to Set Theory” de Karel Hrbacek e /Thomas Jech (Marcel Dekker, 1999).

2 Operacoes elementares sobre conjuntos

Escreve-se ‘a € A’ se a é elemento do conjunto-A. Conjuntos A e B sdo 0 mesmo
se tiverem os mesmos elementos: A = B :& Va(x € A <> x € B).

Diz-se que um conjunto, A estd contido (ou incluido) no conjunto B, ou que A
é subconjunto de B, e escreve-se A=C B, se todo o elemento de A é elemento
de B (em notagdo formal: Va(x € A — x € B)). Ao conjunto de todos os
subconjuntos de B dé-se o nome de conjuntos das partes de B, ou conjunto
poténcia de B, denotando-se.€sse conjunto por ‘P (B)’. Assim, A € P (B) se,
e somente se, A C B. Diz-se que A é subconjunto préprio de B, e escreve-se
ACB,se AC BeA# B.

H&a um conjunto sem elementos, denominado de conjunto vazio. Este conjunto
denota-se pelo sfimbolo ‘@’. Assim, Vz(z ¢ 0). Note-se que ) C A, para qualquer
conjunto A.

Dado um ¢onjunto A e uma propriedade P(x), podemos formar o conjunto cujos
elementos sao os elementos de A que satisfazem a propriedade P. Eo conjunto
{r € A: P(x)}. Nota cautelar: Em geral, ndo é possivel formar meramente
o conjunto dos elementos que satisfazem uma dada propriedade pois tal leva a
contradicao (paradoxo de Russell).

Dados elementos a1, as, . .., a,, podemos formar o conjunto {a1,as,...,a,} cu-
jos elementos sao exatamente aq,as,...a,. Se apenas se trata dum elemento a,
formando assim o conjunto {a}, diz-se que o conjunto é singular.



Dados conjuntos A e B, podemos formar a unido AUB :={z:z € AVx € B},
a interse¢do AN B := {x : x € AN x € B} e o conjunto complementar de B
em A, nomeadamente A\ B := {x : z € ANz ¢ B}. Tém-se as seguintes
propriedades:

1. A C A (reflexividade)
2. ACBABCA— A= B (anti-simetria)

ACBABCC— ACC (transitividade)

-~ W

hCA
5. AUB=BUAe AN B = BN A (comutatividade)
6. (AUB)UC=AU(BUC)e (ANB)NC = An(BNC) (associatividade)

7. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)e AU(BNC)=(AUuB)n(AUCQC)
(distributividade)

8. A\ (BUC)=(A\B)N(A\C)e A\ (BNC)=(A\B)U(A\ O) (leis
de De Morgan)

Define-se a diferenga simétrica entre conjuntos’'A'e B por AA B := (A\ B)U
(B\ A). Tém-se as seguintes propriedades:

1. An(B\C)=(ANB)\C
2. A\B=0+~ACB

3. AAB=(AUB)\ (AMB)
4. ANA=1

5. AANB=BNAMNA

6. (AAB)AC = AN (BAC)

Dado um_eonjunto de.conjuntos S (por vezes diz-se um sistema de conjuntos),
define-s¢ a uniao deste, sistema (JS por {z : 3A € S (z € A)}. Note que se
A € S, eutdo A CJS. Note também que (J{A, B} = AU B. Dado um sistema
nao vazio de/conjuntos S, define-se a intersegdo (S por {z: VA€ S (z € A)}.
Note que ({A,B}/= AN B. Nota cautelar: Nao é possivel fazer a intersegdo
do sistema vazio de conjuntos (escrever ‘()@ nao faz sentido); a razdo é a de
que aintersecao deste sistema teria de incluir todos os conjuntos, o que leva a
contradigao.

Os conjuntos A e B dizem-se disjuntos se ANB = (). Um sistema de conjuntos S
diz-se um sistema de conjuntos mutuamente disjuntos se, para todos A, B € S,
com A# B, ANB ={.



3 Relacoes

Pares ordenados (a,b) e (¢, d) sdo o mesmo se a = ¢ e b = d. Triplos ordenados
(a,b,¢), (d,e, f) sao o mesmo se a = d, b =e e ¢ = f. Também se pode falar de
quéadruplos ordenados, quintulos ordenados, etc.

Dados conjuntos A e B, o produto cartesiano de A por B define-se assim:
Ax B:={(z,y) : x € ANy € B}. De modo andlogo, A x B x C :={(x,y,2) :
x€ ANy € BAzeC} ete.

Uma relagao binaria é um conjunto de pares ordenados. Dada uma relagao
bindria R, é frequente escrever-se ‘xRy’ em vez de ‘(x,y) € R’. O dominio~de
R define-se do seguinte modo: dom(R) := {z : Jy(xRy)}. A imagem duma
relagdo bindria R define-se de modo dual: im(R) := {y : 3z (xRy)}. Diz-se que
R é uma relagao binaria em X, se R C X x X. Isto é equivalente a dizer que
tanto dom(R) como im(R) sdo subconjuntos de X.

Dado uma relacao bindria R e um conjunto A, a imagem de A por meio de R
define-se assim: R[A] := {y : 3 € A(zRy)}. Note-se que im(R) = R[dom(R)].
Dada uma relagao binaria R e um conjunto B a imagem inversa de B por meio
de R define-se assim: R~![B] := {2z : 3y € B (xRy)}.

Dada uma relacdo bindria R podemos formar atelacao bindria inversa: R~ :=
{(y,z) : (z,y) € R}. Note-se que (R~!)"!1"="R. Com esta notacio, dado
um conjunto B, a expressio ‘R™1[B]’ pode ser interpretada de duas maneiras
distintas: como imagem inversa de B por meio da relagao’ R ou como imagem
de B por meio da relacdo R~'. Estas duas interpretacdes dao sempre o mesmo
resultado e, portanto, nao ha ambiguidade na notagao.

Dadas relagoes bindrias R e @“define-se a composigio de R com (apds) @ como
sendo Ro @ := {(z,2) : y(xzQy A yRz)}. Dadas relagoes bindrias R, Q e S,
tem-se Ro (QoS)=(Ro@)oS.

Dado um conjunto A, a'relagao de identidade em A é a relagao bindria: ida :=
{(z,y) € Ax Az = y}. A relacio de pertenca em A é a relagdo bindria:
ca={(z,y) € AxAsx e y}.

4 Funcoes

Uma fungao f é uma rela¢ao bindria (conjunto de pares ordenados) que satisfaz
a seguinte propriedade: sempre que (z,y) € f e (x,z) € f, entdo y = z. Assim,
dado = € dom(f), existe um unico elemento y tal que (z,y) € f: este unico
elemento denota-se por ‘f(z)’. Note-se que se z € dom(f), (z, f(z)) € f. Por
vezes escreve-se ‘x ~¢ y’ em vez de ‘f(x) =y .

Dado um conjunto A, a relagdo de identidade id4 em A é uma funcdo cujo
dominio é A. Dada uma funcdo f e um conjunto A, a restricdo de f a A é a
funcdo f [ A := {(z,y) € f: x € A}. Se a fungdo g é a restrigdo da fungao
f para algum conjunto, diz-se que f é uma extensdo de g. Uma fungdo f é
extensdo duma fungéo g se, e somente se, g C f.

Tem-se a seguinte propriedade: dadas funcoes f e g, f = g se, e somente se,
dom(f) = dom(g) e, para todo x € dom(f), f(z) = g(x).



Uma fungao diz-se injetiva se sempre que f(z) = f(y) entdo x = y. Isto é
equivalente a dizer que se (z,z) € f e (y,z) € f, entdo x = y. A relagdo inversa
duma fungao nao é, em geral, uma funcao. Uma condigao necessaria e suficiente
para que a relagao inversa duma fungao seja também uma funcao é a de que a
funcao seja injetiva. Diz-se, neste caso, que a fungao ¢é invertivel. Se f é uma
funcgdo invertivel entdo f~! também é uma funcao invertivel e (f~1)~1 = f.

Se f é uma fungdo, dom(f) = A e im(f) C B, costuma usar-se a notagao
f A~ B. A um conjunto B nestas circunstancias, chama-se um conjunto
de chegada (para f). Se, para além da funcao f (que é um conjunto de pares
ordenados) também se especificar um conjunto de chegada, a fungao f diz-
se sobrejetiva se im(f) = B. Dada esta especificagdo, por vezes utiliza-se a
terminologia ‘aplicagdo’ de A em B (onde A = dom(f)). Uma dada aplicagdo
f: A B diz-se uma bijegao se é injetiva e sobrejetiva.

Se f é uma fungao, dom(f) C A e im(f) C B, diz-se.que.f é umafungao parcial
de A em B.

Dadas f e g fungoes, entdo f o g é uma funcao e dom(f o g) = {z € dom(yg) :
g(x) € dom(f)} (em particular, se im(g) C dom(f), entao dom( fog) = dom(yg)).
Além disso, para todo x € dom(f o g), tem-se (f o g)(z) = f(g9(x)). Sesf é uma
funcdo invertivel, fo f~! = Idinp) e f71 o f = Tdaom(s)-

Fungdes f e g dizem-se compativeis se, para todo & € dom(f)Ndom(g), se tem
f(x) =g(z). Se f e g sdo fungdes compativeis, entao f U g é uma funcdo que é,
simultaneamente, extensao de f e de g. Um conjunto de fungoes F diz-se um
sistema compativel de fungoes se duas quaisquer funcoes de F sao compativeis.
Se F é um sistema compativel de fungoes, entao | JF é uma funcao e, além
disso, esta funcao é uma extensao de qualquer funcao de F.

Uma familia (2;);cr, indexada num conjunto’(de indices) I, ndo é mais do que
uma funcdo i ~» z; de dominio I. Dada uma familia de conjuntos (S;)ier,
define-se o produto cartesiano desta familia de conjuntos da seguinte forma:

[Lic; Si = {(zi)iers Vi € T'(x; € S;)}.

Quando a familia é constante, i.e., para certo conjunto S, S; = S, para todo
indice ¢ €T, entao o produto’cartesiano é o conjunto de todas as fungdes de I
para S. Este conjunto também se designa por S7.

Dada uma familia de econjuntos (S;);er, o conjunto S definido por {S; : i € I} é
um sistema de conjuntos. Note-se que S nao é mais do que a imagem da fungao
7~~ S; de dominio I. A unido |JS também se escreve ‘| J,.;S;’. Analogamente
para a intersecao (desde que I # ().
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Uma ultima informagao notacional: quando o dominio de uma fungao f é um
subconjunto dum produto cartesiano A x B, em vez de se escrever f((z,v)),
onde (z,y) € dom(f), escreve-se mais simplesmente f(z,y).

5 Relacgoes de equivaléncia

Uma relacdo bindria R num conjunto X diz-se reflexiva se Vo € X (zRx); diz-se
simétrica, se Vz,y (Ry — yRx); transitiva, se Vz,y,z € X (tRyAyRz — zRz).
R diz-se uma relacao de equivaléncia, se é reflexiva, simétrica e transitiva.



Seja R uma relacao de equivaléncia no conjunto X e a,b € X. A classe de
equivaléncia de a (respeitante a R) define-se assim: [a]gr := {# € X : zRa}.
Tem-se que a € [a]g e que [a]gr = [b]gr < aRb. Além disso, se [a]g # [b]r entdo
[a]r e [b]r sdo conjuntos disjuntos. Chama-se conjunto cociente (de X por R)
ao conjunto X/R das classes de equivaléncia de X (respeitantes a R).

Um sistema de conjuntos S diz-se uma parti¢do dum conjunto X se se trata dum
sistema de conjuntos mutuamente disjuntos em que nenhum conjunto é vazio
e tal que |JS = X. Dada R uma relagdo de equivaléncia em X, o conjunto
cociente X/R é uma particao de X. Por sua vez, a uma particio S de X estd
associada naturalmente uma relacao de equivaléncia Egs definida do seguinte
modo: aEgh = 3JA € S(a,b e A).

Se nos for dada uma relagao de equivaléncia R sobre X, podemos considerar a
sua partigao associada X/R (o conjunto cociente de X por R). Por sua vez, a
esta particao podemos associar a relagao de equivaléncia correspondente Ex/g.
Esta relacdo de equivaléncia é a relacdo de equivaléncia que nos foirdada a
partida: R = Ex,r. Inversamente, se nos for dada uma particao S, podemos
associar-lhe a sua correspondente relacao de equivaléncia Fgs sobre X. Por
sua vez, esta relagao de equivaléncia tem associada-uma particao: o conjunto
cociente X/FEgs. Esta partigdo é a partigao de origem, i.e.,; S = X/Es.

Considere-se & uma particao de X. Um subconjunto C' de X diz-se um conjunto
de representantes para S (ou para a relagdo de equivaléncia associada) se, para
todo § € §, CNS é um conjunto singular: Intuitivamente, €' recolhe um (dnico)
elemento de cada conjunto da partigao.

6 Ordens

Uma relagéo bindria R num conjunto X diz-se anti-reflexiva se Vo € X —(xRx).
Diz-se anti-simétrica se Va,y € X (xRy AyRx — x =y).

Uma ordem parcial lata num conjunto X é uma relagao bindria em X que é
reflexiva, anti-simétrica‘e transitiva. Amiide, e caso ndo haja confusdo, diz-se
apenas ‘ordem parcial’. Os simbolos ‘<’ e ‘K’ sdo frequentemente usados para
denotar ordens parciais. Dada uma ordem parcial < num conjunto X, diz-se
que elementos z,y € X'sao comparaveis se ¢ < y ou y < x. Uma ordem parcial
diz-se total (ou linear)-se todo o par de elementos é compardvel. Neste caso,
diz-se ‘ordem total lata’ ou, simplesmente, ‘ordem total’.

Seja < uma ordem parcial em X e considere-se Z C X:
1. Um elemento a € Z diz-se minimo de Z se Vz € Z (a < z2).
2. a‘€ Z diz-se um elemento minimal de Z se =3z € Z (2 < a Az # a).
3. Um elemento a € Z diz-se mdximo de Z se Vz € Z (z < a).

4. a € Z diz-se um elemento maximal de Z se =3z € Z (a < z A z # a).

Estas nogoes aplicam-se frequentemente ao caso em que o conjunto Z é o préprio
X. O elemento minimo (resp., maximo) de Z, quando existe, é tnico. Todo o
elemento minimo (resp., méximo) é necessariamente minimal (resp., maximal).



Diz-se que Z é uma cadeia se qualquer par de elementos de Z é comparavel.
Se Z é uma cadeia, entdo todo o elemento minimal (resp., maximal) é minimo
(resp., méximo).

Seja < uma ordem parcial em X e considere-se Z C X:

1. Um elemento a € X é um minorante de Z se Vz € Z (a < 2).
2. a € X diz-se infimo de Z (em X) se é o mdximo dos minorantes de Z.
3. Um elemento a € X é um majorante de Z se Vz € Z (z < a).

4. a € X diz-se supremo de Z (em X) se é o minimo dos majorantes de Z.

O infimo (resp., supremo) de Z (em X), quando existe, é unico. Se Z tem
minimo (resp. méximo), entdo esse minimo (resp. médximo) é o {nfimo (resp.,
supremo) de Z (em X). Se um elemento é infimo (resp., supremo) de Z (em X)
e pertence a Z, entao esse elemento é o minimo (resp. maximo) de Z.

Quando existem, o minimo de Z e o maximo de Z, denotam-se respetivamente
por min(Z) e max(Z). Quando existem, o infimo de Z (em X) e o supremo de
Z (em X), denotam-se respetivamente por inf(Z) € sup(Z).

Dado um conjunto X, o seu conjunto poténcia &?(X) munido.da relagio C
(estar contido) é uma ordem parcial. Qualquer subconjunto S de #(X) tem
supremo, sendo ele | JS. Qualquer subconjunto S den (X)) tem infimo. Se
S # 0, o infimo é (N S. Por sua vez, inf() = X.

Uma ordem parcial estrita num conjunto X é uma relacao binaria em X que é
anti-reflexiva e transitiva. Por vezes, diz-se apenas ‘ordem estrita’. Os simbolos
‘<’ e ‘<’ sao frequentemente usados para denotar ordens estritas. Note-se que
se < é uma ordem estrita € a < b, entao b £ a.

Dada R uma ordem parcial estrita no ¢onjunto X, entao a relagdo bindria @
em X definida por/xQy < rRy V. x =% é uma ordem parcial lata no conjunto
X. Muitas vezes, se se denota a ordem parcial estrita R por ‘<’, denota-se a
correspondente ordem parcial lata @ por ‘<.

As nogoes de elementonminimo, méximo, minimal, maximal, infimo e supremo
para ordens parciais estritas definem-se por meio das correspondentes ordens
parciais latas/ O mesmo acontece com a nogao de par de elementos comparaveis,
para a nogao de cadeia e para a nogao de ordem total. P. ex., elementos x
ey duma ordem-parcial estrita R em X sao comparaveis se, e somente se,
xRy V xz =y V yRx (tricotomia).

Dada R uma ordem parcial lata no conjunto X, entéo a relacao bindria @) em
X definida por zQy :< xRy A ¢ # y é uma ordem parcial estrita no conjunto
X. Muitas vezes, se se denota a ordem parcial lata R por ‘<’, denota-se a
correspondente ordem parcial estrita Q@ por ‘<’.

Ao passarmos duma ordem estrita para a lata correspondente e, desta, para
a estrita correspondente, obtemos a ordem estrita inicial. Analogamente, ao
passarmos duma ordem lata para a estrita correspondente e, desta, para a lata
correspondente, obtemos a ordem lata inicial.



Sejam X e Z conjuntos munidos de ordens parciais estritas < e <, respetiva-
mente. Um isomorfismo entre estas duas ordens estritas é uma bijecao f : X —
Z tal que Vo,y € X (z < y + f(x) < f(y)). Se existe um isomorfismo entre
duas ordens, entao elas dizem-se ordens isomorfas.

Sejam X e Z conjuntos munidos de ordens estritas < e <, respetivamente.
Suponhamos que estas ordens sdo totais. Entao, uma bijecao f : X — Z tal
que Vz,y € X (x <y — f(z) < f(y)) é necessariamente um isomorfismo.



