
AULA 1

Sumário. Preliminares sobre matrizes. Caracteŕıstica e nulidade de uma matriz.

B Ao longo do curso, k denotará um corpo arbitrário e, muitas vezes, iremos admitir que

k “ R (o corpo dos números reais) ou k “ C (o corpo dos números complexos).

Para quaisquer m,n P N, denotaremos por kmˆn o conjunto constitúıdo por todas as matrizes

de tipo m ˆ n com coeficientes no corpo k; assim, um elemento A P kmˆn é uma matriz de

tipo m ˆ n

A “

»

————–

a1,1 a1,2 ¨ ¨ ¨ a1,n
a2,1 a2,2 ¨ ¨ ¨ a2,n
...

...
...

am,1 am,2 ¨ ¨ ¨ am,n

fi

����fl

com m linhas e n colunas em que ai,j P k para quaisquer 1 § i § m e 1 § j § n.

Para quaisquer m,n P N, kmˆn é um espaço vectorial sobre k com respeito à adição de matrizes

e à multiplicação por escalares. Para quaisquer 1 § i § m e 1 § j § n, denotaremos por Ei,j a

matriz de kmˆn com coeficiente 1 na entrada pi, jq e coeficiente 0 em todas as outras entradas.

Então, qualquer matriz A P kmˆn escreve-se de maneira única como combinação linear

A “

ÿ

1§i§m

ÿ

1§j§n

ai,jEi,j

onde ai,j P k são os coeficientes da matriz A. Sendo assim,

B “ tEi,j : 1 § i § m, 1 § j § nu

é uma base de kmˆn, à qual nos referiremos como a base canónica de kmˆn. Por conseguinte,

o espaço vectorial kmˆn tem dimensão finita e, de facto, dimpkmˆn
q “ mn.

No caso particular em que n “ 1, simplificaremos a notação e denotaremos por e1, . . . , em as

matrizes-coluna E1,1, . . . ,Em,1 P kmˆ1, respectivamente; deste modo,

B “ te1, . . . , emu

é a base canónica de kmˆ1.

B Para qualquer A P kmˆn, definimos

RpAq “
 
Av : v P knˆ1

(
.
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É fácil verificar queRpAq é um subespaço vectorial de kmˆ1 a que chamamos o espaço-imagem

de A; definimos a caracteŕıstica rpAq de A como sendo a dimensão

rpAq “ dimRpAq

do espaço-imagem de A.

Proposição 1.1. Para qualquer A P kmˆn
, rpAq é o número máximo de colunas de A que

são linearmente independentes.

Demonstração. RpAq é o subespaço vectorial de kmˆ1 gerado pelos vectores

v1 “ Ae1, v2 “ Ae2, . . . , vn “ Aen

onde te1, . . . , enu é a base canónica de knˆ1; além disso, v1, . . . ,vn são as colunas de A. Deste

modo, o conjunto tv1, . . . ,vnu contém uma base de RpAq que tem de ser um subconjunto

maximal de vectores linearmentes. ⇤

B Por outro lado, para qualquer A P kmˆn, definimos

N pAq “
 
v P knˆ1 : Av “ 0

(
Ñ knˆ1.

Neste caso, N pAq é um subespaço vectorial de knˆ1 a que chamamos o espaço-nulo de A;

definimos a nulidade npAq de A como sendo a dimensão

npAq “ dimN pAq

do espaço-nulo de A.

Teorema 1.2. Para qualquer A P kmˆn
, tem-se

n “ rpAq ` npAq.

Demonstração. Seja tu1, . . . ,usu uma base de N pAq (de modo que s “ npAq) e sejam

v1, . . . ,vt P knˆ1 tais que

tu1, . . . ,us,v1, . . . ,vtu

é uma base de knˆ1 (de modo que s ` t “ dim knˆ1
“ n). Então, tAv1, . . . ,Avtu é uma base

de RpAq. ⇤

Observação 1.3. Para qualquer A P kmˆn, a correspondência v fiÑ Av define uma aplicação

linear 'A : knˆ1
Ñ kmˆ1. Tem-se

RpAq “ Imp'Aq e N pAq “ Nucp'Aq,

onde Nucp'Aq “ tv P knˆ1 : 'Apvq “ 0u é o núcleo de 'A.

Teorema 1.4. Para qualquer A P kmˆn
e qualquer B P knˆp

, tem-se

rpABq “ rpBq ´ dim
`
N pAq X RpBq

˘
.
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Demonstração. Seja tu1, . . . ,usu uma base de N pAq XRpBq e sejam v1, . . . ,vt P knˆ1 tais

que

tu1, . . . ,us,v1, . . . ,vtu

é uma base de RpBq. Provamos que tAv1, . . . ,Avtu é uma base de RpABq.

Em primeiro lugar, para qualquer 1 § i § t, temos vi “ Bwi para algum wi P kpˆ1, logo

Avi “ ApBwiq “ pABqwi P RpABq.

Por outro lado, seja v P RpABq e seja w P kpˆ1 tal que v “ pABqw “ ApBwq. Como

Bw P RpBq, existem ↵1, . . . ,↵t, �1, . . . , �s P k tais que

Bw “ ↵1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` ↵tvt ` �1u1 ` ¨ ¨ ¨ ` �sus.

Sendo assim, temos

v “ ApBwq “ ↵1Av1 ` ¨ ¨ ¨ ` ↵tAvt ` �1Au1 ` ¨ ¨ ¨ ` �sAus “ ↵1Av1 ` ¨ ¨ ¨ ` ↵tAvt,

provando que tAv1, . . . ,Avtu é um conjunto de geradores de RpABq.

Para terminar, provemos que Av1, . . . ,Avt são linearmente independentes. Sejam ↵1, . . . ,↵t P

k tais que

0 “ ↵1Av1 ` ¨ ¨ ¨ ` ↵tAvt “ A
`
↵1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` ↵tvt

˘
.

Sendo assim, temos

↵1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` ↵tvt P N pAq X RpBq

e, portanto, existem �1, . . . , �s P k tais que

↵1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` ↵tvt “ �1u1 ` ¨ ¨ ¨ ` �sus.

Como tu1, . . . ,us,v1, . . . ,vtu é base de RpBq, conclúımos que

↵1 “ ¨ ¨ ¨ “ ↵t “ �1 “ ¨ ¨ ¨ “ �s “ 0.

Como se queria. ⇤

Corolário 1.5. Para qualquer A P kmˆn
e qualquer B P knˆp

, tem-se

rpAq ` rpBq ´ n § rpABq § mintrpAq, rpBqu.

Demonstração. As desigualdades rpAq`rpBq´n § rpABq § rpBq resultam imediatamente

do Teorema 1.4; notemos que rpAq`rpBq´n “ rpBq´npAq e que npAq • dim
`
N pAqXRpBq

˘
.

Para justificar que rpABq § rpAq, basta observar que as colunas de AB são combinações

lineares das colunas de A, logo RpABq Ñ RpAq. ⇤

Proposição 1.6. Uma matriz quadrada A P knˆn
será invert́ıvel se e só se rpAq “ n se e só

se as colunas de A são linearmente independentes.
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Demonstração. Seja A P knˆn uma matriz invert́ıvel. Denotando por In a matriz identi-

dade, obtemos

n “ rpInq “ rpAA
´1

q § rpAq

e, portanto, rpAq “ n.

Reciprocamente, seja A P knˆn tal que rpAq “ n. Nesta situação, RpAq “ knˆn e, portanto,

existem v1, . . . , vn P knˆn tais que

Avi “ ei, 1 § i § n,

onde te1, . . . , enu é a base canónica de knˆn. Pondo B “

”
v1 ¨ ¨ ¨ vn

ı
, obtemos

AB “

”
Av1 ¨ ¨ ¨ Avn

ı
“

”
e1 ¨ ¨ ¨ en

ı
“ In.

Para concluirmos que A é invert́ıvel, falta provar que também se tem BA “ In. Ora, temos

n “ rpInq “ rpABq § rpBq § n,

logo rpBq “ n. Usando o argumento anterior, conclúımos que BC “ In para alguma matriz

C P knˆn. De facto, temos

C “ InC “ pABqC “ ApBCq “ AIn “ A,

pelo que

AB “ BA “ In,

provando que A é invert́ıvel (com inversa A
´1

“ B).

A última afirmação é clara porque rpAq é o número máximo de colunas deA que são linearmente

independentes. ⇤

Teorema 1.7. Para qualquer matriz A P kmˆn
, existem matrizes invert́ıveis P P kmˆm

e

Q P knˆn
tais que

PAQ “

«
Ir 0

0 0

�

onde r “ rpAq.

Demonstração. Seja A P kmˆn e seja r “ rpAq. Pelo que vimos na demonstração do

Teorema 1.2, existe uma base tv1, . . . ,vnu de knˆ1 tal que tAv1, . . . ,Avru é uma base de

RpAq e tvr`1, . . . ,vnu é uma base de N pAq. Deste modo a matriz

Q “

”
v1 ¨ ¨ ¨ vn

ı
P knˆn

é invert́ıvel (porque as suas colunas são linearmente independentes, logo rpQq “ n) e temos

AQ “

”
Av1 ¨ ¨ ¨ Avr Avr`1 ¨ ¨ ¨ Avn

ı
“

”
Av1 ¨ ¨ ¨ Avr 0 ¨ ¨ ¨ 0

ı
.
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Por outro lado, como Av1, . . . ,Avr P kmˆ1 são vectores linearmente independentes, existem

vectores w1, . . . ,ws P kmˆ1, onde s “ m ´ r, tais que tAv1, . . . ,Avr,w1, . . . ,wsu é uma base

de kmˆ1. Por conseguinte, a matriz

P1 “

”
Av1 ¨ ¨ ¨ Avr w1 ¨ ¨ ¨ ws

ı
P kmˆm

é invert́ıvel (porque as suas colunas são linearmente independentes, logo rpP1q “ m); além

disso, se te1, . . . , emu for a base canónica de kmˆ1, então
«
Ir 0

0 0

�
“

”
e1 ¨ ¨ ¨ er 0 ¨ ¨ ¨ 0

ı

e, portanto,

P1

«
Ir 0

0 0

�
“

”
P1e1 ¨ ¨ ¨ P1er 0 ¨ ¨ ¨ 0

ı
“

”
Av1 ¨ ¨ ¨ Avr 0 ¨ ¨ ¨ 0

ı
“ AQ.

O resultado segue-se tomando P “ P
´1
1 . ⇤

B Duas matrizes A,B P kmˆn dizem-se equivalentes, e escrevemos A „ B, se existirem

matrizes invert́ıveis P P kmˆm e Q P knˆn tais que

PAQ “ B.

Deste modo, o Teorema 1.7 afirma que qualquer matriz A P kmˆn é equivalente a

«
Ir 0

0 0

�
onde

r “ rpAq. A relação „ é uma relação de equivalência, isto é:

‚ „ é reflexiva: A „ A para qualquer A P kmˆn;

‚ „ é simétrica: para quaisquer A,B P kmˆn, A „ B ùñ B „ A;

‚ „ é transitiva: para quaisquer A,B,C P kmˆn, pA „ B e B „ Cq ùñ A „ C.

Proposição 1.8. Duas matrizes A,B P kmˆn
são equivalentes se e só se tiverem a mesma

caracteŕıstica (isto é, se e só se rpAq “ rpBq).

Demonstração. : Suponhamos que A,B P kmˆn são tais que rpAq “ rpBq. Pelo Teo-

rema 1.7, temos

A „

«
Ir 0

0 0

�
e B „

«
Ir 0

0 0

�

onde r “ rpAq “ rpBq e, portanto, A „ B.

ñ: Suponhamos que A,B P kmˆn são equivalentes e sejam P P kmˆm e Q P knˆn matrizes

invert́ıveis tais que PAQ “ B, isto é, tais que PA “ BQ
´1.

Por um lado, como já justificámos antes, temos

RpBQ
´1

q Ñ RpBq e RpBq “ RpBInq “ RpBQ
´1
Qq Ñ RpBQ

´1
q,



Aula 1 T1–6

pelo que RpBQ
´1

q “ RpBq e, portanto,

rpBQ
´1

q “ dimRpBQ
´1

q “ dimRpBq “ rpBq.

Por outro lado, pelo Teorema 1.4, temos

rpPAq “ rpAq ´ dim
`
N pPq X RpAq

˘
.

Como npPq “ m´rpPq “ 0 (porqueP é invert́ıvel, logo rpPq “ m), conclúımos queN pPq “ t0u

e, portanto, N pPq X RpAq “ t0u. Sendo assim, obtemos

rpAq “ rpPAq “ rpBQ
´1

q “ rpBq,

como se quer. ⇤

Corolário 1.9. Para qualquer A P kmˆn
, existe um e um só r P N tal que

A „

«
Ir 0

0 0

�
;

além disso, tem-se r “ rpAq.

Corolário 1.10. Para qualquer A P kmˆn
, tem-se rpA

T
q “ rpAq onde A

T
P knˆm

denota a

matriz-transposta de A.

Demonstração. Basta observar que, se P P kmˆm e Q P knˆn matrizes invert́ıveis tais que

PAQ “

«
Ir 0

0 0

�

onde r “ rpAq, então

Q
T
A

T
P

T
“ pPAQq

T
“

«
Ir 0

0 0

�T

“

«
Ir 0

0 0

�
.

Como Q
T

P knˆn e PT
P kmˆm são matrizes invert́ıveis (exerćıcio), conclúımos que rpA

T
q “ r “

rpAq. Como se quer. ⇤


