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1 Calculo diferencial a uma variavel

1.1 Derivadas e Graficos

1.1.1 Em cada uma das alineas (a)-(i):

1) Encontre os pontos criticos de f.

2

Examine o sinal de f’ e determine os intervalos de monotonia de f.

4

(1)
(2)
(3) Examine o sinal de f” e determine as concavidades do gréfico de f.
(4) Calcule, se existirem, as assimptotas ao gréfico de f.

(5)

5) Esboce o grafico de f.

(a).

). f(x)
(b). f(z) =2’ -4z,
(c). f(z)=a®—62*+ 9z +5,
(d). flz)=2+(z—-1)%
(e). fz)=1+1/a?
(). f(2) = siosy:

2

1.1.2 Considere a fungdo f: R - R, f(z) =e ™.
(a). Determine os intervalos de monotonia e as concavidades do gréfico de f.
(b). Esboce o gréfico de f.

(c). Esboce o grafico da primitiva F': R — R de f que satisfaz F'(0) = 0.
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1.1.3 Mostre que a equacio x° + 10z + 3 = 0 tem exactamente uma raiz real.

1.1.4 Mostre que a equacao z° —6 x+c = 0 tem quando muito uma raiz no intervalo
[_17 1]'

1.1.5 Seja f:[0,4] — R uma fungao diferenciavel tal que f(1) = 10 e f'(z) > 2
para todo 1 < x < 4. Quao pequeno pode ser f(4)?

1.1.6 Considere a familia de curvas y = z* + 23 + c2? (¢ > 0).
(a). Para que valores de ¢ muda o nimero de pontos criticos de f7
(b). Para que valores de ¢ muda o ntimero de pontos de inflexao de f7

(c). Esboce as diferentes formas que estes gréficos podem tomar.

1.2 Desenvolvimentos de Taylor
1.2.1 Em cada uma das alineas seguintes verifique se as fungoes dadas sao tangentes

no ponto especificado e determine a maior ordem de tangéncia.

(a x) = cosx, g(x) =sinx no ponto z = /2,
(b x) =cosz, g(x) =sinz no ponto x = /4,

d

x) =sinzx, g(x) =z no ponto x = 0,

)- f(@) (

). f(@) = (
(c). f(x) = cosz, g(x) =1 no ponto = = 0,
(d). f(z) = (

)- f(x) =

cosz, g(r) =1— /2 no ponto z = 0.

(e

T

1.2.2 Calcule as derivadas de f(z) = (x — a)"/n! no ponto = = a.

1.2.3 Determine o tinico polinémio p(x) de grau < 3 tal que

p(1) =2, p'(1) = -1, p"(1) = =2 e p"(1) = 2.
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1.2.4 Dada uma funcao n vezes diferenciavel f: I — R e um ponto a € I, mostre
que o tnico polinémio p(z) de grau < n tal que fU)(a) = pY)(a) para todo j =
0,1,...,n é dado por

") (g |
pa) = ooy

1.2.5 Determine os polindmios de Taylor de f(x) = sinz e de g(z) = cosz na
origem, respectivamente até as ordens 5 e 4. Use uma calculadora grafica para com-
parar os respectivos graficos.

1.2.6 Seja f: I — R uma funcio de classe C? e a € I um ponto tal que f(a) =
f'(a)=0 e |f"(z)] < M para todo € I. Mostre que

(a). f(x):/;/:f"(s)dsdt.

(b). f(z) = / ") (e — 8) ds.

_ f'l/(c)
2

(x — a)?, para algum c entre a a e .

(c). f(x)
(d). |f(z)] < M |z —al*/2 para todo x € I.
Sugestao: Pelo Teorema Fundamental do Célculo (TFC)
f@ = [ .

Para a alinea (a) aplique de novo o TFC a f’. A alinea (b) segue de (a) invertendo a
ordem de integragao. Para mostrar (c) observe que [(z —s)ds = (z — a)?/2, e que

m /I 1"(s) (x — s)ds

é uma média dos valores de f” no intervalo entre a e x. Finalmente (d) segue de (c)
usando a hipétese sobre f”.
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1.2.7 Seja f: I — R uma funcao de classe C?. Mostre que quaisquer que sejam
a,r € I o resto de Taylor de primeira ordem de f no ponto a satisfaz para algum
c € [l entre a e x,

Ri(f.a)(a) = J(@) ~ () (@) = T2 o ap

1.2.8 Use o desenvolvimento de Taylor de quarta ordem da fungao f(x) = sinx no

1 .
) . sin ) . -
ponto x = 0, para aproximar o integral / —— dx. Estime o erro nessa aproximagcao.
0

1.3 Problemas de Optimizacgao

1.3.1 Encontre os extremos (méximos e minimos) locais e absolutos de cada uma
das seguintes funcoes:

(a). f:10,4] = R, f(z)=10+27x — 23,
0.4 SR, f(z) =2 — V.

T

. [—2,0] — R, f(.T) = m,

[0,7] = R, f(z) =2 —+2sinz,

2

f

!

(d). f:[-3,0] = R, f(z) = Va®+ 4z +8,
f

fi[52) =R, fz) =2+ —.

1.3.2 O grafico seguinte mostra o consumo de combustivel ¢ = ¢(v) de um carro
(em litros por hora) como fun¢ao da sua velocidade v. A baixa velocidade o motor
funciona ineficientemente, de modo que incialmente ¢ decresce quando a velocidade
aumenta, mas a alta velocidade o consumo cresce de novo. Pode ver na figura que
¢(v) é minimizada quando v &~ 50 km/h. Contudo, para um consumo eficiente o que
precisa ser minimizado nao é o consumo em litros por hora mas antes o consumo de
combsutivel em litros por kilometro. Designando por G = G(v) este consumo em
litros por kilometro, use o grafico para estimar a velocidade a que GG assume o seu
valor minimo.
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km/h

30 50 70 v

1.4 Economia Matematica

1.4.1 A figura seguinte mostra os graficos das fungoes custo e rendimento (fungoes
do nivel de producao x) reportadas por um fabricante.

(a). Identifique no grafico o ponto z onde o lucro é maximizado.
(b). Esboce o gréfico da fungao lucro.

(c). Esboce o grifico da fungao lucro marginal.

y = R(z)

y=C(x)

1.4.2 Para cada uma das fungbes custo seguintes (expressas em euros) encontre:

(1) O custo, o custo médio e o custo marginal correspondentes ao nivel de produgao
de 1000 unidades.
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(2) O nivel de producao que minimiza o custo médio e o correspondente custo médio
minimo.

(a). C(z) =40000 + 300 x + 22,
(b). C(x) = 2000 + 10z + 0.001 2%,
(c). C(x) =2/ + 2*/8000.

1.4.3 O gestor dum complexo com 100 apartamentos sabe por experiéncia que
todas as unidades estarao ocupadas se a renda for de 500€ por més. Um estudo de
mercado mostra que uma unidade adicional ficara vaga por cada 10€ de subida na
renda. Qual a renda que o gestor deve cobrar para maximizar a receita?

1.4.4 Um fabricante de avioes quer determinar o melhor preco para vender um novo
modelo de aviao. A companhia estima que o custo inicial com o projecto e instalacao
das fébricas para produzir o novo modelo serd de 500 milhoes de euros. O custo
adicional para produzir os avides ¢ modelado pela fungao m(z) = 20z +0.01 22, onde
m é o custo de producao (em milhodes de euros) e z é o nimero de avides fabricados.
A companhia estima que se cobrar um preco p (em milhdes de euros por aviao) serd
capaz de vender z(p) = 320 — 7.7 p avides.

(a). Determine as fungoes de custo, demanda e receita.

(b). Determine o nivel de producao, e o respectivo prego do avido, que maximizam
os lucros da companbhia.
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2 Calculo diferencial a varias variaveis

2.1 Curvas e vectores tangentes

2.1.1 Considere as seguintes funcoes r: R — R? e para cada uma delas o valor de
parametro especificado.

(1) r(t) = (cost,sint), t =m/4.
(2) r(t) = (3,t?), t=1.

(3) r(t) = (1+t,t?), t=1

(3) r(t) = (e', e, t=0

Para cada um destes exemplos:
(a). Esboce a curva plana descrita por r(t).
(b). Calcule r'(t).

(c). Desenhe o vector de posi¢ao r(t) e o vector tangente 7’(t) para o valor de
parametro especificado.

2.1.2 Qual é o ponto mais perto da origem nos segmentos de recta que unem os
pares de pontos seguintes ?

(a). (1,0,0) e (0,1,1).

(b). (1,0,0) e (2,1,1).

2.1.3 Encontre as equagoes paramétricas das recta tangentes a cada uma das curvas
seguintes no ponto especificado.

(@) x =1, y=t* =13 (1,1,1).

b). z=2—1,y=t>+1,z=t+1; (-1,1,1).

(c). x =sin(rt), y = V1, z = cos(rt); (0,1,—1).
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2.2 Representacao grafica de funcoes
2.2.1 Esboce os dominios das seguintes fungoes:

(a). flz,y)=+Vz+y (b). f($’y):\/§§\/§
(©). fla.y) =log®—a>=9¢*) (). floy)="—7"

T z+3 Y
(e). f(z,y) = o —ylog(z +y)
2.2.2 Esboce os graficos das seguintes fungoes:
(a). flz,y) =3, (b). f(z,y)=1—2z—y
(©). flz,y)=1-2a? (d). flz,y) =3—22—y?

2.2.3 Desenhe as curvas de nivel das seguintes fungoes:

(). f(z,y) ==y (b). flz,y)=2*—y?

(©). flz,y) ==z/y, (d). flz,y)=(@+y)/(z—y)
(e). f(x,y) =y — cosu, ) flz,y) =2 —9y*

(g)
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2.3 Derivadas parciais, direcionais e gradientes

2.3.1 Calcule dz/dt ou dw/dt:

2.3.2 Seja z = f(x,y) onde z = g(t) e y = h(t). Supondo que g(3) =2, ¢'(3) = 5,
h(3) =7, K (3) = -4, f.(2,7) =6 e f,(2,7) = —8 determine dz/dt quando t = 3.

2.3.3 Determine a derivada direcional de f(z,y,2) = 2% + y* + 2% no ponto p =
(2,1, 3) na direcgao da origem.

2.3.4 Para cada uma das fungoes seguintes determine a taxa de variacao maxima
no ponto especificado e a direccao em que ela ocorre:

(a).
(b). f
(c). f
) f
) f

flx,y)=ze ¥+ 3y, (1,0)
(z,y) =log(z* + ), (1,2)
(z,y) =sin(zy), (1,0)
(d). f(z,y,2)=2*y32% (1,1,1)
(

(e T, Y,z ) §+%7 (47271)

2.3.5 Encontre as direcgoes em que a derivada (direcional) de f(z,y) = x®+sin(zy)
no ponto (1,0) é igual a 1.

2.3.6 Seja f: R? — R uma funcao de classe C'! e considere os pontos A = (1,3),
B =(3,3),C =(1,7) e D = (6,15). Sabendo que D5 f(A) =3 e D f(A) =26
determine a derivada direcional de f no ponto A segundo o vector AD.

2.3.7 No mapa orografico seguinte desenhe as curvas de subida mais rapida que
comecam nos pontos A, B e C.
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2.3.8 A figura seguinte representa as curvas de nivel de uma fungao f(x,y). Desenhe
os gradientes de f nos trés pontos assinalados, explicando como escolher a direccao

e o comprimento destes vectores.

32

37—

2.3.9 Sendo g(z,y) = x—y?, determine o gradiente 7¢(3, —1) e use-o para encontrar
a recta tangente a curva de nivel g(x,y) = 2 no ponto (3, —1). Esboce a curva de

4.2

nivel, a recta tangente e o vector gradiente.

2.3.10 Encontre os pontos do elipséide 22 + 2y* + 3 2% = 1 onde o plano tangente

é paralelo ao plano 3z —y+ 32z = 1.

<1

11
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2.3.11 Encontre os pontos do hiperboléide z? — y*> + 2 22 = 1 onde a recta normal
é paralela a recta que une os pontos (3, —1,0) e (5,3,6).

2.4 Derivadas de ordem superior
2.4.1 Calcule d*z/dt* ou d*w/dt*:

2.4.2 Seja D C R™ um dominio aberto e f: D — R uma funcdo de classe C*.
Dados a € D e v = (vy,...,v,) € R" mostre que

n n k
D) =33 5@y,

o 5o 00,

2.4.3 Seja f(z,y) uma funcao de classe C3. Obtenha férmulas explicitas para as
derivadas direcionais D%f(a, b) e D%f(a, b) na direcgao do vector k = (u,v) em termos

das componentes u e v de k e das derivadas parciais f,(a,b), fy(a,b), fiz(a,b), etc.

2.4.4 Escreva os polinémios de Taylor de ordens 1, 2 e 3 duma funcao f(x,y) de
classe C® num ponto (a,b) do seu dominio.

2.4.5 Escreva o polindmio de Taylor de ordem 2 da funcao f(x,y) = cos(z + y) na
origem, e o polinémio de Taylor de ordem 3 da funcao f(x,y) = sin(x+y) na origem.
Obtenha majorantes para os respectivos restos de Taylor.
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2.5 Extremos locais

2.5.1 Determine e classifique os pontos criticos das seguintes fungoes:

(a). f(x,y) =2+ (y — 1) (b). f(z,y) =2°=3xy*+ ¢
(c). fla,y)=1+2%—y> (d). flz,y) =2y (6—2—y)
(). flay)=(z—y+1)? (f) flz,y)=2°+y*-3zy

(g) flz,y) = (2® +y?) e” =)

2.5.2 Suponha que (1,1) é um ponto critico duma fungao f: R? — R de classe C?.
Em cada caso o que pode dizer esse ponto critico de f7

(a)‘ fzz(lv 1) = 47f;ty(17 1) =1, fyy(l’ 1) =2
(b> fx:}c(lv 1) = 47fmy(17 1) = 37 fyy(L 1) =2

2.5.3 Suponha que (0,2) é um ponto critico duma fungao g: R* — R de classe C*.
Em cada caso o que pode dizer esse ponto critico de g7

(a)' gaca:(oa 2) = _1aga:y(07 2) = 67 gyy(ov 2) =1

(b). 9:2(0,2) = _17gxy(072) =2, gyy<07 2)=-8

(€). 922(0,2) =4, 92y(0,2) =6, gyy(0,2) =9

2.5.4 FEm cada uma das alineas seguintes a figura mostra as curvas de nivel da
funcao dada. Use-a para adivinhar a localizagao dos pontos criticos de f. Classifique-

os como maximos locais, minimos locais ou pontos sela. Dé uma explicacao. Calcule
a matriz Hessiana e confirme as suas previsoes.

(a). flz,y) =4+2°+y°—3zy
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2.5.5 Encontre o ponto do plano 2x — y + z = 1 que estd mais préximo do ponto

(—4,1,3).

2.5.6 Encontre o ponto da superficie 22 = x y + 1 que estd mais préximo da origem.

2.5.7 Encontre as dimensoes duma caixa rectangular com volume maximo para

uma drea da superficie exterior igual a 64 cm?.

14
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2.6 Derivacao implicita

2.6.1 Em cada alinea considere y = y(z) fungao definida implicitamente pela
equagao dada numa vizinhanga do ponto especificado P = (a, b) e calcule a derivada

Zy em r = a.
XL

(a). 2 —zy+y>=8, P=(0,2)

)-

(b). y*+32%y*+ 524 =9, P=(1,1)
(c). cos(x —y)=xev+1, P=(0,0)
(d). x cosy+ycosz=0, P=(%3,%)

2.6.2 Em cada alinea considere z = z(x,y) funcdo definida implicitamente pela
equacao dada numa vizinhanga do ponto especificado P = (a,b,c) e calcule as
derivadas % (a,b) e (a b).

vyl +y2+z222=3, P=(1,1,1

2.6.3 A equacao .+ z+ (y+2)? = 6 define z implicitamente como fungao de x e de
y numa vizinhanga do ponto (1,1,1). Calcule as derivadas parciais %(1,1), g—z(l, 1)

8x8y<1 1)

2.6.4 A equagdo sin(x + y) + sin(y + z) = 1 define z implicitamente como fungao
de z e de y. Calcule a segunda derivada parcial i 2 , em fungao de z, y e z = z(x,y).

2.6.5 Considere a fungao de produgao de Cobb-Douglas P = f(L, K) = bL* K™,
onde 0 < aa < 1leb >0 sao constantes Determine uma expressao para a taxa
marginal de substituicao técnica 25 a 7> que ¢ por defini¢ao a derivada da fungao implicita
K = K(L) definida pela isoquanta f(L, K) = P.
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2.7 Extremos condicionados

16

2.7.1 Na figura pode ver a curva de equagao g(x,y) = 8 e as curvas de nivel de
uma funcao f(z,y). Estime os valores maximo e minimo de f(z,y) condicionados

por g(z,y) = 8. Explique o seu raciocinio.

y

.
glx,y) =38
"N
dky;

]

N\

——

e
—

2.7.2 Use o método dos multiplicadores de Lagrange para determinar os valores

maximo e minimo de cada funcao sujeita a condicao indicada.

(a). flz,y)=2"—y® 2*+y°=1

(b). f(z,y) =4z +6y, z*+y*>=13

(©). flz,y) =2%y, 2> +2y*°=6

(d). flz,y) =2 +y? a'+y'=1

(e). f(z,y,2)=22+6y+10z, 2*+y*+22=35

). flz,y,2) =xyz, 2°4+2y°+322°=6

(g). flr,y,2) =2+ 2+ 2% at+yt+2t=1

(h). f(zy,...,¢p) =21+ 42, 23+ F+22=1
flr,y,2) =242y, z+y+z=1 y*+22=4
(

(i).
(J)-

flx,y,2) =3z —y—32z, z4+y—2=0, 2°+22>=1
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2.7.3 Encontre os extremos absolutos de cada funcao f na regiao indicada:
(@). f(z,y) =222 +3y*—42 -5, D={(z,y) € R?: 2% + 3 < 16}

(b). f(z,y)=eY, D= {(r,y) e R?: 2? + 49> < 1}

2.7.4 A produgao total P de um certo produto depende do trabalho L e do capital

investido K através da funcao de producao de Cobb-Douglas P = b L* K'~% onde
0 < a<1leb > 0sao constantes. Suponha que o custo unitario do trabalho é
m, que o custo unitario do capital é n e que a empresa que fabrica o produto tem
um orgamento de p euros. Maximize a produgao sujeita a condicao m L +n K = p,
mostrando que o maximo ocorre quando

L =— e K:M

m n

2.7.5 No contexto do problema anterior, suponha agora que o nivel de producao

¢ fixado b L* K™ = (). Que valores de L e K minimizam o custo de producao
C(L,K)=mL+nK?

2.7.6 Ache o volume méaximo e minimo duma caixa rectangular cuja superficie tem
1500 cm? de 4rea e cujas arestas arestas medem 200 cm de comprimento total.
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3 Algebra Linear e Probabilidades

3.1 Diagonalizacao de matrizes simétricas

3.1.1 Para cada uma das matrizes seguintes determine o seu polinémio caracte-
ristico, valores proprios e dimensao dos subespacos préprios.

L 9 (1 —4 2 1 11
(a)A—[Q 4] by A=|—-4 1 =2 ) A=1 11
|2 2 -2 111

122 L0 2100
(d>A:§§i () A=190 0 0 B A=1501 2
0000 00 2 4

3.1.2 Descreva geometricamente as aplicacoes lineares T4, T : R? — R? definidas

pelas matrizes
1 0 -1 0
A_[O _1} o B_[O J.

3.1.3 Para cada uma das matrizes A seguintes determine:
(a). uma base ortonormada de vectores préprios de A,

(b). a diagonalizacao ortogonal de A, i.e., uma matriz ortogonal M e uma matriz
diagonal D tais que M~ AM = D.

(9 12 0 2
A‘_12 16 A‘_zo

(1 3 0 (1 3 4
A= |3 =2 -1 A=13 10

0 -1 1 4 0 1

3.1.4 Determine uma matriz simétrica A com valores préprios 10 e —5, cujos
vectores proprios associados sejam respectivamente 0y = (2,1) e th = (—1,2).
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3.1.5 Determine uma matriz simétrica A € Mats(R) com vectores préprios v =
(3,4) e Uy = (—4, 3) respectivamente associados aos valores préprios 4 e 6.

3.1.6 Mostre que as linhas duma matriz ortogonal M € Mat,(R) formam uma
base ortonormada de R".

3.1.7 Sejam v; e U vectores proprios duma matriz simétrica A € Mat,,(R) associ-
ados a dois valores proprios distintos A\; # \y. Mostre que o) - v = 0.

3.1.8 Seja A € Mat,(R) uma matriz simétrica invertivel tal que M~ AM = D
onde M é uma matriz ortogonal e D uma matriz diagonal. Mostre que:

(a). as poténcias A", com n > 1, e a inversa A~! sdo matrizes simétricas.

(b). M*A ' M =D"1e M~' A" M = D" para todo n > 1.

3.1.9 Sejam A, B € Mat,(R) matrizes simétricas tais que A B = B A. Mostre que
a matriz A B é simétrica.

3.1.10 Determine as matrizes ortogonais M € Mats(R) cujas primeiras colunas sao
colineares com o vector v = (1, 3).

3.2 Formas quadraticas

3.2.1 Para cada uma das formas quadraticas seguintes determine:

uma matriz simétrica A que a represente,

(a
(

).

b). os valores préprios de A,

(c). uma base ortonormada de vectores préprios de A,

(d). uma matriz M tal que diagonalize a forma quadrética e a correspondente forma

quadratica diagonalizada.

(a) Qz,y) =42’ +day +y° (b) Qz,y) =zy
(c) Qz,y) =57+ 3wy + ¢ (d) Qz,y,2) =2 + 2y + a2 +y2
(e) Q(x,y,2) =222+ 4az +y* — 22 (f) Q(z,y,2) = 32* + 4oy + 8wz + 4yz + 327
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3.2.2 C(lassifique as formas quadraticas do exercicio 3.2.1. Deve verificar se sao
ou nao indefinidas, definidas/semi-definidas positivas, definidas/semi-definidas nega-
tivas.

3.2.3 Desenhe as cénicas definidas pelas seguintes equagoes

(a) 42® + 4oy +y> —5=0 (b) 2y —2x+y—2=0
(c) bx?+ 6zy +5y* —2=0 (d) 222 +4ay +5y* +2r —y—4=0
(e) y* —2xy+a?—5x=0 (f) 22+ 4zy — 22 —12=0

3.2.4 Para cada uma formas quadraticas do exercicio 3.2.1 encontre uma mudanca
de coordenadas linear que a reduza a uma forma quadratica diagonal com coeficientes
no conjunto {—1,0,+1}.

3.2.5 Dada uma matriz A € Mat,«,,(R) mostre que a forma quadratica definida
pela matriz AT A, Q(X) := XTAT AX, é sempre semi-definida positiva. Mostre ainda
que esta forma quadratica é definida positiva se e somente se as colunas de A forem
linearmente independentes, o que s6 pode acontecer se n > m.

3.3 Matrizes de covariancias

3.3.1 Seja Z = (X,Y) um vector aleatério discreto, com valores num conjunto
finito {(z;,y;): ¢ =1,...,k}. Paracadai=1,...,k seja p; = P{Z = (z;,v:)} = b
de modo que p; + - -- 4+ pr = 1. Recorde que

(). E(X) =S zp e E(Y) =YL vins
(b). var(X) = 30, (2 — E(X))* s,

(c). var(Y) = 20, (s — E(Y)) i,
(d). (

3.3.2 Seja Z = (X,Y) um vector aleatério continuo com funcdo densidade de
probabilidade f(z,y). Recorde que

(a). B(X) = [fpoa flz,y)dedy e EY)= [[eyf(z,y)dzdy,
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(b). var(X) = [[oo(x — E(X))? f(z,y) dx dy,
(c). var(Y) = [[p(y — E(Y))2 f(z,y) dx dy,
(d). cov(X,Y) = [[p.(x— ) (y —E(Y)) f(x,y) dx dy.

3.3.3 Considere duas variaveis aleatorias X e Y, ambas tomando valores no con-
junto {—1,0,1}, e com fungao massa de probabilidade dada pela tabela seguinte

YWX[-1] 0] 1
1 [1/5] 0]1/5
0] 0]1/5] 0
1 [1/5] 01/5

(a). Calcule os valores esperados E(X) e E(Y).

(b). Justifique que as variaveis aleatérias X e Y nao sao independentes.

(c). Determine a matriz das covariancias, e das correlagoes, do vector (X,Y)
3.3.4 Seja (X,Y) um vector aleatério que toma os seguintes valores (0,0), (1,1)
(1,3), (3,1), (3,3) e (4,4) com igual probabilidade.

(a). Calcule os valores esperados E(X) e E(Y).

(b). Determine a matriz das covariancias, e das correlagoes, do vector (X,Y).

3.3.5 Considere um vector aleatério (X,Y’) tomando valores no quadrado [0, 1)?
com fungao densidade de probabilidade f: [0,1]* — R,

[ 3(1—2z) se 0<y<z<l1
ﬂﬁw_{3u—w se 0<z<y<l"

(a). Verifique que ff 2f z,y)drdy = 1.
(b). Calcule o valor esperado do vector aleatério (X,Y).

(c). Determine a matriz das covariancias do vector (X,Y).
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3.3.6 Seja (X,Y) um vector aleatério com valores no disco unitério
D= {(z,y) € R*: 2* + 3> < 1}
e com funcao densidade de probabilidade f: D — R, f(z,y) = 2 (1 — 2? — ¢?).
(a). Verifique que [, f(z,y)dzdy = 1.
(b). Calcule o valor esperado do vector aleatério (X,Y).

(c). Determine a matriz das covariancias do vector (X,Y).

Sugestao: Use coordenadas polares para calcular os integrais.

3.3.7 Sejam X e Y varidveis aleatérias tais que E(X) = 1, E(Y) = (X) =
var(Y) = 1 e cov(X,Y) = —1/2 e considere o vector aleatério V = ( Z) com
Z=X-Y+1

(a). Calcule E(X?), E(Y?) e E(XY).
(

(c).
(d).

)

b). Determine a matriz das covariancias 3 de V.
). Determine as correlagoes entre os pares de varidveis aleatérias (X, Z) e (Y, Z).
)

Veja que a matriz > nao é definida positiva.

3.3.8 Determine as componentes principais dum vector aleatério (X,Y’) com valor

1] e matriz de covariancias ¥ = [2 1] .

esperado p = [_1 1 9

3.3.9 Determine as componentes principais dos vectores aleatérios em cada um dos
problemas 3.3.3, 3.3.4, 3.3.5 ¢ 3.3.6

Sejam ¥ € Maty(R) uma matriz simétrica definida positiva e u € R¥ um vector.
Chama-se normal multivariada com valor médio p e matriz de correlagoes X a fungao
densidade de probabilidade f,x: R¥ — R

]. 1 Ty—1
— —5 (X=p)" E7 (X—p)
Suz(X) (2m)k/2 det(Z)l/Qe ’ ‘
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Nas aulas tedricas vimos que

/"'/kfu,E@la“"xk)dxl"'d‘r’f:1
R

e que um vector aleatério continuo X :  — R com funcido densidade de probabili-
dade f,x tem valor esperado u e matriz de covariancias .

3.3.10 Seja X um vector aleatério com distribuicao normal multivariada definida
pela fungio f,x, onde u € R* e ¥ é uma matriz simétrica e definida positiva. Mostre
que as componentes principais de X tém todas distribui¢do normal N(0,1). Sao
independentes as componentes principais de X7

Sugestao: Sejam M uma matriz ortogonal e D uma matriz diagonal tais que
M™'YM = D% Seja U = D' M~ (X — u) o vector das componentes princi-
pais de X. Considere a transformacao de mudanca de coordenadas ¢: R¥ — Rk,
x = p(u) = p+ M Du. Observe que o valor absoluto da matriz Jacobiana nesta
mudanca de coordenadas é igual a det D = det(X)'/2. Usando-a mostre que a funcio
de densidade de probabilidade de U é

k
1 C1lyk 2 H | I
fU(U) - det(z)l/Z fM,Z(:u + M Du) = W e 2 ZJil R e 2 .

3.3.11 Considere um vector aleatério normal bivariado Z = (X,Y) com valor

. - 1
esperado nulo e matriz de covariancias > = E’ 3] .

(a). Determine explicitamente a forma quadrdtica Q(z,y) = [z y] X7 [Zj

(b). Descreva a funcgao densidade de probabilidade do vector aleatério Z.

. o , .5 X
¢). Determine as componentes principais v do vector aleatorio Z = .
V Y

(d). Considere o elipséide E = {(x,y) € R?: Q(z,y) < 9} e calcule a probabilidade
P[Z eE]=P[Q(X,Y) <9].
Sugestao: Veja que Q(X,Y) =U? + V2.
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Amostra de 10% pontos (escolhidos de forma independente) com distribui¢iao normal

3 1}. A elipse

bivariada de valor esperado nulo e matriz de covariancias > = L 3

corresponde a curva de nivel

1
[z y] &7 B} :§(3$2+3y2—2xy):9.

A linha diagonal é a direccao propria de ¥ associada ao maior valor préprio.
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4 Complementos de Analise

4.1 Séries Numéricas

4.1.1 Calcule as somas das seguintes séries geométricas:

OB S-S} eSO P eI

4.1.2 Calcule as somas das seguintes séries telescopicas:

=1 = 1 “Vnt+1—+n
o 1t nzl( n )(2n +1) ‘o VnP+n
4.1.3 Estude a natureza das seguintes séries:
“n?—1 - 1 . n
a —_—— b o ¢ —
();Vﬁ—i—l (); e ()n:1en
- n n = n 2n)" = el/n
@ S @y
n=1 n=1 n=1

4.2 Séries de Poténcias

4.2.1 Determine o raio e o intervalo de convergéncia de cada uma das séries seguintes:

OB SN C) DIV CD gt
(d) Z%n ©3 (7%)” @3y ® Y nl@e -1

4.2.2 Determine o intervalo de convergéncia e a funcao soma de cada uma das séries
de poténcias seguintes:

() Y (=1 a™ (b)Y (=)™ (x — 1)" () Y ST

n=1 n=1 n=1
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4.3 Nocoes de convergéncia

4.3.1 Em cada alinea determine uma fungao f : X — R tal que a sucessao de
fungoes dada convirja pontualmente para f.

(a) X =[-1.1], fu(e) = arctan(n) (B)X = [-1,1], ful®) =
(C) X = R fn( ):%e N (d) X:[O71]7 fn(x):nx(l_xQ)n
() X =[-11], fulz) = Va2 +n? (1) X =[-11], fule) = o=imy

4.3.2 Em cada alinea, considerando a funcao f do problema anterior, diga justifi-
cando se é vélida ou nao a convergencia dos respectivos integrais.

(a). lim 1 arctan(n x) dx = /1 f(z)dx

n—+oo [ 4

1 n2 1

(¢). lim

Jim \/7;_7T e S = /_ f(z)dx
(d). lim lx(1—$2)”d:v:/lf(x) dx
0

n—-+o0o 0

4.3.3 Em cada uma das alineas (a), (b), (d) e (e) do problema 4.3.1, verfique se a
relagao seguinte

lim f,(z) = f'(x)

n—+00

¢é valida para todo o ponto x € X.

4.3.4 Em cada uma das alineas do problema 4.3.1, diga justificando se a convergencia
em causa é ou nao uniforme.

4.3.5 Determine o intervalo de convergéncia e a soma de cada uma das séries de
poténcias seguintes:

() 3 28 () S (=1)"n (z — 1)
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4.3.6 Em cada alinea justifique os desenvolvimentos de Taylor apresentados:

@) g = X (el < 1) (g 0) = S (el < 1
(c) e = Z(—l)” a:n_‘” (x € R) (d) arctanz = Z(—l)" 2927: . (lx] < 1)
(e) log 1 _i - ; ;tl (Jz| <1) (f)sin’z = ;(—1)”“?2:)' 2™ (z € R)

4.3.7 Seja p, o momento de ordem n duma varidvel aleatéria limitada X. Mostre
que Y 7 k% é uma série convergente e que

e’} ,LLn
E(e) =) R
n=0 ’

4.3.8 Seja X uma varidvel aleatéria limitada com E(X) = 1, E(X?) =0 e E(X?) =
—1. Escreva o polinémio de Taylor de ordem 3 da funcio Mx(t) = E(e!*) na origem.

4.3.9 Seja X uma varidvel aleatdria limitada tal que | X| < 2 e considere a fungao

olt):=E (1 —1tX> '

(a). Para que valores de t € R pode garantir que () estd bem definida ?

(b). Ache o desenvolvimento em série de Taylor de ¢(t) na origem & custa dos
momentos de X.

(c). Compare o intervalo de convergéncia da série na alinea (b) com o dominio de
©(t) encontrado na alinea (a).

(d). Relacione as derivadas de ¢(t) na origem com os momentos de X.



