CAPITULO 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo, resumimos varios conceitos e resultados basicos sobre anéis e sobre
modulos sobre anéis que serao usados ao longo do curso. Muitos desses conceitos serao inter-
pretados na linguagem da teoria de algebras que, em geral, consideramos sobre um corpo e
assumimos serem de dimensao finita. O nosso objectivo primordial é o de aplicar estes con-
ceitos a teoria da representacao de algebras e, mais particularmente, a teoria da representacao

de grupos finitos.

1.1. Generalidades sobre anéis
1.1.1. Um anel (R,+,-) é um conjunto R, munido de duas operagoes binérias: a adigao (a,b) —
a + b e a multiplicac¢do (a,b) — a - b, tais que:
(a) (R,+) é um grupo abeliano com elemento neutro 0 (ou Og).

(b) (R,-) é um semigrupo com identidade 1 (ou 1g) — de modo que - é associativa e

a-1=1-a=a paratodo a € R.
(c) Valem as leis distributivas a esquerda e a direita:

a-(b+c)=a-b+a-c e (a+b)-c=a-c+b-c, a,b,c € R.

[A multiplicacao nao é necessariamente comutativa.]

Por convengao, escrevemos ab em vez de a - b e referimo-nos a um anel apenas por R (suben-

tendendo as operagoes + e -).

De agora em diante, salvo men¢ao em contrario, R denota um anel arbitrario. ‘

1.1.2. Para quaisquer a,b,c € R, tem-se:
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Permitimos que 1 = 0 e, neste caso, temos R = {0} — de facto,a =a -1 =a-0 = 0 para todo
a € R.

1.1.3. Dizemos que um elemento a € R é:
e um divisor de zero esquerdo se existe 0 # b € R tal que ab = 0;
e um divisor de zero direito se existe 0 # b € R tal que ba = 0.

Dizemos que R é um dominio (ou um dominio de integridade) se R # {0} e se, para quaisquer
a,be R,
ab=0 = a=0oub=0.

Sendo assim, num dominio, nao existem divisores de zero, nem esquerdo, nem direito.

1.1.4. Dizemos que um elemento a € R é:

e um invertivel a esquerda se existe a’ € R tal que aa’ = 1 e, neste caso, a’ diz-se um

inverso direito de a;

e um invertivel a direita se existe a” € R tal que a”a = 1 e, neste caso, a” diz-se um

1nverso esquerdo de a.

Se a € R tem um inverso direito a’ € R e, também, um inverso esquerdo a” € R, entao

d' =d 1= a//(aa/) _ (a//a)a/ —1.d=4d.

Nesta situacao, dizemos que a é um elemento invertivel (ou uma unidade) de R e dizemos que

a = a” é o inverso de a; prova-se que este inverso é de facto tinico, o que permite denoté-lo

por a” L.

Denotamos por R* (ou por U(R)) o conjunto de todos os elementos invertiveis de R; é facil

verificar que R* é um grupo multiplicativo com respeito a multiplicacao de R.

Dizemos que R é um anel de divisao se R # {0} e R* = R\ {0}. Um corpo é (por definigao)

um anel de divisao comutativo.

1.1.5. Definimos a caracteristica de R, que denotamos por car(R), como sendo o menor nimero
natural n tal que n -1 = 0; para qualquer n € N, definimos n-1=1+---+ 1 (n parcelas). No

caso em que n - 1 # 0 para todo n € N, definimos car(R) = 0.

1.1.6. LEMA. Se R é um dominio de integridade, entdo, ou car(R) = 0, ou car(R) € um nimero

primo.

Demonstracdo. Exercicio. U
1.1.7. Um subconjunto S C R diz-se um subanel, e escrevemos S < R, se:
(a) 1 €5,

(b) se a,b € S, entdo a — b € S
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(c) se a,b € S, entao ab € S.

E fAcil verificar que qualquer subanel de R é um anel com respeito as operagoes de R.

1.1.8. EXEMPLO (Produto directo de anéis). Seja I um conjunto de indices e, para cada i € I,

seja R; um anel. Definimos o produto directo [],., R; como sendo o conjunto

HRi = {(ai>iel3 a; € Ry, i € I};

iel
trata-se de um anel com respeito as operacoes definidas naturalmente componente-a-componente:
(aiier + (bi)ier = (@i + bi)ier € (@i)ier - (bi)ier = (aibi)ier
para quaisquer a;,b; € R;, 1 € I.
No caso em que I = {iy,...,i,} é finito, também escrevemos R;, X ---x R;, em vez de [],.; R;.

Se R; = R para todo i € I, escrevemos R! em vez de [[..; R;, isto é,

R' =]]R

el

i€l

No caso em que [ é finito com n elementos, temos
)
I n . .
R ' =R"= {(al,...,an). Ay, ...,0n GR},
para evitar confusdes™, usamos a notacdo R™ em vez de R".

1.1.9. EXEMPLO (Anéis de matrizes). Se m,n € N, denotamos por M,, ,(R) o conjunto con-
stituido por todas as matrizes de tipo m X n com coeficientes no anel R; no caso em que m = n,
escrevemos M, (R) em vez de Ml ,(R). B facil verificar que, para qualquer n € N, M,,(R) é um

anel para as operacoes usuais de adicao e multiplicacao de matrizes.

O grupo das unidades do anel M,,(R) é o grupo constituido por todas as matrizes invertiveis e

¢ denotado por GL,,(R); chamamos a GL,(R) o grupo linear completo de grau n sobre R.

1.1.10. EXEMPLO (Anéis de polindmios). Denotamos por R[X] o conjunto constituido por todas

as fungoes p: Ng — R tais que o suporte

supp(p) = {n € No: p(n) # 0}

é finito. Em R[X], definimos as operagoes de adi¢ao e multiplicagao pelas férmulas

(p+q)(n)=pn)+qn) e  (pg)(n)= > p(m)g(n—m).

0<m<n

E fécil verificar que, com respeito a estas operagoes, R[X| é um anel, a que chamamos o anel

de polinomios na indeterminada X com coeficientes em R. Notemos que a “indeterminada” X

"Em particular, com o conjunto R" = {a;---ay: a1,...,a, € R}.
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corresponde a funcao X : Ny — R definida por

1, sen=1,

X(n) =
0, sen#1,

e que qualquer fungao p € R[X] se escreve de maneira unica como uma soma (finita)
p=>_ pn)X"
n€eNg
notemos que X° é a identidade de R[X]. [Por conseguinte, R[X] é isomorfo ao anel de

polinémios usual.]

De forma andloga, para qualquer n € N, podemos definir o anel de polindmios R[Xq,. .., X,]
em n indeterminadas X, ..., X, com coeficientes em R como sendo o conjunto de todas as

fungoes p: (Ng)™ — R tais que o suporte

supp(p) = {a € (No)": p(a) # 0}

é finito. A estrutura de anel em R[X1,...,X,] é dada pelas operagdes
(p+ag)a)=pla)+q) e (@)= > pBa()
6776(N0)n
Bty=a

para todo o € (Ny)". Nesta situagao, para cada 1 < i < n, a “indeterminada” X; corresponde
a funcao X;: Ny — R definida por
Xi(a) = 1, sea=(0i1,.--,0in),

0, caso contrario;

aqui 9; ; € o simbolo de Kronecker usual.

Para qualquer a = (aq,...,a,) € (Ny)", definimos o mondmio X* = X{*--- X2, de modo
que qualquer p € R[X7, ..., X,] se escreve de maneira unica como uma soma (finita)
p=>_ pla)Xx"
ae(Ng)™
[Por conseguinte, R[X7,...,X,] ¢ isomorfo ao anel de polinémios usual.]
Notemos que R pode ser encarado como um subanel de R[X;, ..., X,]| e que

R[X1,..., Xn] = R[X1,..., Xn1][Xn].

1.1.11. EXEMPLO (Anel de grupo). Dado um grupo (arbitrario) G (que consideramos multi-
plicativo), definimos RG como sendo o conjunto constituido por todas as fungoes a: G — R
tais que o suporte

supp(a) = {g € G: a(g) # 0}

é finito. Em RG, definimos as operacoes de adicao e multiplicacao pelas férmulas

(a+P)(g) =alg)+B(g) e  (aB)(g) =) ah)B(hg).

heG
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Com respeito a estas operacoes, RG é um anel, a que chamamos o anel do grupo G com

coeficientes em R.
A cada g € G, associamos a funcao €,: G — R definida por
gq(h) = g p, h e d,

de modo que qualquer elemento o € RG se escreve de maneira tinica como uma soma finita
= E a(g)ey-
geG

Além disso, o subconjunto G = {59: ge G } ¢ um grupo (com respeito a multiplicacao definida
em RG) e a correspondéncia g — &4, para g € G, define um isomorfismo de grupos G = G.
Esta observagao justifica a identificagao do anel RG com o conjunto de todas as somas formais

finitas
Zagg, a, € R (g€ G),

geG

de modo que uma funcao oo € RG corresponde a soma formal deG alg)g.™

1.1.12. Se R e S sao anéis, um homomorfismo (de anéis) p: R — S é uma aplicagdo de R em

S tal que:

(a)
(b) w(ab) = ¢(a)p(b) para quaisquer a,b € R;
o

()
Tem-se ¢(0g) = 0.

a+b) = p(a) + p(b) para quaisquer a,b € R;

1r) = 1g.

Se p: R — S é um homomorfismo de anéis, dizemos que:

(a) ¢ é um isomorfismo se @ é bijectivo; quando existe um isomorfismo ¢: R — S, dizemos

que os anéis R e S sao isomorfos e escrevemos R = S.
(b) ¢ é um epimorfismo se ¢ é sobrejectivo.
(¢) ¢ é um monomorfismo se @ é injectivo p: R — S.

Um homomorfismo ¢: R — R diz-se um endomorfismo e um isomorfismo ¢: R — R diz-se um

automorfismo.
Para qualquer homomorfismo de anéis ¢: R — S, definimos:
e a imagem de ¢ por Im(p) = p(R) = {¢(a): a € R};
e 0 niicleo de ¢ por ker(p) = ¢71(0) = {a € R: p(a) = 0}.

(*)Salvo mencdo em contrario, faremos esta identificacdo ao longo do curso; isto é, identificaremos g € G

com a fungdo ¢, € G.
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E fécil verificar que Im(p) é um subanel de S, enquanto que ker(p) é um ideal de R (no sentido

da definigao seguinte).
1.1.13. Dizemos que um subconjunto J C R é:
e um ideal esquerdo, e escrevemos J Jegq R, se:
(a) 0€J;
(b) se a,b €7, entdo a — b € J;
(c) sea€dere R, entao ra €.
e um ideal direito, e escrevemos J <g; R, se:
(a) 0 €7;
(b) se a,b €7, entdo a — b € J;
(c) sea€der e R, entao ar € J.
e um ideal (ou, um ideal bilateral), e escrevemos J < R, se:
(a) 0 €7,
(b) se a,b €7, entdo a — b € J;
(c)sea€der,s e R, entao ras € J.

Sendo assim, J C R é um ideal se e s6 se J é, simultaneamente, um ideal esquerdo e um ideal

direito.

1.1.14. Para qualquer ideal bilateral J < R, definimos o anel quociente R/J como sendo o

conjunto
R/J={a+7J:a€ R}
munido das operagoes:

(a+)+b+T)=(a+b)+T e (a+T)(b+7I)=(ab)+7I

para todos a,b € R. Aqui, para qualquer a € R, a +J = {a +b:be€ J} é a classe lateral de a

relativamente a J; para quaisquer a,b € R, tem-se

a+J=b+J <— a—->bel.

Chamamos epimorfismo canénico ao homomorfismo 7: R — R/J definido por
n(r)=r+7, r € R;

de facto, m é um homomorfismo sobrejectivo tal que ker(mw) = J.
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1.1.15. TEOREMA (Primeiro teorema do isomorfismo). Se ¢: R — S um homomorfismo de

anéis, entao existe um isomorfismo (natural)

R/ ker(p) = Im(p)

(dado pela correspondéncia a + ker(p) — ¢(a) para a € R).

Demonstracao. Exercicio. O

1.1.16. TEOREMA (Segundo teorema do isomorfismo). Para qualquer ideal 3 < R e qualquer
subanel S < R, tem-se S+J < R, IS5 +7J e SNIIS; além disso, existe um isomorfismo
(natural)

(S+79)/I=S/(SNJ)

(dado pela correspondéncia a+J — a+ (SNJ) para a € S).

Demonstracao. Exercicio. U

1.1.17. TEOREMA (Terceiro teorema do isomorfismo). Para quaisquer ideais 3,J < R tais que

JC 3, tem-se 3/ < R/I; além disso, existe um isomorfismo (natural)
(R/9)/(3/7) = R/3

(dado pela correspondéncia (a +3) + (J/J) — a+J para a € R).

Demonstracao. Exercicio. U

1.1.18. TEOREMA. Sejam I < R e w: R — R/J o epimorfismo candnico. Entdo:

(a) A correspondéncia S — S/ define uma bijec¢ao entre o conjunto {S <R:JC S} eo

congunto dos subanéis de R/J.
(b) A correspondéncia J — J/J define uma bijec¢ao entre o conjunto {3 <R:JC 3} e o
congunto dos ideais de R/J.

Demonstracdo. Exercicio. O

1.1.19. LEMA. (a) A intersec¢ao de qualquer familia de subanéis de R é um subanel de R.

(b) A intersecc¢ao de qualquer familia de ideais de R € um ideal de R..

Demonstracao. FExercicio. Il

1.1.20. Para qualquer subconjunto X C R, definimos:

e O subanel gerado por X como sendo o menor subanel de R que contém X; pelo
Lema 1.1.19(a), o subanel gerado por X ¢ a intersecgao de todos os subanéis de R

que contém X.
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e O ideal gerado por X, que denotamos por (X), como sendo o menor ideal de R que
contém X; pelo Lema 1.1.19(b), (X) é a interseccao de todos os ideais de R que contém
X.

Quando X = {xy,...,x,} é finito, escrevemos (X) = (z1,...,x,).
Mais geralmente, se Xi,...,X,, C R, definimos
(Xq,...,X,) =(X;U---UX,);

obviamente, (X7,...,X,,) é o menor ideal de R que contém os subconjuntos X7, ..., X,. Esta

notagao estende-se a qualquer familia {XZ-: 1el } de subconjuntos de R; assim,

@&w61>:<L}&>
il
Se X = {x}, entao
(z) = {ras: r,s € R};
dizemos que (z) é um ideal principal de R. Em particular, tem-se (1) = R; em geral, para
qualquer a < R, tem-se (a) = R se e s6 se a € R*.
Qualquer ideal que contenha X C R também contém todas as somas finitas 7,25, onde

re, S € R, para x € X, sao quase todos nulos; e, como o conjunto de todas estas somas finitas

¢ um ideal J de R, tem-se (X) =J.

Como caso particular, o ideal <J,~: 1€ ]> gerado por uma familia de ideais {Ji: 1€ I} de R é
constituido por todas as somas finitas ), , a; em que a; € J; para ¢ € I; por isso, faz sentido
definir

Y 9= (%iel).
i€l
Notemos que, quando Jy,...,J, < R, obtemos a soma de ideais

jl+...+3n:{a1—|—---—|—anlakejk, 1§k§n}

1.1.21. PROPOSIGAO. Para qualquer 3 < R, denotamos por M, () o subconjunto de M, (R)
constituido por todas as matrizes com coeficientes em J. Entao, a correspondéncia J — M., (J)

define uma bijecgao entre o conjunto dos ideais de R e o conjunto dos ideais de M, (R).

Demonstracao. Fica como exercicio provar que M, (J) < M, (R) para todo J < R.

Reciprocamente, seja J < M, (R) e, para quaisquer 1 < 4,5 < n, seja ¢;;: M,(R) = R a
aplicagao definida por
Ci,j (A) = CLZ‘J‘, A S Mn(R),

onde a;; ¢ o (i, j)-ésimo coeficiente de A. Definamos

J={a€ R:c;1(A) = apara algum A € J}
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e observemos que J<R. Com efeito, sejam a,b € J e r € R; sejam A, B € J tais que ¢;1(A) = a
e c11(B) =b. Entao, a —b=c¢11(A— B), logo a —b € J (porque A — B € J). Por outro lado,
para quaisquer 1 < 4,5 < n, seja E;; € M, (R) a matriz com coeficiente 1 na posigao (i, )
e coeficiente 0 em todas as outras entradas; de modo que qualquer matriz M € M, (R) é da

forma

Temos ra = ¢11(rE11A) e ar = ¢11(A(rEv 1)), logo ra,ar € I (porque 7Ey 1A, A(rEy 1) € ).

Finalmente, provemos que J = M,,(J). Se A € J, entao E;;AE;; = ¢; ;(A)Ey ;1 € J e, portanto,
¢i;j(A) = c11(c;(A)Ey 1) € J para todos 1 < 4,5 < n, o que implica que § C M, (J). Por
outro lado, para qualquer M € M,,(J) e quaisquer 1 < i,j € n, temos ¢; j(M) € I, logo existe
A;; € g tal que ¢11(4;;) = ¢ ;(M). Como ¢;;(M)E;; = E;1A;;E;; € J, concluimos que
M =3 icnCij(M)E;; € 3, provando que M, (J) C J. O

1.2. Médulos sobre anéis
1.2.1. Por um R-mddulo esquerdo entendemos um grupo abeliano M, com respeito a uma
adi¢ao (m,n) — m + n, munido de uma multiplicacao escalar
RxM— M, (a,m) — am, ™

que satisfaz as propriedades seguintes para quaisquer a,b € R e quaisquer m,n € M:

(a) a(m+n) = am + an;

(b) (a+b)m = am + bm;
(c) a(bm) = (ab)m
(d) 1-m=m.

Quando necessério (caso haja perigo de ambiguidade), escrevemos rM para indicar que M é

considerado como um R-moédulo esquerdo.

Analogamente, por um R-mddulo direito entendemos um grupo abeliano M, com respeito a

uma adi¢ao (m,n) — m + n, munido de uma multiplicacdo escalar
M xR — M, (m, a) — ma,
que satisfaz as propriedades seguintes para quaisquer a,b € R e quaisquer m,n € M:
(a) (m+n)a =ma+ na;
(b) m(a+ b) = ma + mb;
(¢) (ma)b = m(ab);

()Por vezes, sempre que isso se justificar, escrevemos a - m em vez de am.

(Npor vezes, sempre que isso se justificar, escrevemos m - a em vez de ma.
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(d) m-1=m.

Quando necessério (caso haja perigo de ambiguidade), escrevemos Mg para indicar que M é

considerado como um R-modulo direito.

1.2.2. OBSERVAGAO. Se M é um R-mdédulo esquerdo (resp., direito), entao
(a) Og -m = 0p (resp., m - 0g = 0yp7) para todo m € M;
(b) a- 0y = 0pr (resp., Ops - a = 0y) para todo a € R.

1.2.3. EXEMPLOS. (a) Se R é um anel comutativo, entdo qualquer R-mdédulo esquerdo M
tem uma estrutura de R-mdédulo direito em que a multiplicacao escalar M x R — M é definida
por

m-a=am, m e M, a € R;
por exemplo, temos
m - (ab) = (ab)ym = (ba)m = b(am) =b(m -a) = (m-a)-b
para qualquer m € M e quaisquer a,b € R.*)

(b) Seja R é um anel munido de um anti-automorfismo™ ¢: R — R, entdo qualquer R-
modulo esquerdo M tem uma estrutura de R-médulo direito em que a multiplicacao escalar
M x R — M é definida por

m-a = ¢(a)m, meM, ac RW

Por exemplo, se G é um grupo (e R é um anel arbitrério), entdo o anel de grupo RG admite
o anti-automorfismo ¢: RG — RG em que, para qualquer o € RG, a fungao ¢(a) € RG é
definida por

ola)(g) =alg™), geG.

Deste modo, qualquer RG-médulo esquerdo é também um RG-médulo direito (e reciproca-

mente).
(¢) Muitas vezes, é util considerar o anel oposto
R® = {a®:a € R}

*)De modo andlogo, qualquer R-médulo direito M tem uma estrutura de R-médulo esquerdo definindo
a-m=maparaa € Reme M.
MSe R e S sao anéis, uma aplicacdo ¢: R — S diz-se um anti-homomorfismo se:
(a) ¢(a+b) = p(a) + ¢(b) para quaisquer a,b € R;
(b) p(ab) = p(b)p(a) para quaisquer a,b € R;
(c) p(lg) = 1s.
Usamos os termos “anti-monomorfismo”, “anti-epimorfismo” e “anti-isomorfismo” com o significado 6bvio.
(IDe modo analogo, qualquer R-médulo direito M tem uma estrutura de R-mddulo esquerdo definindo

a-m =mg¢(a) paraa € Rem € M.
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de R em que a correspondéncia a — a°P, para a € R, define uma bijeccao R — R°P? e em que

a adicao e a multiplicagao sao definidas por

a® +b% = (a+0b)" e a’®b® = (ba)°P, a,b e R.

Notemos que:
(a) Existe um isomorfismo de anéis R = (R°P)°P (em que a +— (a°P)°P para a € R).

(b) Se R e S s@o anéis, entdo uma aplica¢do ¢: R — S é um anti-homomorfismo se e s6
se a aplicacdo ¢P: R — S°P, definida por ¢°(a) = ¢(a)°® para todo a € R, é um

homomorfismo de anéis.

E f4cil verificar que, qualquer R-médulo esquerdo M é um R°P-moddulo direito em que a mul-
tiplicacao escalar M x R°® — M ¢é definida por

ma’® = am, meM, ae R™

NoOTA. A teoria dos R-médulos esquerdos ¢é inteiramente andloga a teoria dos R-mddulos di-
reitos (com modificagdes 6bvias). Para evitar “duplicagdes”, escolhemos considerar apenas a
teoria dos R-mdédulos esquerdos e, por isso, salvo indicacao explicita em contrario, definimos
um R-mddulo (ou um mddulo sobre R) como sendo um R-médulo esquerdo. No entanto, muitas
vezes (por exemplo, no estudo das representagoes de um grupo), é necessario considerar, tanto

modulos esquerdos, como modulos direitos.

1.2.4. Se M e N sao R-médulos, dizemos que uma aplicagao ¢: M — N é um R-homomorfismo

(ou, uma aplica¢io R-linear) se:
(a) o(m +m') = @(m) + p(m’) para todos m, m’ € M;
(b) p(am) = ap(m) (resp., p(ma) = p(m)a) para todo a € R e todo m € M.
Para qualquer R-homomorfismo ¢: M — N, definimos:
e a imagem de ¢ por Im(p) = (M) = {@(m): m € M};
e 0 nicleo de ¢ por ker(p) = ¢71(0) = {m € M: ¢(m) = 0}.
Se ¢: M — N é um R-homomorfismo, dizemos que:

(a) ¢ é um R-isomorfismo se ¢ é bijectivo; quando existe um R-isomorfismo ¢: M — N,

dizemos que M e N sao R-mddulos isomorfos e escrevemos M =g N.
(b) ¢ é um R-epimorfismo se ¢ é sobrejectivo.
(¢) ¢ é um R-monomorfismo se ¢ é injectivo.

(*)De modo analogo, qualquer R-médulo direito M tem uma estrutura de R°P-mdédulo esquerdo definindo

a-m=ma°®? paraa € Rem¢e M.
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Denotamos por Hompg (M, N) o conjunto de todos os R-homomorfismos de M em N. Quando
M = N, um R-homomorfismo ¢: M — M diz-se um R-endomorfismo e um R-endomorfismo
©: M — M diz-se um R-automorfismo se é bijectivo. Denotamos por Endg(M) o conjunto
de todos os R-endomorfismos de M e por GLr(M) (ou apenas por GL(M)) o conjunto de
todos os R-automorfismos de M; é ficil verificar que Endg(M) é um anel com respeito a adi¢ao
e & composicao de aplicacoes™ e que GLg(M) é um grupo com respeito a composigao de

aplicacoest),

1.2.5. EXEMPLOS. (a) Qualquer grupo abeliano A é um Z-médulo. Usando a notagao

aditiva, para quaisquer n € Z e a € A, definimos

a+ ...+ a (n parcelas) se n > 0,
na =<0 se n =0,

(—a)+ ...+ (—a) (—n parcelas) sen < 0.

(b) Para qualquer n € N,
R™ = {(al,...,an): ai,...,a, € R}
é um R-moédulo esquerdo por meio da multiplicacao escalar definida por
r(ag,...,a,) = (ray,...,ra,), r,a,...,a, € R,
e um R-moédulo direito por meio da multiplicagao escalar definida por
(a1,...,an)r = (a17, ..., aur), r,ai,...,a, € R.

Em particular, tomando n = 1, conclufmos que R = R é um R-médulo esquerdo e também
um R-médulo direito; referimo-nos a este R-médulo como sendo o R-mddulo reqular (esquerdo

ou direito) e usamos a notacao gR ou Ry conforme o caso considerado.

(c) Para quaisquer m,n € N, M,,,(R) é um R-mddulo esquerdo em que a multiplicagao

escalar é definida pela correspondéncia
(r,A) — rA, re R, AeM,,,(R),
e um R-moédulo direito em que a multiplicacao escalar é definida pela correspondéncia

(A, r)— Ar AeM, ,(R), r€R.

Mais geralmente, M, ,,(R) é um M,,(R)-mddulo esquerdo em que a multiplicagdo escalar é

definida pela correspondéncia
(A, B) — AB, AeM,(R), BeM,.(R),

Ao longo do curso, dadas duas aplicagoes a: X — Y e 3: Y — Z (onde X, Y e Z sao conjuntos
arbitrarios), denotamos por af a aplicagdo composta af: X — Z; assim, a3 é definida por (af)(z) = a(f(x))
para todo x € X.

(DTrata-se, obviamente, do grupo das unidades de Endy (M).
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e um M, (R)-médulo direito em que a multiplicagao escalar é definida pela correspondéncia
(B, A) — BA, B e M,,,(R), AeM,,(R).

(d) Qualquer ideal esquerdo £ de R é um R-mdédulo esquerdo e qualquer ideal direito D de R é

um R-moédulo direito; em qualquer dos casos, a multiplicacao escalar é dada pela multiplicacao

do anel R. Em particular, tomando £ = D = R, obtemos o R-mdédulo regular (esquerdo ou
direito).

(f) Para qualquer ideal (bilateral) 3 < R, o anel quociente R/J é um R-mddulo esquerdo por

meio da multiplicagao escalar definida por

r(a+7) = (ra) + 79, r,a € R,
e um R-moédulo direito por meio da multiplicagao escalar definida por

(a+J)r=(ar)+7, r,a € R.
(g) O anel polinomial R[X]| é um R-mddulo esquerdo por meio da multiplicacao escalar em
que, para quaisquer a € R e p € R[X], o polinémio ap € R[X] é definida por

(ap)(n) = ap(n),  neN;

de modo andlogo, o anel polinomial R[X7, ..., X,] é um R-médulo esquerdo.

(h) Se G é um grupo, o anel de grupo RG é um R-mddulo esquerdo por meio da multiplicagao

escalar em que, para quaisquer r € R e a € RG, a funcao ra: G — R é definida por

(ra)(g) =ralg), g€aG.

1.2.6. Se M é um R-médulo, dizemos que um subconjunto N C M é um submddulo (ou um

R-submaddulo, e escrevemos N <p M, se:
(a) 0 € N;
(b) se a,b € N, entdo a —b € N,
(c) sea€ Remé€ N, entdo am € N.
Como exemplos, se ¢: M — N é um R-homomorfismo, entao

Im(p) <g M e ker(p) <p N.

1.2.7. Para qualquer R-médulo M e qualquer submédulo N <p M, definimos o R-mddulo

quociente M /N como sendo o conjunto
M/N ={m+N:me M}
munido das operagoes:

(m+N)+(m +N)=(m+m')+N e alm+N)=(am)+1
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para todos m,m’ € M e todo a € R. Aqui, para qualquer m € M, m+ N = {m+n: n e N}

¢é a classe lateral de m relativamente a N; para quaisquer m, m’ € M, tem-se

m+N=m+N < m—m' € N.

Chamamos R-epimorfismo candnico ao R-homomorfismo 7: M — M /N definido por
m(m)=m+ N, m € M;
de facto, m é um epimorfismo e tem-se ker(m) = N.

1.2.8. TEOREMA (Primeiro teorema do isomorfismo). Se M e N sao R-médulos e p: M — N

¢ um R-homomorfismo, entao existe um R-isomorfismo (natural)

M/ ker(p) =g Im(p)

(dado pela correspondéncia m + ker(p) — p(m) para m € M ).

Demonstracao. Exercicio. Il

1.2.9. TEOREMA (Segundo teorema do isomorfismo). Se M é um R-mddulo e N,N' <p M,

entao existe um R-isomorfismo (natural)
(N+ N')/N' =z N/(NNN')

(dado pela correspondéncia n+ N +— n+ (N N N') paran € N ).

Demonstracao. Exercicio. O

1.2.10. TEOREMA (Terceiro teorema do isomorfismo). Se M é um R-mddulo e N;N' <p M

sao tais que N C N', entao existe um isomorfismo (natural)
(M/N)/(N'/N) =R M/N'
(dado pela correspondéncia (m + N)+ (N'/N)+— m+ N para m € M ).
Demonstracao. Exercicio. Il

1.2.11. TEOREMA. Se M ¢é um R-mdédulo, N <p M en: M — M/N ¢é o R-epimorfismo

candnico, entdo a correspondéncia N' — N'/N define uma bijec¢ao entre o conjunto
{N'"<p M: NCN'}
e o conjunto dos submddulos de M/N.
Demonstracao. Exercicio. O

1.2.12. LEMA. Se M ¢é um R-mddulo, entao a interseccao de qualquer familia de submaodulos
de M é um submddulo de M.

Demonstracao. Exercicio. U
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1.2.13. Se M é um R-médulo e X C M, entao o submddulo gerado por X, que denotamos por
(X)g, ¢ o menor submddulo de R que contém X. De acordo com o Lema 1.2.12, (X)p é a

interseccao de todos os submoddulos de M que contém X.

Quando X = {my,...,m;} é finito, escrevemos (X)g = (my,...,my)r. Se M = (mq,...,mi)r

para alguns mq,...,my € M, dizemos que M é um R-mddulo finitamente gerado.

Mais geralmente, se Xq,...,X,, C R, definimos
(X1,.. . Xp)r=(XjU---UX,)g;

obviamente, (Xi,...,X,)g é o menor submédulo de R que contém todos os subconjuntos
Xq,...,X,. Esta notacao estende-se a qualquer familia {XZ-: 1€ 1 } de subconjuntos de R;

sendo assim,

(Xiiel), = <UX>

el
Se X = {m} para m € M, entao
(m)r = Rm = {am: a € R};

dizemos que (m)g é um submddulo ciclico de M; em particular, dizemos que M é um R-mddulo
ciclico se M = Rm = (m)g para algum m € M. E facil verificar que, para qualquer m € M, a

correspondéncia a — am, para a € R, define um R-homomorfismo ¢: R — M em que
Im(p) = Rm e ker(¢) = Anng(m) = {a € R: am =0}
(ao submddulo Anng(m) <g R chamamos o anulador de m em R); por conseguinte,

Rm =g R/ Anng(m), m € M.

Qualquer submédulo que contenha X C R também contém todas as combinacoes R-lineares
(finitas) > .y a,v onde a, € R, para x € X, sao quase todos nulos; como o conjunto de todas

estas combinages R-lineares ¢ um submédulo N de M, tem-se (X)gr = N.

Em particular, o submodulo <Ni: 1el > » gerado por uma familia de submoddulos {N,;: 1el }
de M é constituido por todas as somas finitas ) .., n; em que n; € N; para i € I; por isso, faz
sentido definir

Y Ny =(Niiel),

el

Notemos que, quando Ny, ..., N, < M, obtemos a soma de submddulos

N1+"‘+Nt:{n1+"'+nt:nkeNlm 1§k§t}
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1.2.14. Se {M, 1€ ]} uma familia de R-modulos, definimos:
e O produto directo [[,.; M; como sendo o conjunto
HMZ = {(mi)ig: m; € Rz’, 7 € ]},
iel
trata-se de um R-modulo com respeito as operacoes definidas naturalmente componente-

a-componente:
(ma)ier + (Mi)icr = (Mi +14)ier € a(mi)ier = (amy)icr
para quaisquer m;,n; € M; (i € I) e qualquer a € R.

o A soma directa externa |[;.; M; como sendo o subconjunto de [, M; constituido por

iel
todas as sequéncias (m;);c; que tém suporte finito; isto é, o conjunto {2 el:m; # 0}
é finito. E f4cil verificar que
H M; <gr H M;,
iel iel
isto é, [[,c; M; é um submddulo de [, M;
No caso em que I = {iy,...,i,} é finito, usamos as notagoes M;, X --- x M, (para o produto

directo) e My, + --- + M, (para a soma directa externa); nesta situagao, é claro que

MZ1—|-—|-MM:M“XXMZ”

Se M é um R-médulo e M; = M para todo i € I, escrevemos M’ em vez de [Lic; M;, isto é,
M =T] Mm;
iel
analogamente, definimos
MO =T] M.
iel
No caso em que [ é finito com n elementos, temos

M =MD =M™ ={(my,...,m,):m; € M, 1 <i<n}.

1.2.15. TEOREMA. Sejam M um R-mddulo e {Ni: i€ I} uma familia de submoddulos de M

satisfazendo:

(a) M = Zie[ N;;

(b) para qualquer i € I, N; N (Zjel\{i} N;) = {0}.
Entao, existe um R-isomorfismo natural

Mg [N
i€l

em que m € M corresponde a sequéncia (n;)icr € [[,c; Ni se e s6 sem =3, n,.

i€l

Demonstracao. Exercicio. U
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1.2.16. Dado um R-médulo M, dizemos que M é a soma directa interna de uma familia de

submoédulos {Ni: 1el }, € escrevemos
M =N
iel
se sao satisfeitas as duas condigoes do Teorema 1.2.15, isto é, se:
(&) M =3 Ni;
(b) para qualquer i € I, N; N (Zje[\{i} N;) = {0}.

Equivalentemente, tem-se M = €P._; N; se e s6 se qualquer elemento m € M se escreve de

el

maneira tnica como uma soma m = » .., m; em que I' C I ¢ finito e m; € N; para qualquer
iel.
No caso em que I = {iy,...,i,} é finito, também usamos a notagdo M = N;, & --- B N, .

1.2.17. PROPOSIGAO. Sejam M um R-mddulo e {Ni: i€ [} uma familia de submddulos de

M. Entao,
M=N
iel
se e so se existe um conjunto {m: 1€ I} de R-endomorfismos de M satisfazendo as condigoes

sequintes:
(a) Para qualqueri € I, Im(m;) = N;.
(b) Para quaisquer i,j € I,
m, Set =],

0, sei##7.

7Ti7Tj = (5,’73'77'1' =

(¢) Para qualquer m € M, eziste um conjunto finito I' C I tal que

Demonstragao. Exercicio: basta observar que M = @,_; N; se e s6 se cada m € M se escreve

m = Z mi(m)

onde m;(m) € N;, parai € I, e onde I’ = {i € I: m;(m) # 0} é um conjunto finito. O

icl
de maneira tinica como uma soma

1.2.18. Na situagao da Proposicao 1.2.17, dizemos que m; € Endg(M), para i € I, sao as

projecgoes (ortogonais) associadas a soma directa M = €., N;; para cada i € I, dizemos que

iel
m; € Endg(M) é a i-ésima projec¢ao (ortogonal). Aqui, usamos o termo “ortogonal” com o

sentido da condic@o (b) da proposicao, isto é, mm; = 0 sempre que i,j € I e i # j.

Mais geralmente, considerando um anel arbitrario R, dizemos que um elemento e € R é um

idempotente se e = e; assim, cada projeccio m; é um idempotente no anel Endg(M). E
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facil verificar que, se e € R é idempotente, entao 1 — e € R também ¢é idempotente e que
e(l—e)=(1—e)e=0.

Dizemos que dois idempotentes e, e’ € R sao ortogonais se

ee! =ee=0.

Mais geralmente, dizemos que um subconjunto {ei: 1€ ]} C R é um conjunto ortogonal de

tdempotentes se
€€ = 5i,j€i7 Z,j € [,
dito de outro modo, {e,-: 1€ ]} é um conjunto ortogonal de idempotentes se e s6 se e;, i € I,

sao idempotentes ortogonais dois-a-dois.

Em particular, as projecgoes (ortogonais) associadas a uma soma directa M = €, ; N; formam

um conjunto ortogonal de idempotentes em Endg(M).

1.3. Mdédulos livres e moédulos projectivos

1.3.1. Se M é um R-médulo, dizemos que um subconjunto B C M é:

e linearmente dependente (sobre R) se existem elementos my, ..., m; € B, distintos dois-
a-dois, tais que
aymy +---+amy =0

para alguns aq,...,a; € R nao todos nulos.

e linearmente independente (sobre R) se B nao é linearmente dependente (sobre R); por

conseguinte, B é linearmente independente se e sé se, para quaisquer my,...,m; € S,
distintos dois-a-dois, e quaisquer aq,...,a; € R,
aym; +---+am; =0 — ar=...=a; = 0.

e uma R-base (ou, simplesmente, uma base) de M se B é linearmente independente (sobre
R) e se M = (B)g; por conseguinte, B é um R-base de M se e s6 se qualquer m € M

se escreve de maneira Unica como uma combinagao R-linear
m=aymy + -+ a;my
para alguns aq,...,a; € Remq,...,my € B.

Dizemos que M é um R-mddulo livre se M possui uma R-base.

1.3.2. EXEMPLOS. (a) Para qualquer conjunto I, RY) é um R-médulo livre com base
B = {ei: 1€ ]} onde
ei = (0i)jer, SWE

referimo-nos a B como a base candnica de RY).
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(b) Para quaisquer m,n € N, M, ,,(R) é um R-médulo livre com base
B={E;:1<i<m, 1<j<n}

onde, para quaisquer 1 <i<mel <j<n, E;; € M,,,(R) é a matriz com coeficiente 1 na

posigao (1, j) e coeficiente 0 em todas as outras entradas.

(¢) O anel polinomial R[X] é um R-mdédulo livre com base B = {X": n € Ny}; notemos
que R[X] é um R[X]-médulo livre com (R[X]-)base {1}. Mais geralmente, o anel polinomial
R[Xi,...,X,] é um R-médulo livre com base B = {X*: a € (Ny)"}.

(d) Se G é um grupo, o anel de grupo RG é um R-médulo livre com base G = {59: g e G};
recorde que, para qualquer g € G, g,: G — R é a funcao definida por g4(h) = §,, para todo
h € G. Identificando RG com o conjunto de todas as somas formais (finitas) > . a,9, em que

ay € R para g € G, podemos afirmar que G é uma R-base de RG.

1.3.3. LEMA. Um R-mddulo M € livre se e s6 se M =5 R para algum conjunto I.

Demonstra¢ao. (=) Supondo que M é livre, basta escolher uma base {mi: 1€ I} de M e
definir ¢: RY) — M por

W((ai)iel) = Zaimi, (ai)iej € R(I).

il
E facil verificar que ¢ é um R-isomorfismo.
(<) Se p: R — M ¢é um R-isomorfismo e B = {e;: i € I} ¢é a base canénica de R, entdo
¢(B) = {¢(e;): i € I} 6 uma R-base de M (exercicio). O
1.3.4. EXEMPLOS. (a) Para quaisquer m,n € N, M, ,(R) 2z R(™*™).
(b) R[X] =z RN e R[X,,...,X,] =z R0,
(¢) Se G éum grupo, RG = R,

1.3.5. LEMA. Um R-mddulo M € livre se e so se existe um subconjunto {mi: 1€ I} de elementos

de M tais que:
(a) M = D,e; Bm.
(b) Anng(m;) = {0} para todo i € I.

Demonstra¢ao. (=) Supondo que M é livre, basta escolher uma base {ml-: 1€ I} de M.

(<) Seja {m;: i € I'} um subconjunto de M satisfazendo as condicoes (a) e (b). Justificamos
que {mi: 1€ I} ¢ uma base de M. Ora, (a) implica que M = <mi: 1€ I>. Para provarmos a
independeéncia linear, sejam iy, ...,7; € I, distintos dois-a-dois, e sejam aq,...,a; € R tais que
aym;, + -+ + aym;, = 0. Por (a), concluimos que agsm;, = 0 para qualquer 1 < s < t. Sendo

assim, as € Anng(m;,) e, portanto, (b) implica que as = 0 para qualquer 1 < s < ¢. OJ
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1.3.6. PROPOSIGAO (Extensao R-linear). Seja L um R-mddulo livre com base B. Entao, para
qualquer R-modulo M e qualquer aplicacao o: B — M, existe um e um s6 R-homomorfismo

w: L — M tal que p(b) = a(b) para qualquer b € B.

Demonstracao. FExercicio. Il

1.3.7. PROPOSICAO. Para qualquer R-mddulo M, existe um R-mddulo livre L e um R-epimortfis-

mo w: L — M. Em particular, qualquer R-maodulo € quociente de um R-mddulo livre.

Demonstrac¢ao. Escolhemos um conjunto de geradores S = {mi: 1 €1 } de M (em tltimo
caso, podemos tomar S = M) e consideramos o R-médulo livie L = R e a base canénica
B = {ei: 1 € I} de RD. E claro que a correspondéncia e; — m;, para i € I, define uma
aplicacao sobrejectiva de B em S que podemos estender R-linearmente (de modo natural) a um
R-epimorfismo 7: RY) — M.

Para a ltima asser¢ao, basta notar que M = Im(w) = L/ ker(r). d

1.3.8. Uma sequéncia (finita ou infinita) R-mdédulos e R-homomorfismos

Pr—1 (@)%
e My, M, My — -

diz-se ezacta em My, se ker(py) = Im(pg_1) e diz-se uma sequéncia exacta se for exacta em My,

para todo k, excepto no termo inicial ou no termo final.

Em particular, se M, M' e M" sao R-mdédulos, entao:
e Uma sequéncia 0 — M’ -2 M é exacta se e sé se ¢: M’ — M é um R-monomorfismo.
e Uma sequéncia M Yy M —5 0 é exacta se e 56 se Y: M — M" é um R-epimorfismo.

e Uma sequéncia 0 — M’ — M Yy M” — 0 6 exacta se e 86 se p: M — M é um
R-monomorfismo, 1: M — M"” é um R-epimorfismo e Im(p) = ker(v)).

1.3.9. Se M, M' e M" sao R-médulos, dizemos que uma sequéncia exacta
0— M 25 M -2 M —0
é cindivel se o submddulo N = Im(p) = ker(¢) de M é uma parcela directa de M, isto é, existe
N <r M tal que M = N @ N’. Notemos que, como ¢ é injectivo, M’ =g Im(p) = N, logo
Mg M+ N
(em que (m/,n’) € M'+ N’ corresponde a p(m') + n’ € M). Por outro lado, como 1 é
sobrejectivo,
M = Tm(1) 2 M/ker(t) = M/N = N
e, portanto, existe um R-isomorfismo 6: M — M’ + M" em que

O(p(m') +n') = (m',v(n)), m'e M', n' € N'.
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Além disso, ¢ facil verificar que
o=ty € O =mpynb;

aqui, tpy: M — M’ 4+ M” é a inclusao natural (dada pela correspondéncia m’ — (m/,0)
para m’ € M') e wym: M+ M” — M" é a projeccao natural (dada pela correspondéncia

(m/,m") — m” param’ € M'" e m" € M").

1.3.10. TEOREMA. Para qualquer sequéncia ezacta 0 —s M’ 25 M Y M —5 0 de R-

modulos, as afirmacoes sequintes sao equivalentes:
(a) A sequéncia 0 — M’ 5 M Ly M" — 0 ¢ cindivel.
(b) Existe um R-homomorfismo o: M — M’ tal que op = idy.
(c) Eziste um R-homomorfismo 7: M" — M tal que Y1 = idp».
Nesta situacao, tem-se

M =Tm(p) @ ker(o) = ker(v)) @ Im(1) =2 M' + M".

Demonstragao. (a) = (b),(c). Pelo que observamos acima, existe um R-isomorfismo 6: M —
M' + M" tal que
QQOZLM/ (§] 1/}:7TM//9.

Entao, (b) e (c) sdo verdadeiras com

0 = ’/TM/H e T = 9_1LM//.

(b) = (a),(c). Para qualquer m € M, temos
a(m — p(o(m)) = a(m) = (ap)(a(m) =0
(porque oy = idyy), logo m — p(a(m)) € ker(o), de onde se conclui que
M = ker(o) + Im(p).

Por outro lado, seja m € ker(o) NIm(p) e seja m’ € M’ tal que m = ¢(m’). Como m € ker(o),

obtemos
0 =o(m) = a(p(m’)) = (op)(m') = m’
e, portanto, m = p(m’) = 0. Segue-se que ker(o) N Im(p) = {0}, logo

M = ker(o) & Im(yp),
0 que prova (a).
Para provarmos (c), comecemos por considerar o R-homomorfismo 7': M — M" dado por
'(m) =m — ¢(a(m)), m € M.
Para qualquer m’ € M’, temos

('0)(m') = 7' (e(m')) = o(m’) = p(a(p(m))) = (m’) — o(m’) =0
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(porque o = idyp) e, portanto, ¢(m’) € ker(r'). Como tp: M — M" é sobrejectivo, temos
M" =TIm(2)), de modo que podemos definir a aplicagdo 7: M” — M por

T(¢(m)) =7'(m),  me M;

7 estd bem-definida porque, se m,n € M sao tais que )(m) = 1(n), entdo m —n € ker(y)) =

TIm () C ker('), logo 7/(m) = 7'(n). E claro que 7 é um R-homomorfismo que satisfaz
(r¢)(m) = 7'(m) = m —p(a(m)) =m = (po)(m),  meM
Por conseguinte, temos idy; = 71 + o e, portanto,
¥ =vidy = Y(T + o) =TV + Yoo = YTy

(porque ¥y = 0). Como 1) é sobrejectivo, resulta que ¥7 = idym: se m” € M”, temos

m” = 1(m) para algum m € M, logo

(¥7)(m") = (V1) (¥ (m)) = (Y1) (m) = ¢(m) = m".
Isto prova que (c) é verdadeira.
(¢) = (a),(b). Exercicio: a prova é analoga a (b) = (a),(c). O
1.3.11. PROPOSICAO. Se L é um R-mddulo livre, entdo qualquer sequéncia exacta

0— M —M-"5L-—0

de R-mddulos é cindivel.
Demonstracao. Seja B = {ei: 1€ ]} uma R-base de L. Como 7 ¢é sobrejectivo, para cada

i € I, existe m; € M tal que m(m;) = e;. Por extensao R-linear, existe um e um s6 R-

homomorfismo 7: L — M tal que
T(ei) = my, 1€1.

Como 7(7(e;)) = m(m;) = e; para todo ¢ € I, segue-se que 77 = idy, e, portanto, a sequéncia é
cindivel (pelo Teorema 1.3.10). O

1.3.12. COROLARIO. Para qualquer R-mddulo M, valem as propriedades sequintes:
(a) Se N <gr M € tal que M/N € livre, entao M =g N + (M/N).

(b) Se L é um R-mddulo livre e m: M — L € um R-epimorfismo, entao M =g ker(mw) + L.

Demonstracao. (a) Se M/N é livre, a sequéncia exacta
00— N—M-—M/N—0
¢ cindivel.

(b) Basta tomar N = ker(7) e aplicar (a) (porque L =g M/ ker(7)). d
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1.3.13. TEOREMA. Se D ¢ um anel de divisao, entdo qualquer D-mddulo € livre; mais precisa-

mente, se M é um D-maodulo, S é um conjunto de geradores de M e By C S, entao existe uma

base B de M tal que By C B C S.

Demonstracao. Seja M um D-moédulo arbitrario, seja & um conjunto de geradores de M e
seja By C S um subconjunto linearmente independente (permitimos que By = (). Aplicamos o

Lema de Zorn™ ao conjunto
Y= {B C S: B ¢ linearmente independente e By C B}

munido da ordem parcial dada pela inclusao; é claro que X # () (porque By € X). Se {BZ-: el }
¢ uma cadeia em 3, entdao a uniao (J,c; B; é um subconjunto linearmente independente de ¥ e,
portanto, qualquer cadeia em ¥ é majorada. Pelo Lema de Zorn, ¥ tem pelo menos um elemento
maximal, isto é, existe um subconjunto linearmente independente maximal B C S que contém
By. Verificamos que S C (B)p, de modo que M = (S)p C (B)p C M, logo M = (B)p e,
portanto, B é uma base de M. Seja m € S\ B. Uma vez que By C BC BU{m} C S, tem-se
BU{m} ¢ ¥ (porque B € ¥ é maximal) e, portanto, BU{m} ¢ linearmente dependente. Deste

modo, existem mq,...,m; € Bea,ay,...,a; € D, nao todos nulos, tais que
a1m1+~-+atmt+am:().

Se a = 0, entdo aymy + - -+ + a;my = 0 e, portanto, a; = --- = a; = 0 (porque my,...,my € B
sao linearmente independentes. Como isto nao pode acontecer, tem de ser b # 0, logo existe o

inverso a~! € D (porque D é anel de divisao). Por conseguinte,
v=at(aw) = —(a taymy + - +a taymy) € (B)p.
Como se queria. O

1.3.14. COROLARIO. Se D € um anel de divisao e M é um D-mddulo, entao:

(a) Qualquer subconjunto linearmente independente de M pode ser estendido a uma base
de M.

(b) Qualquer subconjunto linearmente independente mazimal de M € uma base de M.

(¢) Qualquer subconjunto de geradores minimal de M €é uma base de M.

Demonstracao. Exercicio. Il

1.3.15. Dizemos que um R-médulo P é um R-mddulo projectivo se, para quaisquer R-modulos
M e N, qualquer R-epimorfismo ¢: M — N e qualquer R-homomorfismo ¢: P — N, existe um
R-homomorfismo 0: P — M tal que ¢ = ¢0. Isto significa que, para quaisquer R-mdédulos M

) O Lema de Zorn afirma que: Se ¥ # () € um conjunto parcialmente ordenado no qual toda a cadeia tem

magjorante, entao X tem pelo menos um elemento mazximal.
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e N e qualquer R-epimorfismo ¢: M — N, a correspondéncia 6 — 0, para 6§ € Homg(P, M),

define uma aplicacao sobrejectiva
Y. Hompg(P, M) — Hompg(P, N).
1.3.16. TEOREMA. Para qualquer R-mddulo P, as afirmacoes sequintes sao equivalentes:
a) P € projectivo.
b) Qualquer sequéncia exacta 0 — K M Y5 P — 0 de R-médulos ¢ cindivel.
(¢c) Eziste um R-mddulo Q tal que P+ Q € um R-mddulo livre.
)

(d) Para quaisquer R-mddulos M e N e qualquer R-epimorfismo ¢: M — P, a corre-
spondéncia 6 +— Y0, para 0 € Hompg(P, M), define uma aplicagao sobrejectiva
Y. Homg(N, M) — Homg(N, P).

Demonstracao. (a) = (b). Como P é projectivo, existe um R-homomorfismo 6: P — M tal
que idp = ¥0 e, portanto, pelo Teorema 1.3.10, a sequéncia 0 — K —— M P04

cindivel.
(b) = (c). Pela Proposicao 1.3.7, existe uma sequéncia exacta
0 — ker(nr) — L —"—P —0

onde L é algum R-mddulo livre. Por (b), esta sequéncia é cindivel, o que implica que L =25 P+Q

em que @ = ker(m).

(c) = (d). Seja @ um R-mddulo tal que P+ @' é um R-médulo livre. Sejam M um R-mddulo
e f: M — P um R-epimorfismo. Definamos ¢': M + Q — P + Q por

Y'(m,q) = (¥(m),q), meM, qeQ.
E claro que 1’ é sobrejectivo, logo existe uma sequéncia exacta
0 — ker(¢)) — M+ P 5 P+Q— 0.

Como P + @ é livre, esta sequéncia é cindivel (pela Proposi¢ao 1.3.11) e, portanto, existe um
R-homomorfismo 7: P+ Q — M + Q tal que ¢'7 = idpiq.

Agora, seja N um R-médulo arbitrario. Entao, a correspondéncia ¢ — 1’¢ define um aplicacao
sobrejectiva 1, : Hompg(N, M + Q) — Hompg(N, P + Q): de facto, se »: N — P+ @Q é um
R-homomorfismo, entao, 7¢0: N — M + @ é um R-homomorfismo tal que

(W) =idpig = 1.

Para terminar, seja 7: N — P um R-homomorfismo qualquer e consideremos o R-homomorfismo
7': N — P + () definido por
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assim, 7" = tp7 onde tp: P — P+(Q é a inclusao natural (dada pela correspondéncia p — (p,0)
para p € P) Pelo acabdmos de observar, existe um R-homomorfismo ¢': N — M + @ tal que
0" = +'¢’. Considerando as projeccoes naturais my: M +Q — e wp: P+ Q — P, observamos
que Ymy = wpy)' e, portanto, pondo 6 = ¢, obtemos um R-homomorfismo 6: N — M tal

que

PO = (') = (Yra)d' = (npy’)¢’ = mp(¢'¢)

= 7pT = 7p(1pT) = (7pLp)T =idpT =7
(uma vez que mpLp = idp). Por conseguinte, temos 7 = 1, (), provando que
¥, Hompg(N, M) — Hompg(N, P)
é sobrejectiva.

(d) = (a). Dados quaisquer R-médulos M e N e qualquer R-epimorfismo ¢: M — N, hd que

provar que a aplicacao
¥ Hompg(P, M) — Hompg(P, N)
¢é sobrejectiva. Comecemos por considerar uma sequéncia exacta
0—K-—L-"5P—0
onde L é um R-mddulo livre. Por (d), existe um R-homomorfismo 7: P — L tal que
idp = m.(7) =77,

Seja ¢p: P — N um R-homomorfismo arbitrario. Seja B = {ei: 1€ I} uma R-base de L e,
para cada i € I, consideremos a imagem (p7)(e;) € N. Como ¢: M — N é sobrejectivo, para
cada i € I, existe m; € M tal que ¥(m;) = (¢m)(e;) e, portanto, por extensao R-linear, existe

um e um s6 R-homomorfismo o: L — M tal que
o(e;) =my, tel.
Como (¢o)(e;) = (m;) = (¢m)(e;) para todo i € I, concluimos que
Yo = @T.
Pondo 0 = o1, deduzimos que
i(0) =8 = o1 = b = pidp = ¢,
0 que prova que 1, € sobrejectiva. Il

1.3.17. COROLARIO. Qualquer R-mddulo livre € projectivo.
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1.4. Condicoes de cadeia

1.4.1. Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado (I', <) satisfaz:

e a condicao de cadeia ascendente se qualquer cadeia ascendente z; < xo9 < 23 <

. em

' é estaciondria (isto é, existe n € N tal que z,, = 41 = ...).

e a condicao de cadeia descendente se qualquer cadeia descendente x1 > 19 > x3 > ...

em I" é estaciondria (isto é, existe n € N tal que =, = z,11 = ...).

1.4.2. TEOREMA. Se (I', <) qualquer conjunto parcialmente ordenado, entdo:

(a) (I, <) satisfaz a condi¢ao de cadeia ascendente se e sd se qualquer subconjunto nao-

vazio de I tem pelo menos um elemento maximal.

(b) (T, <) satisfaz a condi¢do de cadeia descendente se e sé se qualquer subconjunto ndo-

vazio de I tem pelo menos um elemento minimal.

Demonstracdo. Exercicio. O

1.4.3. Seja M um R-médulo (esquerdo ou direito) e denotemos por Sub(M) o conjunto dos

submoédulos de M parcialmente ordenado com respeito a inclusao. Dizemos que:
e M é noetheriano se Sub(M) satisfaz a condi¢ao de cadeia ascendente.

e M ¢é artiniano se Sub(M) satisfaz a condi¢ao de cadeia descendente.

1.4.4. TEOREMA. Um R-moddulo M € noetheriano se e so se qualquer submddulo de M €

finitamente gerado.

Demonstracao. (=) Seja N <gp M e consideremos o subconjunto
I'={N' <z N: N’ ¢ finitamente gerado }

de Sub(M). T é nao-vazio (porque {0} € I'), logo tem pelo menos um elemento maximal N’.
Se N' # N, existe n € N \ N’ e podemos formar N+ Rn <g N. E claro que N’ + Rn ¢é
finitamente gerado, logo N’ + Rn € I', o que contraria a maximalidade de N’. Sendo assim,

N" = N e, portanto, N é finitamente gerado.

(<) Seja N; € Ny C N3 C ... uma cadeia ascendente em Sub(M) e seja N = (J,oy V. B
claro que N <p M, logo N ¢ finitamente gerado. Se {nq,...,n;} é um conjunto de geradores

de N, tem de existir » € N tal que ny,...,n; € N, e, portanto,
N ={(ny,...,n;) C Ny, C N, s>

Segue-se que N7 C Ny C N3 C ... é estacionaria e, portanto, M é noetheriano. O
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1.4.5. Dizemos que R é um anel noetheriano a esquerda se o R-modulo regular esquerdo rR é

noetheriano; assim sendo, as condigoes seguintes sao equivalentes:
e R é noetheriano a esquerda;
e todo o ideal esquerdo de R é finitamente gerado;
e qualquer familia de ideais esquerdos de R tem pelo menos um elemento maximal.

De maneira analoga, dizemos que R é um anel noetheriano a direita se o R-mddulo regular

direito Rr é noetheriano; assim, as condigoes seguintes sao equivalentes:
e R é noetheriano a direita;
e todo o ideal direito de R é finitamente gerado;
e qualquer familia de ideais direitos de R tem pelo menos um elemento maximal.

Finalmente, dizemos que R é um anel noetheriano se R é noetheriano a esquerda e a direita.

1.4.6. Dizemos que:
e R éum anel artiniano a esquerda se o R-moédulo regular esquerdo gz R ¢é artiniano.
e R é um anel artiniano a direita se o R-mdédulo regular direito Ry é artiniano.

e R éum anel artiniano se R é artiniano a esquerda e a direita.

1.4.7. PROPOSIGAO. Se M ¢ um R-mddulo e N < M, entao:
(a) M € noetheriano se e sé se N e M/N sao noetherianos.

(b) M ¢ artiniano se e s6 se N e M/N sdo artinianos.

Demonstracao. (a) (=) Se N’ <g N, entao N’ <p M, logo N’ é finitamente gerado (porque
M é noetheriano). Pelo Teorema 1.4.4, segue-se que N é noetheriano. Por outro lado, os
submédulos de M/N sao da forma M'/N onde N <p M’ <gp M; como M’ é finitamente
gerado (porque M é noetheriano), também M’'/N é finitamente gerado. Pelo Teorema 1.4.4,

segue-se que M /N é noetheriano.

(<) Supomos que N e M/N sao noetherianos. Seja N’ <p M e consideremos (N’ + N)/
N <g M/N. Como M/N ¢é noetheriano, (N’ 4+ N)/N ¢ finitamente gerado e, portanto, como
(N'"+ N)/N = N'/(N'N N), também N'/(N'N N) é finitamente gerado, pelo que existem
ny,...,n. € N’ tais que {n}) + (N'NN),...,n. + (N' N N)} é conjunto de geradores de N’/
(N'"' N N). Por outro lado, como N é noetheriano, N' N N <p N ¢ finitamente gerado e,
portanto, existem nq,...,ngs € N'NN tais que {ny,...,ns} é conjunto de geradores de N'N N.
Para terminar, é facil concluir que {n},...,n.,ny,...,ns} é conjunto de geradores de N'. Pelo

Teorema 1.4.4, segue-se que M é noetheriano.

(a) estd provada. O argumento para provar (b) é inteiramente analogo. O
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1.4.8. COROLARIO. Sejam {MZ 1€ [} uma familia de R-mdédulos e M = ,.; M;.

(a) Se M € noetheriano (resp., artiniano), entdo M; é noetheriano (resp., artiniano) para
todo i € 1.

(b) Se I € finito e M; € noetheriano (resp., artiniano) para todo i € I, entao M é noethe-

riano (resp., artiniano).

Demonstracao (caso noetheriano). (a) Para cada ¢ € I, consideramos a projec¢ao canoénica
mi: M — M;, de modo que M; =2r M/ker(m;). Como M é noetheriano, a Proposi¢ao 1.4.7

assegura que M; é noetheriano.

(b) Sem perda de generalidade, tomamos I = {1,...,n}. Fazemos inducdo sobre n. A
afirmacao é ébvia quando n = 1. Supomos que n > 2 e observamos que M =p M; & M’
onde M' = My@®---& M,. Por hipdtese de inducao, sabemos que M’ é noetheriano; além disso,
por hipdtese M; também é noetheriano. Como M; =g M/M', M /M’ também é noetheriano

e, portanto, M é noetheriano (pela Proposi¢ao 1.4.7). OJ

1.4.9. COROLARIO. Seja M é um R-mddulo.

(a) Se R ¢é anel noetheriano a esquerda (resp., a direita) e M € finitamente gerado, entdo

M € noetheriano.

(b) Se R ¢ anel artiniano a esquerda (resp., a direita) e M € finitamente gerado, entio M

€ artiniano.

Demonstra¢io. (a) Como M é finitamente gerado, existe um R-epimorfismo m: R™ — M.
Pelo Coroléario 1.4.8(b), o R-médulo (esquerdo) R™ é noetheriano (porque pR é noetheriano)

e, portanto, M = R™ /ker(r) também é noetheriano.
(b) Analoga. d
1.4.10. Seja M um R-médulo. Dizemos que um submédulo N <gp M é trivial se N = {0} ou

N = M; no caso contrério, dizemos que N é ndo-trivial. Além disso, se N <pr M e N # M,

dizemos que N é um submaddulo proprio de M.

Dizemos que M é um R-mddulo simples se M # {0} e se M nao contém submdédulos préprios
nao-triviais; por outras palavras, um R-mdédulo ndo-nulo M é simples se e s6 se {0} e M sao

0s Unicos submoédulos de M.

Um submédulo N <p M diz-se um submddulo maximal se N # M se nao existe N’ <p N tal
que N C N’ C M; por outro lado, N <r M diz-se um submddulo minimal se N # M se nao
existe N’ <g N tal que {0} C N’ C N.

E claro que:

e Um submédulo N <p M é maximal se e s6 se M /N é um R-médulo simples.
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e Um submoédulo N <z M é minimal se e s6 se N é um submddulo simples de N.
Por outro lado, do Teorema 1.4.2 resulta imediatamente que:
e Qualquer R-moédulo noetheriano nao-nulo contém pelo menos um submaédulo maximal.
e Qualquer R-médulo artiniano nao-nulo contém pelo menos um submoédulo minimal.
1.4.11. Seja M um R-modulo. Dizemos que uma cadeia de submaédulos
M=»My2M?2...2M,={0}

é uma série de composi¢ao de M se, para qualquer 1 < i < n, o R-médulo quociente M; 1 /M; é

simples; dizemos que n é o comprimento da série (ou mais geralmente, da cadeia) considerada.

Dizemos que um R-médulo M’ é um factor de composicao de M se existe uma série de com-
posicao M = My 2 My 2 ... 2 M, = {0} de M tal que M’ = M,; 1/ M, para algum 1 < i <n.

1.4.12. LEMA. Se um R-mddulo M admite uma série de composi¢cao com comprimento n, entao
qualquer cadeta de submodulos de M tem comprimento < n.
Demonstracao. Fazemos inducao sobre n. Se n = 1, entao M é simples e, portanto, nao pode

admitir cadeias de submodulos com comprimento > 2.

Suponhamos que n > 2 e que o lema é verdadeiro para todos os R-mddulos que admitem séries

de composicao com comprimento < n — 1. Seja
M =DM, M 2...2M,={0}

uma série de composigdo de M (com comprimento n) e consideremos o submoédulo (simples)
N = M,,_1 e o R-médulo quociente M/N. Entao,

M/N 2 My/N 2 ...2 M, /N = {0}

¢ uma série de composi¢do de M /N com comprimento n — 1; notemos que, para qualquer
1 S ) S n — 1, (Mz_l/N)/(MZ/N) gR Mi—l/Miy pelo que (Ml_l/N)/(MZ/N) ¢ um R-médulo
simples. Por hipétese de indugao, qualquer cadeia de submédulos de M /N tem comprimento
<n-—1.

Agora, seja M = Ny 2 Ny D ... 2 N, = {0} uma cadeia de submédulos de M (com compri-

mento 7) e consideremos a cadeia
M=Ny+NDON;+ND...ON,+N DN ={0}.

Para cada 1 <i<n, ;NN <g N, logo N;N N ={0} ou N;N N =N (porque N é simples),
ou seja, ;AN = {0} ou NC N;. Set= maX{l <i<r:NC Ni}, entao a cadeia acima é

M=Ny2N2...2N, 2Ny +ND...ON,+N2N D {0}

Para qualquer t + 1 <17 < r, tem-se

(Nic1 + N)/(Ni + N) = [Nicy + (N; + N)|/(N; + N) =g Ni—1/[Ni1 0 (N; + N)].
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Como N;_1N(N;+ N) = N;+ (N;,_1 N N) (porque N; C N;_1) e N;_; NN = 0, concluimos que
Ni—1 N (N; + N) = N; e, portanto, (N;—1 + N)/(N; + N) =Zr N;_1/N; é nao-nulo sempre que
¢t >1t+4+ 1. Assim, N; + N C N;_; sempre que ¢ >t + 1 e, portanto, a cadeia acima vem

M=Ny2N2...2N; DNy + NDONyys+ N2 ...ON,+ N 2N 2 {0}

(podendo eventualmente ser N; = Ny 1+ N); notemos que (N,+N)/N =r N,./(N,NN) =g N.

Esta cadeia determina a cadeia
M/N 2D N/N2...2N/NDO(Ny1+N)/ND...D (N, +N)/N 2 {0}

de submédulos de M/N e tem comprimento s € {r — 1,r}. Por indugao, concluimos que

s <n—1 e, portanto, r < n como queriamos. U

1.4.13. LEMA. Se um R-maodulo M admite uma série de composi¢ao com comprimento n, entao
qualquer série de composicao de M tem comprimento n e qualquer cadeia de submodulos de M

pode ser refinada a uma série de composicao.

Demonstracao. E uma aplicacao facil do Lema 1.4.12. O

1.4.14. No caso em que um R-médulo M admite uma série de composicao, definimos o com-
primento de M, que denotamos por {x(M), como sendo o comprimento de qualquer série de
composicao de M. No caso contrario, em que um R-moédulo M nao admite séries de composicao,

dizemos que M tem comprimento infinito e definimos ¢(M) = oc.

1.4.15. TEOREMA. Se M € um R-mdodulo, entao M admite uma série de composicao se e so se

M € noetheriano e artiniano.
Demonstra¢ao. (=) Supomos que M admite uma série de composigdo com comprimento
n € N.

Para provar que M é noetheriano, seja M; C My C Mj. .. uma cadeia ascendente de submédulos

de M. Entao, para todo t € N, a cadeia
M>DM,2>M_2...2M 2{0}
tem comprimento < n, pelo que a cadeia dada tem de ser finita, logo estacionaria.
Analogamente se prova que M é artiniano.
(<) Consideramos o conjunto
Y= {N <r M: N admite uma série de Composi(;éo}.

Temos {0} € ¥ e, portanto, ¥ # (). Como M é noetheriano, 3 tem pelo menos um elemento

maximal; seja N este elemento. Entao, N admite uma série de composi¢ao

N2DON D...2N, ={0}.
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Supomos que N # M e consideramos o conjunto
' ={N' <pg M:NCN'}

Como M € Y/, temos ¥/ # () e, portanto, como M ¢ artiniano, ¥’ tem um elemento minimal;
seja N’ este elemento. E facil justificar que o R-médulo N’ /N é simples: se N” <p M é tal
que N C N” C N’ entdao N” € ¥ e, portanto, N’ = N’ (pela minimalidade de N’). Assim,

N 2ON2DN, 2...2 N, ={0}

é uma série de composicao de N’ e, portanto, N’ € X, contradizendo a maximalidade de N € X..

Por conseguinte, N = M, o que termina a demonstracao. U

1.4.16. PROPOSIGAO. Se V' € um espago vectorial sobre um corpo k, as condi¢oes sequintes sao

equivalentes:

V' € noetheriano.

Nestas condigoes, tem-se (V) = dimg (V).

Demonstracao. Provamos as implicagoes seguintes

(a) <= (c) = (b)

— (¢) =
(d)
(c) = (a),(b). E consequéncia do Teorema 1.4.15.
(d) = (c¢). Sen =dimg(V) e {vy,...,v,} é uma base de V, entdo

V = <'U17--~7Un>k 2 <U1,...,Un,1>k 2 2 <U1>]k 2 {0}

¢ uma série de composicao de V' e, portanto, (V) = n = dimy (V).

(a) = (d). Se V é noetheriano, entdao V' é finitamente gerado (pelo Teorema 1.4.4) e, portanto,
dimg (V) < o0.

(b) = (d). Suponhamos que dimg(V) = oo e seja {e;: i € I} uma base de V onde I ¢ um

conjunto infinito. Seja J = {Zn n e N} um subconjunto infinito numeravel de I. Se
Vi={(ei:i € J\{ir,... in}),, n €N,

entao

VOVi2Vh2V2...



1.4. CONDICOES DE CADEIA 34

¢ uma cadeia descendente nao-estacionéaria de subespacos vectoriais de V' e, portanto, V nao é

artiniano. O

1.4.17. TEOREMA (Jordan-Hélder). Seja M um R-mddulo que admite uma série de composi¢ao.
Se

M =My 2 M 2...2 M, =/{0} e M=M,2M 2. 2M ={0}

sdo séries de composicao de M, entdo existe uma permutacio o € S, tal que

Mi_l/Mi gR Mc;‘(z)fl/Mé'(lw 1 S 1 S n.

Demonstra¢ao. Fazemos indugao sobre n = (r(M).
Se M; = Mj, o resultado segue-se por indugao.

Suponhamos que M; # M{. Como M; é um submédulo maximal de M, tem de ser
M, +M; =M
e, portanto,
M/My =g M{/(M; N M) e M/M{ =g My /(M] N M),

de modo que M; N M é um submddulo maximal de M; e de M| (porque M /M, e M/M] sao

simples). Seja
(M M) = MY D MY D D MY = {0)

uma série de composicao de My N M]. Entao,

M2 My 2 (M M) = MY 2 MY 2 ... 2 M = {0}

M2 M2 (M AM) =My 2 M 2.2 M = {0}
sao séries de composicao de M, logo t = n — 2. Por inducao, existe ¢’ € S,, tal que
Mifl/Mi %’R Mé.//(i)_l/Mg/(i), 2 < 1 < n,
e existe o’ € S, tal que

M, /M =g (;/”(i)—l/M:r/”(z’)a 2<i1<n.

O resultado segue-se. O

) Ao longo do curso, denotamos por S,, o grupo simétrico constituido por todas as permutacoes do conjunto
[n] ={1,2,...,n}. Mais geralmente, para qualquer conjunto X, denotamos por Sx o grupo simétrico constituido

por todas as permutagoes do conjunto X.
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1.5. Mddulos indecomponiveis. Teorema de Krull-Schmidt.

1.5.1. Dizemos que um R-médulo M é indecomponivel se M # {0} e {0} e M sdo as tnicas

parcelas directas de M isto é, se, para quaisquer M, My <gp M,
M=Mo®M = (M ={0} ou Mi=M).

1.5.2. TEOREMA. Seja M um R-mddulo artiniano, entao existem submodulos indecomponiveis
Ny,...,N; <g M tais que M = N1 @® --- B N;.

Demonstracao. Seja > o conjunto de todos os submddulos nao-nulos de M que nao podem ser
expressos como soma directa finita de submddulos indecomponiveis. Suponhamos que X # ().
Entao, pelo Teorema 1.4.4, ¥ tem um elemento minimal M’. Como M’ € ¥, temos M’ # {0}

e, além disso, M’ nao pode ser indecomponivel. Sendo assim, existem M, My <g M’ tais que
M' = M, & M,.

Por minimalidade de M’, temos M;, M, ¢ ¥ e, portanto, existem submddulos indecomponiveis
Ni,...,N. <gp M e N/, ...,N! <g M, tais que

My =N, & -®N/ e My=N/&---® N/
Segue-se que
M =N & --®N ®&N/®---® N/,

uma contradicao. O

1.5.3. LEMA. Seja M um R-mddulo indecomponivel. Seja N # {0} um R-mddulo qualquer e
suponhamos que existem um R-monomorfismo 6: N — M e um R-epimorfismo w: M — N

tais que m0: N — N é um R-automorfismo. Entao, 0 e m sao R-isomorfismos.

Demonstra¢ao. Provamos que M = ker(m) @ 6(N).

Se m € M, entdo existe n € N tal que m(m) = (70)(n) = 7(0(n)), logo m — 0(n) € ker(w) e,
portanto, m = (m—60(n))+6(n) € ker(r)+0(N). Segue-se que M C ker(m)+60(N) e, portanto,

M = ker(m) + 6(N).

Por outro lado, se m € ker(m) N O(N), entdo w(m) = 0 e existe n € N tal que m = 6(n),
de modo que 0 = w(m) = w(f#(n)) = (78)(n); como 7 é injectivo, concluimos que m = 0 e,
portanto,

ker(m) N O(N) = {0}.

Como M ¢é indecomponivel, concluimos que ker(w) = {0} (e 6(N) = M) ou O(N) = {0}
(e ker(m) = M). Como 7w(8(N)) = (70)(N) = N # {0}, ndo pode ser §(N) = {0}, logo
ker(m) = {0} e M = 6O(N). O
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1.5.4. LEMA. Seja M um R-mddulo noetheriano e artiniano e sejam 7,...,7, € Endgr(M)
tais que T = T + -+ + 7, € um R-automorfismo. Se M € indecomponivel, entdio T; € um

R-automorfismo para pelo menos um 1 <1i < n.

Demonstragao. Comecamos por considerar o caso n = 2. Seja 7 =7, + Ty e sejam 0y = 77

e 0y = 77}, de modo que

o1+ 09 = (11 + 7'2)7'_1 =771 =id,,.

Provemos que oy e 0y sdo R-automorfismos de M (de onde resulta que 7, e 7 também o sao).

Como o9 = idy; —0oq, temos
0109 = O'l(idM —0'1) =01 — (0'1)2 = (ldM —0'1)0'1 — 0201

e, portanto,

idy = (01 +09)" = D;m (7{?) (o) (og)™ 7k, m € N.
Se 01 e 0y sao nilpotentes, isto é, se existem my, mgy € N tais que (01)™ = 0 e (02)™ = 0,
entao idy = (07 + 09)™ ™2 = 0, 0 que nao pode acontecer. Assim, pelo menos um dos R-
endomorfismos o; ou 03 nao é nilpotente. Suponhamos que o7 nao é nilpotente e provemos que

o1 ¢ um R-automorfismo.

Para cada r € N, seja
N, ={me M: (o1)"(m) =0}.
Deste modo, obtemos cadeias

Ny C Ny CN;C--v e M 2oy (M) 2 (07)*(M) 2 (01)* (M) D -+

de submoédulos de M. Como M é noetheriano e artiniano, qualquer uma destas cadeias é

estaciondaria e, portanto, existe m € N tal que

N =Npi1 =Nppz=--- e (01)"(M) = (00)"" (M) = (00)""*(M) =

™ e observemos que m # 0 porque o; nao é nilpotente. Além disso, seja

Ponhamos 7 = (o)
N = w(M) e consideremos a inclusao (y: N — M. Com vista a aplicarmos o Lema 1.5.3,

provemos que ™ = mty ¢ um R-automorfismo de N = w(M). Ora, temos
7(N) = a(m(M)) = 7*(M) = (01)""(M) = (01)™(M) = (M) = N

e, portanto, m: N — N é sobrejectivo. Por outro lado, se m € M é tal que w(mw(m)) = 0,
entao (01)*™(m) = 0, logo m € Ny,, = N,, e, portanto, m(m) = (o1)™(m) = 0. Segue-se que
m: N — N ¢ injectivo e, portanto, ¢ um R-automorfismo de N. Pelo Lema 1.5.3, concluimos
que M = n(N) =N =n(M) e que 7: M — M é um R-automorfismo. Como 7 = (oq)™, é

claro que o; também é um R-automorfismo de M, como se queria.

Finalmente, suponhamos que n > 3. Pondo 7 = 7, + (12 + - - - + 7,), 0 que acabamos de provar

garante que 7, ou T + - -+ + 7, € um R-automorfismo de M. No primeiro caso, nao ha mais
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nada que provar; no segundo, procedemos recursivamente para concluir que existe 2 <1 < n

tal que 7; é um R-automorfismo. U

1.5.5. TEOREMA (Krull-Schmidt). Seja M um R-mddulo noetheriano e artiniano e suponhamos

que
M=N1@~~EBNT:N{@~~@N;

onde Ny,...,N, <p M e N{,...,N. <gp M sao submddulos indecomponiveis. Entdao, r = s e

existe uma permutacao o € S, tal que
NZ/ gR No‘(i)7 1 SZS’F
Demonstra¢ao. Procedemos por inducao sobre r. O resultado é trivial para r = 1; assim,

suponhamos que ¢ verdadeiro para todos os R-moédulos que admitem uma decomposi¢ao em

soma directa de ' < r submdédulos indecomponiveis.

Para cada 1 <7 < recadal < j < s, sejam m;: M — N; e 79: M — N; as projecgoes

asosociadas as decomposicoes dadas. Entao,

~

7T¢7Ti/:7T-7T;-/:O, 1<i#i<r 1<j#j <s.

<

Sendo assim, temos
: / / / /
m =midy =m(my + -+ 7)) =may+ -+ mm,
e, portanto,
dy, =71+ 47

onde 7; = (m7})n, € Endg(N;) para 1 < j < s; notemos que (71)n, = idy,. Como idy, é um
R-automorfismo, o Lema 1.5.4 garante que existe 1 < j < s tal que 7; é um R-automorfismo
de N;. Sem perda de generalidade, suponhamos que j = 1, isto é, 7y é um R-automorfismo de
N;. Como 11 é a composicao

Ny = NT ™ N
concluimos que 71: Ny — Ny é um R-monomorfismo e 7m;: N; — N; é um R-epimorfismo, de

modo que, pelo Lema 1.5.3, m}: Ny — N e my: N — N; sao R-isomorfismos.

De seguida, provamos que a soma M’ = N{ + Ny +---+ N, é directa. Para isso, sejam n} € V]

en; € N;, para 2 < i < r, tais que
ny+ng+---+n, =0.

Entao,

0 =m(0) = m(n}) + m(ng) + - + m(n,) = m1(n})
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e, portanto, nj = 0 (porque m: N; — N; é um R-isomorfismo). Segue-se que ny+---+n, =0,

logo nyg = -+ =n, =0 (porque a soma Ny + --- + N, = 0 é directa). Em conclusao,
M =N &Ny & -+ N,,
como se queria. Agora, seja
0 =mim +m+ -+ 7 € Endg(M).

E fécil verificar que 6 é um R-monomorfismo e que (M) = M’; além disso, O(Ny) = NI.

Provemos que, de facto, M’ = M. Para isso, a cadeia de submdédulos
M2O(M)26*(M)2D -
é estacionaria (porque M é artiniano) e, portanto,
0" (M) = 0" (M) = 0" (M) = - -

para algum t € N. Sendo assim, para cada m € M, existe m’ € M tal que 6'(m) = 671 (m’),
pelo que 6'(m — 6(m')) = 0 e, portanto, m = 6(m’) (porque 6 é injectivo). Daqui, resulta que
M = 0(M) = M’', como se pretende.

Deste modo, construimos um R-automorfismo §: M — M tal que (N;) = N;. Por conseguinte,

obtemos
M=0(M)=0N)BON:)D---®O(N,) =N, ®ON2) B ---DO(N,).
Como M = N{ & N, & --- & N., concluimos que
O(No)®--- B O(N,) =Ny ---® N,

de modo que, por hipétese de indugao, s — 1 = r — 1 e existe uma permutagao 7 de {2,...,r}
tal que

O resultado segue-se. O
1.5.6. COROLARIO. Seja M um R-mddulo noetheriano e artiniano e suponhamos que
M et Ml @ e @ Mt

onde My,..., M, <gr M sao submodulos indecomponiveis. Se N <gr M ¢é uma parcela directa

de M, entao existem 1 < 1q,...,4, <t tais que

N=gM;, & DM,

g

Demonstracao. Como N é parcela directa de M, existe N’ <z M tal que M = N @& N’. Como
M é artiniano, também N e N’ sdo artinianos e, portanto, existem submédulos indecomponiveis
nao-nulos Ny,..., N, <g N e N{,..., N <g N’ tais que

N=N,&---@&N, e N =N/ @®---® N,
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de maneira que M = N1 @& --- @& N, & N{ @& --- & N.. Pelo Teorema de Krull-Schmidt, temos

t =1+ s e, amenos de R-isomorfismo,
{My,....,. M} ={Ny,...,N.,N{,...,N.}.

o que termina a demonstracao. U



