CAPITULO 2

Anéis semisimples

Neste capitulo, estudamos a classe importante dos anéis semisimples. Comegamos por estudar
as propriedades fundamentais dos anéis semisimples e terminamos com a demonstracao do
Teorema de Wedderburn-Artin que descreve “completamente” a estrutura deste tipo de anéis.
Ha varias abordagens ao estudo dos anéis semisimples. Aqui, usamos a linguagem “moderna”
da teoria dos modulos. Um dos nossos objectivos principais é aplicar esta teoria ao estudo das

representagoes de grupos (finitos) e, mais geralmente, de dlgebras de dimensao finita.

Ao longo deste capitulo, salvo mencao em contrario, R denota um anel arbitrario.

2.1. Moédulos e anéis semisimples

2.1.1. Se M é um R-modulo, dizemos que M é um R-mddulo semisimples se, para qualquer
N <gr M, existe N' < M tal que M = N & N'.

E claro que qualquer R-mdédulo simples é semisimples e, também, indecomponivel (o reciproco

nao é necessariamente verdadeiro).

2.1.2. PROPOSIGAO. Qualquer R-mddulo simples M € ciclico, isto €, existe 0 £ m € M tal que
M = Rm.

Demonstra¢ao. Se 0 # m € M, entao Rm <r M é nao-nulo, logo Rm = M (porque M é
simples). O
2.1.3. PROPOSICAO. Se M é um R-mddulo simples e m € M ¢é tal que M = Rm, entdao

Anng(m) é um ideal esquerdo maximal de R.

Demonstra¢ao. Tem-se Rm =p R/ Anng(m), de modo que Anng(m) e R sdo os tnicos ideais
esquerdos de R que contém Anng(m) (pelo Teorema 1.2.11 uma vez que M ¢é simples). O

resultado segue-se porque Anng(m) # R (caso contrario, M = {0}). O

2.1.4. TEOREMA (Lema de Schur). Se M ¢ um R-mddulo simples, entao:
(a) Endr(M) € um anel de divisdo.

(b) Para qualquer R-mddulo simples N, Homg(M, N) # {0} se e sé se N =Zr M.

40
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Demonstracao. (a) Se 0 # ¢ € Endg(M), entdao Im(p) # {0} e ker(p) # M, logo Im(p) =
M e ker(p) = {0} (porque M é simples e Im(p),ker(p) <gp M). Sendo assim, qualquer R-

endomorfismo nao-nulo de M ¢é invertivel, o que significa que Endg(M) é um anel de divisao.

(b) O argumento usado em (a) pode ser imitado para provar que, se N é um R-médulo simples,

entao qualquer homomorfismo a: M — N é invertivel. O

2.1.5. LEMA. Se M € um R-mddulo semisimples e N <r M, entio os R-mdédulos N e M /N

sao semisimples.

Demonstracao. Seja N' <p N. Como M é semisimples, existe M" <p M tal que M =
N’ @ M". Tomando N” = M" N N, obtemos N = N’ & N” (exercicio).

Um submédulo de M /N é da forma M'/N em que M’ <p M e N C M'. Como M é semisimples,
existe M" <p M tal que M = M’ & M", de modo que M/N = (M'/N) & ((M" + N)/N)

(exercicio). O

2.1.6. LEMA. Se M # {0} € um R-mddulo semisimples, entao existe um submddulo simples

N <z M.

Demonstracao. Seja 0 £ m € M e consideremos o submédulo Rm <g M. Pelo lema anterior,
Rm é um R-médulo semisimples, de modo que, sem perda de generalidade, podemos admitir

que M = Rm. Usando o Lema de Zorn, concluimos que o conjunto
Y={N<pgM:m¢N}
tem pelo menos um elemento maximal; seja N este elemento. Como M é semisimples, existe
N’ < M tal que
M =N® N’
claramente, tem de ser N’ # 0. Provamos que N’ é simples.

De facto, se {0} # N” <p N’, entao N C N + N” (porque NN N" C NN N’ = {0}), logo
m € N + N” (pela maximalidade de N € ¥), logo

Rm <z N+ N'"<zp N+ N =M= Rm

e, portanto, N+ N" = N+ N’, de onde resulta que N” = N’ (porque N’ C N’ e a soma N + N’
é directa). d

2.1.7. LEMA. Seja M um R-mddulo e suponhamos que M =3 ._, M; onde {M;: i € I} é uma

familia de submddulos simples de M. FEntao, para qualquer N <gr M, existe um subconjunto
J C I tal que

M=Nao (EBM]-).

jed
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Demonstracao. Para simplificar, para qualquer J C I, escrevemos
My =) M;
jeJ
de modo que M = Mj.
Seja X o conjunto de todos os subconjuntos J C I tais que
NAM;={0} e M;=EPM,
jeJ
Como My = {0}, é 6bvio que () € ¥ (logo, ¥ é ndo-vazio). Com vista a aplicar o Lema de Zorn,

seja {I,: a € '} uma cadeia em X e justifiquemos que a uniao
I'=|J L
acl’

estd em Y.

Deixamos como exercicio a justificacao de que N N My = {0} e provamos que
My = M.
ier
Suponhamos que My # @, ., M;, de modo que existe i' € I' tal que My N Mgy # {0}. Seja
0#m € My N M. Entao, existem iq,...,7; € I' tais que
m=mq+...+my, 0#m; e M;,, 1 <i<Ht.

Como {I,: a € '} é uma cadeia, existe o € I tal que 7',1q,...,1; € I, e, portanto,
MIQI@Mi:Mi/EBMiI"'@Mit@( @ Mz)
i€la G€Ta\{@i1,..nyit)
(porque I, € ¥), o que contradiz a equagao acima. Segue-se que I’ € ¥ e, portanto o Lema de

Zorn garante que X tem pelo menos um elemento maximal; seja J C I este elemento.

Para terminar a demonstracao, provemos que

M=N+M;=N® <@Mj).

jes
Se M # N + M}, entao existe i € I tal que M; € N + M, logo M; £ N e M; € M;. Assim,
M;NN <g M; e, portanto, M; NN = {0} (porque M; é simples); analogamente, M;NM; = {0}.
Daqui resulta que, se J' = J U {i}, entao
NﬂMJ/:{O} (S MJ/:@M]'/7
jleJ’

logo J' € X, contradizendo a maximalidade de J.

A demonstragao esta completa. U
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2.1.8. TEOREMA. Para qualquer R-mddulo M, as afirmacgoes sequintes sao equivalentes.
(a) M € semisimples.
(b) M é soma de uma familia de submddulos simples.

(¢) M é soma directa de uma familia de submodulos simples.

Demonstragao. (a) = (b) Seja M’ <p M a soma de todos os submoédulos simples de M.
Como M é semisimples, existe M"” <p M tal que M =Zr M' & M". Se M" # 0, o Lema 2.1.6
garante que M” tem um submddulo simples N. Mas, por escolha de M’, tem de ser N <g M’,

uma contradicao. Por conseguinte, M"” = 0 e, portanto M = M’.
(b) = (¢) Resulta imediatamente do lema anterior, tomando N = {0}.
(¢c) = (a) Resulta imediatamente do lema anterior. O

2.1.9. COROLARIO. Se M € um R-mddulo semisimples e N < M, entao N é simples se e s

se € indecomponivel.

Demonstracao. FExercicio. l

2.1.10. Dizemos que R é um anel semisimples a esquerda se o R-mddulo regular esquerdo rR
¢ semisimples; analogamente, dizemos que R ¢ um anel semisimples a direita se o R-modulo

regular direito R é semisimples.

Mais tarde, provaremos que estas duas nogoes sao equivalentes: R ¢é anel semisimples a esquerda
se e s0 se é semisimples a direita. Deste modo, faz sentido dizer que R é um anel semisimples

se R é anel semisimples a esquerda ou a direita.
2.1.11. PROPOSIGAO. Um anel R é semisimples (a esquerda) se e sd se
R=L,® --®&L,

para alguns ideais esquerdos minimais™ Ly,..., L, de R.

Demonstracao. Como R é anel semisimples, o Teorema 2.1.8 garante que
R=E ¢
iel
para alguma familia {£;: i € I} de submddulos simples de rR, isto é, de ideais esquerdos
minimais de R. Sendo assim, para estabelecer o resultado, basta provar que I é um conjunto

finito.

Como R =Y., L;, existe um subconjunto finito J C I tal que

12261]'

jeJ

i€l

)Um ideal esquerdo minimal de R é um ideal esquerdo £ # {0} tal que, se £’ C £ é um ideal esquerdo de
R, entao L' # {0} ou L' = £; dito de outro modo, £ é um submddulo simples do R-médulo regular R.
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onde a; € £; para j € J. Com vista a absurdo, suponhamos que I ¢ infinito e seja i € I\ J.

Para qualquer 0 # a € £;, temos

a:a-lzz:aajEZLj,

j€J jeJ
logo
a€L;n () L;)={0},
j€J
uma contradigao. U

2.1.12. COROLARIO. Qualquer anel semisimples (a esquerda) € noetheriano a esquerda e ar-

tiniano a esquerda.
Demonstra¢ao. Seja R um anel semisimples (a esquerda). Pela Proposigao 2.1.11, existem
ideais esquerdos minimais L4, ..., 4L, de R tais que

R=L,®---& L.

A cadeia

{0}§51ggl@LQQ...ng@...@,@t:R
¢ claramente uma série de composicao do R-médulo regular zrR, pelo que basta aplicar o
Teorema 1.4.15. O

2.1.13. TEOREMA. As afirmacoes sequintes sao equivalentes:
(a) R é um anel semisimples (a4 esquerda).
(b) Qualquer R-mddulo é semisimples.
(¢) Qualquer R-mddulo finitamente gerado é semisimples.
(d) Qualquer R-mdédulo ciclico é semisimples.

Qualquer sequéncia exacta 0 — M’ — M — M" — 0 de R-mddulos é cindivel.

)
)
)
)
)
f)

(e
(f) Qualquer R-mddulo é projectivo.

Demonstragao. As implicacoes (b) = (¢) = (d) = (a) sd@o triviais, a equivaléncia (b) < (e)
é clara e a equivaléncia (e) < (f) é aplicagdo imediata do Teorema 1.3.16.

Resta provar (a) = (b). Para isso, seja M é um R-médulo arbitrdrio. Supomos que gR é um

R-médulo semisimples, com vista a provar que M é semisimples. Para qualquer m € M, temos
Rm =g R/ Anng(m),

logo Rm é um R-mdédulo semisimples (pelo Lema 2.1.5) e, portanto, é uma soma de submédulos

simples (pelo Teorema 2.1.8). Sendo assim,

M:ZRm



2.1. MODULOS E ANEIS SEMISIMPLES 45

também é uma soma de submoddulos simples e, portanto, é semisimples (de novo pelo Teo-
rema 2.1.8). 0

2.1.14. TEOREMA (Maschke). Para qualquer grupo finito G, o anel de grupo RG é semisimples
(a esquerda) se e s6 se R € um anel semisimples (a esquerda) e |G|-1r € um elemento invertivel

em R.

Demonstragdo. (<) Admitimos que R é semisimples e que |G| = |G| - 1™ é invertivel em
R, com vista a provar que RG é semisimples. Para isso, provamos que qualquer RG-médulo é

semisimples e usamos o Teorema 2.1.13.

Sejam M um RG-médulo e N <grg M; o objectivo é provar que N é parcela directa de M.

Ora, M é um R-médulo com respeito a multiplicacao R-escalar definida por
rm = (rlg)m, reR meM,

e N é um R-submédulo de M. Sendo assim, como R ¢é semisimples, o Teorema 2.1.13 garante

que N é parcela directa de M, isto é, existe N’ <p M tal que
M=NaoN.

Consideremos a projeccao natural 7: M — N; é claro que m é um R-epimorfismo tal que

7(n) = n para todo n € N.

Posto isto, definimos a aplicacao 8: M — M por
0(m) = |G[" Y g7 'm(gm),  me M.
geG

E facil verificar que 6 é um R-homomorfismo tal que (M) C N (porque 7(gm) € N para
todo g € G e todo m € M). Como N <gg M, temos

0(n) =|G|'> g 'w(gn) =G> g7 (gn) =G| |Gln=n,  neN;
9eG geG

notemos que g~ '(gn) = lgn = n para todo n € N. Por outro lado, para qualquer g € G e

qualquer m € M, temos

O(gm) = |GI7' Y h7'w(h(gm)) = |G Y g(hg) " n((hg)m)

heG keG

(*)'Uma vez que nao ha perigo de ambiguidade, identificamos qualquer n € Z com o elemento n - 1z € R;
notemos, no entanto, que pode acontecer n = 0 em R.

(DNa prova da R-linearidade, é necessario observar que
g(rm) =r(gm), g€G, reR, me M.
Para isto, basta observar que, pela definicao da multiplicagao em RG, se tem
g(rlg) = (rlg)g =rg, ge G, reR,

e recordar que rm = (rlg)m para todor € Rem € M.
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G gk (kim) = g(|G|-1 Zk-wkm)) _ gb(m).

keqG keG

Por conseguinte, 6 é RG-homomorfismo.

Finalmente, provemos que

M =g N @ ker(0);
recordemos que, como # é RG-homomorfismo, ker(#) é um RG-submédulo de M. Para qualquer
m € M, temos 0(m) € N, logo 0(0(m)) = 0(m) e, portanto,

0(m —0(m)) = 0(m) —6(6(m)) =0,
isto é, m — 0(m) € ker(6). Segue-se que
m = 6(m)+ (m —0(m)) € N + ker(0), m e M,
logo
M = N + ker(6).

Por outro lado, se n € N Nker(d), entdo n = 6(n) = 0 e, portanto,

N Nker(0) = {0}.
Sendo assim, M =go N @ ker(f), o que prova que N é parcela directa de M.
(=) Supomos que o anel RG é semisimples (a esquerda), com vista a provar que o anel R

é semisimples (& esquerda) e que |G| = |G| - 1z € R*. Para isso, consideramos a aplicagao
e: RG — R definida por
5(27“99):27"9, rs € R (g € G);
geG geG
notemos que € é a extensao R-linear da aplicacao : G — R definida por £(g) = 1g para todo
g € G (pelo que £(rlg) = r para todo r € R). Nao é dificil verificar que £ é um homomorfismo

de anéis, de maneira que Ag(G) = ker(¢) é um ideal bilateral de RG™); além disso, tem-se
Ar(G) # RG (por exemplo, 1g ¢ J). Como R = ¢(RG), tem-se

rR =r RG/AR(G),

de modo que g R é um R-médulo semisimples (pelo Lema 2.1.5) e, portanto, R é anel semisimples

(a esquerda).

Notemos que
RG/.AR(G) = {TlR +.AR<G)Z re R}
e que a multiplicacdo RG-escalar no R-médulo quociente RG/Ag(G) é univovamente determi-

nada por
g(rlg + Ar(GQ)) = g(rlg) + Ar(G) = rg + Ar(G), ge G, reR;

(*) Ao ideal bilateral Ax(G) chamamos o ideal de aumentagio de RG.
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além disso, como e(rg —rlg) = 0 temos rg — rlg € Ar(G), logo

g(’l“lG + .AR(G)) =rg—+ .AR(G> =rlqg +.AR<G), g e G, re R.(*)

Como Ag(G) é um ideal esquerdo de RG e RG é semisimples, existe um ideal esquerdo £ de
RG tal que
RG = L & Ag(G),
de modo que existe um RG-isomorfismo 6: L — RG/Ar(G). Para qualquer g € G e qualquer
a € L, temos 0(ga) = gh(a) = 0(a), de modo que ga = a (porque 6 é injectivo); por conseguinte,
para qualquer z € RG e qualquer a € £, deduzimos que
za = ng(ga) = nga = <Zr9>a =¢(2)a,
geG geG geG

onde r, € R, para g € G, sao tais que z = deG 9.
Agora, sejam e € £ e € € Ar(G) tais que
lg=e+e¢;

2

é facil verificar que e = e e que £L = RGe. Pelo que acabamos de provar, temos

ge =¢(g)e =e, ge€a@qG.

Pondo
e:Zrhh, rn € R (h € G),
heG
deduzimos que
Zrhh:e:ge:Zrhgh:ng—lkk, g€ G,
heG heG keG
pelo que
Tg-1p = Th, g,h € G.
Em particular,
Tg = Tg—1g = T1q, geq,
de modo que
Y
geG

onde r =11, € R. Finalmente, como 1g — e = ¢ € Ag(G) = ker(¢), temos
0=c(lg—e)=c(lg) —c(e) =1— T&?(Zg) =1-17|G|
geG
e, portanto, r|G| = 1, provando que |G| é invertivel (porque r|G| = |G|r). O
(*)Sendo assim, tendo em conta o isomorfismo pR ~p RG/AR(G), podemos definir em R uma estrutura

de RG-médulo em que

g-r=r, geG, reR.
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2.1.15. TEOREMA. Se R é um anel semisimples (a esquerda), entiao qualquer R-mddulo simples

€ R-isomorfo a um ideal esquerdo minimal de R.

Demonstracao. Seja M um R-mdédulo simples. Entao, pela Proposicao 2.1.2 existe 0 # m € M
tal que M = Rm e, portanto,

M =g R/ Anng(m);

além disso, Anng(m) é um ideal esquerdo maximal de R (pela Proposigao 2.1.3). Como R é

semisimples, existe um ideal esquerdo £ de R tal que
R = Anng(m) @ L;

recordemos que os submoédulos do R-médulo regular g R sao exactamente os ideais esquerdos

do anel R. Daqui, resulta que
L gR R/AnnR(m) gR M,

pelo que £ é um R-submddulo simples de R (porque M é simples) e, portanto, um ideal

esquerdo minimal de R. O

2.1.16. Se {M;: i € I} é uma familia de R-mddulos simples, dizemos que {M;: i € I} é um

congunto basico de R-modulos simples se:
e Para quaisquer i,j € I, M; =g M; se e s6 se © = j.
e Para qualquer R-moédulo simples M, existe ¢ € I tal que M =g M;.

Por outras palavras, {M;: i € [} é um conjunto completo de representantes das classes de

isomorfismo dos R-médulos simples.

2.1.17. COROLARIO. Seja R um anel semisimples (a esquerda). Entdo, existe apenas um
nidmero finito de classes de isomorfismo dos R-mddulos simples. Além disso, se { M, ..., M}

¢ um conjunto basico de R-maodulos simples, entao
Rz, MM L)
R =R 1 ‘I‘ ‘I‘ t

onde ny,...,ny € N sao inteiros univocamente determinados.

Demonstracao. A primeira afirmacao e a existéncia da decomposicao g R =g Ml("l)—i—~ . -—i—Mt(m)
sao consequéncias imediatas do Teorema 2.1.15 e da Proposicao 2.1.11. A unicidade dos inteiros
ni,...,n; resulta do Teorema de Jordan-Hoélder (ou do Teorema de Krull-Schmidt (tendo em
conta o Coroldrio 2.1.12)). O

2.1.18. PROPOSIGAO. Sejam R um anel semisimples (a esquerda) e L um ideal esquerdo nao-
nulo de R. Entao, L = Re para algum idempotente e € R. Além disso, para qualquer homo-

morfismo ¢ € Homg(L, R), existe a € R tal que ¢(x) = xa para todo x € L.
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Demonstracao. Como R é semisimples, existe um ideal esquerdo £’ de R tal que
R=LL
e, portanto, existem e € £ e € € L' tais que
=e+¢€.
Entdo, e = e + e€’, de modo que
e—e*=ce € LNL = {0}

2 = e. Analogamente, como = = we + x¢e/, obtemos

Segue-se que e
x—ze=uxe € LNL ={0}, x e L,
logo
T = ze, x e L.

Segue-se que L C Le C Re C L e, portanto, L = Re.

Por outro lado, seja ¢ € Hompg(L, R) e seja a = p(e). Como = = ze para qualquer x € L,

deduzimos que
p(r) = p(ze) = zp(e) =za,  w€L,

como se pretende. O

2.1.19. PROPOSIGAO. Seja e € R um idempotente (sendo R um anel arbitrdrio). Entdo, existe

um isomorfismo de anéis
Endg(Re) = (eRe)°P;
em particular, o ideal esquerdo Re € minimal se e so se eRe ¢ um anel de divisao.
Demonstra¢ao. Em primeiro lugar, observamos que eRe é um anel com identidade e (ex-
ercicio). Definamos ©: Endg(Re) — eRe por
O(p) = ep(e)e, ¢ € Endg(Re).
Nao ¢ dificil verificar que © é um anti-homomorfismo de anéis e, portanto, a correspondéncia
p = O(p)” = (ep(e)e)™
define um homomorfismo de anéis ©°P: Endg(Re) — (eRe)P.

Para provar que ©° ¢ injectivo, seja ¢ € Endg(Re) tal que ©(p)°® = 0. Entao, O(¢) = 0 e,
portanto,
plee = p(e?)e = ep(e)e = 0.

Como @(e) € Re e xe = x para todo = € Re, concluimos que ¢(e) = ¢(e)e = 0 e, portanto,

o(x) = zp(e) =0, x € Re.
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Por outro lado, provemos que ©°P é sobrejectivo. Seja a € eRe arbitrario. Entao,
eae =ea =ae =a
e, portanto, a correspondéncia z — xa define uma aplicacdo ¢: Re — Re (porque x = xe para
todo € Re). E ¢bvio que ¢ € Endg(Re) e que p(e) = a. Sendo assim,
O(p) = ep(e)e = eae = a,
logo ©%F(p) = O(p)* = a.
Segue-se que ©° é um isomorfismo de anéis.

A dltima assergao é consequéncia do Lema de Schur: se Re é simples, entao Endg(Re) é um

anel de divisao e, portanto, (eRe)°® e eRe também sao anéis de divisao. U

2.1.20. COROLARIO. A correspondéncia ¢ — ¢(1)°P define um isomorfismo de anéis

EIldR(RR) =~ RP,

Demonstracdo. Basta considerar e = 1 na proposicao anterior. U

2.2. Componentes homogéneas e componentes de Wedderburn

2.2.1. Seja {M;: i € I} um conjunto basico de R-mddulos simples (em que R é um anel ar-
bitrario). Se M é um R-modulo semisimples, definimos as componentes homogéneas (ou, com-
ponentes isotipicas) de M como sendo os submdédulos

Hy=H(M)= ) N, i€l

N<pM
N=pM;

para cada i € I, referimo-nos a H; = H;(M) como sendo a componente homogénea (ou,

isotipica) de tipo M.

2.2.2. TEOREMA. Seja M um R-mddulo semisimples (em que R € um anel arbitrdrio), seja
{M;: i € I} um congunto bdsico de R-mddulos simples e sejam H; = H;(M), i € I, as compo-

nentes homogéneas de M. Entao:

(a) M =D, Hi.

(b) Para qualquer submdédulo simples N <r M e qualquer i € I, tem-se N =g M; se e s6
se N C H;.

(c) Homg(H;, Hir) = {0} para quaisqueri,i' € I, i # 1.

(d) Se {Nj:j € J} € um conjunto de submddulos simples de M tais que M = @, ; Nj,
entao
Hi= > N;, el

jed
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Demonstracao. Como M é semisimples, existe uma decomposi¢ao
M=EN,
jeJ
como em (d); sejam m;: M — M, j € J, as projecgoes associadas a esta decomposicao (de

modo que 7;(M) = N; para todo j € J.

Provemos que qualquer submddulo simples N <p M ¢ isomorfo a N; para algum j € J. Ora,

se 0 # n € N, entao
n=> mn)

onde J' = {j € J: mj(n) # 0} é um conjunto finito; além disso, J' # 0 (porque n # 0). Sendo
assim, existe j € J tal que 7;(n) # 0 e, portanto, m;(NN) # 0. Segue-se que a restricao (7;)n

de m; a N define um homomorfismo nao-nulo (7;)n: N — N, pelo que
Hompg(N, N;) # {0}.
Como N e N; sao R-médulos simples, o Lema de Schur garante que N =5 N;.

Agora, para cada ¢ € I, definimos

jeJ

notemos que, pela definicio de H;, se tem H; C H; para todo i € I. Pela defini¢do de soma

M:@FL.

el

directa, é facil verificar que

Por outro lado, para cada i € I, existe um subconjunto J' C J tal que

j’:rl' = @ Nj/

j/eJl
Nj/ERMi

(pelo Lema 2.1.7) e, portanto, pelo que vimos no pardgrafo anterior, qualquer submoédulo

simples de H; é isomorfo a Nj para algum j' € J'.

Seja N <p M um submédulo simples e seja i € I tal que N 2z M;. Provamos que N C H;,

de onde resulta que H; C H; e, portanto que H; = H;. Para isso, seja n € N e escrevamos
n=>y mn)
jeJ
onde {j € J: m;j(n) # 0} é finito. Se j € J ¢ tal que 7;(n) # 0, entdo M; =r N = N, (como

provamos acima). Daqui resulta que m;(n) = 0 sempre que j € J é tal que N; 2r M; e,

n= Z m;(n) € Z N; = H;.

jeJ jeJ
N;j2pM; N;j=pM;

portanto,
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Nesta ponto, provamos que H; = H; para todo i € I, como afirmamos em (d). Provdmos

M =P H
i€l
(logo (a) é verdadeira) e que, para qualquer i € I e qualquer submdédulo N <z M, se tem

também que

(o que prova (b)). Assim, para terminar a demonstragao, falta justificar que

HOHIR(H,L',HZ'/) = {0}, i,’il € [, 1 # ’i/.

Sejam 4,47’ € I e suponhamos que existe 0 # ¢ € Hompg(H;, Hy). Entao, existe um submdédulo
simples N <g H; tal que p(NN) # {0}. Deste modo, ¢(N) é um submédulo simples de Hy/, logo
©(N) =Zr M; (por (b)). Como N =g ¢(N) (porque N é simples), concluimos que N C H; (de
novo, por (b)) e, portanto, tem de ser i = i’ (caso contrério, H; N Hy = {0}, o que contraria

(). m

2.2.3. Suponhamos que R é um anel semisimples (a esquerda). Pelo Coroldrio 2.1.17, sabe-
mos que existe um numero finito de classes de isomorfismo dos R-mdédulos simples. Por con-
seguinte, o R-mdédulo regular g R tem um ntmero finito de componentes homogéneas; de facto,
se {M, ..., M;} é um conjunto basico de R-médulos simples, entao as componentes homogéneas
de rR sao definidas por

Bi= » L, 1<i<t

Lﬁcqu
As componentes homogéneas By, ..., B; de gkR chamamos as componentes de Wedderburn de
R.
2.2.4. LEMA. Se R é um anel semisimples (a esquerda) e By, ..., B, sdo as componentes de

Wedderburn de R, entao
R=B,®---d B,

Demonstracao. E consequencia imediata do Teorema 2.2.2. U
2.2.5. LEMA. Se R € um anel semisimples e By, ..., B; sao as componentes de Wedderburn de
R, entao By, ..., B; sao ideais bilaterais de R tais que

B;B; =0, 1<i#j5<t.
Além disso, existem idempotentes centrais™ ey, ..., e, € R tais que:
(a) 1=e1+ -+ ey
(b) e1,...,e, sao ortogonais dois-a-dois.

(¢) Para qualquer 1 <i <n, B; = e;Re; é um anel com identidade e;.

()Um idempotente e € R diz-se central se ea = ae para todo a € R, isto é, se e € Z(R).
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Demonstracao. Seja 1 < i,j <t quaisquer e consideremos a componentes de Wedderburn B;
e B, (possivelmente, B; = B;). Seja L um ideal esquerdo minimal de R tal que £ C B, e seja

a € B;. Como B, é um ideal esquerdo de R (porque é uma soma de ideais esquerdos), tem-se
La C Ra C B;.

Como a correspondéncia x — za, x € £, define um R-homomorfismo az: £ — La e, como £ é
um R-mdédulo simples, concluimos que La = {0} ou La = L. Em qualquer dos casos, temos

La C B; (se La =g L, usamos o Teorema 2.2.2(b)), de maneira que
LB; C B,.
Como R =B, & --- @ By, concluimos que
LRC LBy +---+ LB, C B

e, portanto,
B,R C B;
(pela definicao de B;).

Por outro lado, se i # j, entao
La CB;NB; ={0}.
Daqui resulta que £LB; = {0} e, portanto,
B:B; = {0},
como se queria.
Finalmente, pondo 1 =¢e; + --- + ¢, onde ¢; € B; para 1 < i < t, verificamos que
e;e; € B;B; =0, 1<i#j5<t,
e que
eizezwl:eiel—l—~-+eiet:ei2, 1< <¢.
Por outro lado, para qualquer a € B;, tem-se
a=ae; +---+aep = ae; e a=ea+- -+ ea=ea
e, portanto,
B; = Re; = ¢;R = e;Re;, 1< <t.

A demonstracao esta completa. O

O resultado que se segue garante que as componentes de Wedderburn sao univocamente deter-

minadas pela decomposicao de R como soma directa de ideais bilaterais.
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2.2.6. LEMA. Seja R € um anel arbitrario tal que
R=B,® - ®B,=B, @ - ®B,
onde By, ..., B,, e B, ..., B! sdo ideais bilaterais nao-nulos de R. Se By, ..., B,, e B},..., B}

sdo indecomponiveis™, entdio m =n e {By,..., B}y = {B),..., B }.

Demonstracdo. Escrevendo 1 = e; + --- + ¢, onde ¢; € B, para 1 < i < m, verificamos
Y
que Bq,...,B,, sdo anéis com identidades eq,...,e,,, respectivamente; além disso, existe um

isomorfismo de anéis ¢: R — By X --- X B,,.

Consideremos o ideal bilateral B} de R. Como ¢(B)) é um ideal bilateral de By x -+ x B,,,

temos ¢(B}) =J; x --- x J,,, onde, para cada 1 < i < m, J; é um ideal bilateral de B;. Como
Sp(jl‘f‘"""jm):jl X oo X T

concluimos que

Bi=71& &I,

Como B} é um ideal indecomponivel, s6 um dos ideais Jy, . .., J,, pode ser ndo-nulo. Sem perda
de generalidade, podemos admitir que J, = ... =7, = 0, pelo que
Bl =17, C By.

Analogamente, provamos que B; C B’ para algum 1 < j < n, logo
B) € B, C B
e, portanto, tem de ser j = 1 (porque R = B} & --- @ B ), de modo que B} = B;.
O resultado segue-se (basta aplicar o mesmo argumento a cada um dos ideais restantes). [

2.2.7. Dizemos que R é um anel simples se {0} e R sao os tnicos ideais (bilaterais) de R; mais
tarde, veremos que esta nogao ¢é equivalente a exigir que o R-médulo regular, tanto esquerdo,

como direito, ¢ um R-moédulo simples.

Como exemplo, é claro que qualquer anel de divisio é um anel simples: se D é um anel de
divisao e {0} # B < D, entdo existe 0 # b € B, logo 1 = b~'b € B e, portanto, B = D.

2.2.8. LEMA. Se R é um anel simples e n € N, entao M,,(R) também é um anel simples.

Demonstracao. Basta aplicar a Proposicao 1.1.21. U

2.2.9. PROPOSIGAO. Se R é um anel simples artiniano d esquerda, entdo R € semisimples (a

esquerda).

(*)Um ideal bilateral de R diz-se indecomponivel se nao é soma directa de dois ideais bilaterais nao-nulos
de R.
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Demonstracao. Como R é artiniano, o conjunto de todos os ideais esquerdos nao-nulos de R

tem (pelo menos) um elemento minimal (pelo Lema de Zorn), isto é, R tem pelo menos um

B:ZLQ

a€ER

ideal esquerdo minimal £. Entao,

¢ um ideal bilateral de R e, portanto, B = R (porque R é simples e {0} # L C B). Sea € R
é tal que La # 0, entdo La =g L e, portanto, La é um submdédulo simples de g R (porque £ é

um submédulo simples de gR). Por conseguinte,

RR:ZLa

a€ER
¢ uma soma de submoédulos simples e, portanto, é semisimples. O
2.2.10. LEMA. Se R € um anel semisimples (a esquerda) e By, ..., By sdo as componentes de
Wedderburn de R, entdo B, ..., B; sao anéis simples e, além disso, sao anéis noetherianos a

esquerda e anéis artinianos a esquerda.

Demonstragao. Seja 1 < i < t e seja {0} # B IB;. Como B, IR e B,B; = {0} para
1<j#i<t, éclaro que B < R. De facto, como

obtemos

BR=B(B,+---+B;) =BB, CB.
Analogamente, RB C B.

Seja £ e L’ ideais esquerdos minimais de R tais que L C B e L' C B;. Como B C B;, temos
L C B; e, portanto, L =g L. Se ¢: L — L' é um R-isomorfismo, entao ¢ pode ser considerado
um R-homomorfismo ¢: L — R (porque L' C R) e, portanto, pela Proposigao 2.1.18, existe
a € R tal que

o(x) = za, r e L.
Sendo assim,

L'=pL)y=LaCB
(porque B R). Pela definigao de B;, concluimos que B = B; e, portanto, B; é um anel simples.
Como R é soma finita de ideais esquerdos minimais, também B; é uma soma finita de ideais
esquerdos minimais. Como qualquer ideal esquerdo de R é um submddulo simples de gR,
concluimos que o R-médulo esquerdo B; é uma soma finita de submddulos simples e, portanto,

B, admite uma série de composicao, o que prova que B; é um anel noetheriano a esquerda e

um anel artiniano a esquerda (pelo Teorema 1.4.15). O
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2.3. Teorema de Wedderburn-Artin

2.3.1. LEMA. Se D é um anel de divisao e M é um D-maodulo de dimensdo finita, entao existe
um isomorfismo de anéis

Endp(M) 2 M, (D)

onde n = dimp M.

Demonstra¢ao. Seja {my,...,m,} uma base de M; recordemos que, como D é anel de divisao,
qualquer D-médulo é livre. Para cada A € Mp(M), em que A = [a;;]1<ij<n, definimos
wa: M — M por

walm;) = Z a; ;m;, 1<i<n.

1<j<n

E facil justificar que a correspondéncia A — @ define um anti-isomorfismo de anéis
w: M, (D) — Endp(M)

em que ¢(A) = g4 para todo A € M, (D); a titulo de exemplo, para quaisquer A, B € M, (D),

em que A= [ai’j]lgingn e B= [bi,j]lgi,jgny tem-se

(eppa)(m;) = op(palm;)) = Z a;jop(m;) = Z Z a; ;b kmy

1<j<n 1<j<n 1<k<n

=y ( > mJ%k>W%__¢ABOnJ

1<k<n “M1<j<n

para todo 1 <1i < n, de maneira que g5 = YpYa, ou seja, p(AB) = p(B)p(A).
Para terminar a demonstracao, basta definir ¢ : M,,(D) — Endp(M) por
Y(A)=p(AT),  AeM,(D),
onde, para cada A € M,(D), denotamos por AT a matriz transposta de A Il

2.3.2. PROPOSIGAO. Sejam D um anel de divisio e R = M,,(D) para algum n € N. Para cada
1 < i <mn, seja L; o conjunto de todas as matrizes em R que tém todas as entradas nulas

excepto as da i-ésima coluna. Entao:
(a) L1,...,L, sao ideais esquerdos minimals de R tais que
R=L,B---8 L,
em particular, R € um anel semisimples (a4 esquerda).
(b) A menos de isomorfismo, existe um e um sé R-mddulo simples M.

(*)Podemos considerar AP = AT para qualquer A € M, (D), de modo que a multiplicacdo do anel
M, (D)°P = {AT: A € M,,(D)} é definida por

A-B=(BA)T = ATBT, A,B € M,,(D).
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(c) Eziste um R-isomorfismo

rR =p M™.

(d) Existe um isomorfismo de anéis

D = Endg(M)°.

Demonstracao. (a) Seja{e;;j:1<4i,j7 <n} a base canénica de R = M, (D). Para qualquer
1 <17 <n, tem-se £; = Re;; de modo que £; é ideal esquerdo de R. E facil justificar que £; é
minimal e que R=L,®--- & L,,.

(b) Qualquer R-médulo simples é isomorfo a £; para algum 1 < i < n (pelo Teorema 2.1.15).
Como £; =x D™ para qualquer 1 < i < n, concluimos que £; =g L; para todos 1 <4,j < n,

o que prova que (b).
(c) Tem-se R=L,®---® L, =g M™ onde M = D™,
(d) Como M =g Ly = Re;; e como e;; € R é idempotente, existem isomorfismos de anéis
Endg(M) = Endg(Re11) = (e11Req 1)
(pelo Corolario 2.1.20). Como
e11Re1 1 = {ae11: a € D},
é claro que ey 1 Re;; = D (como anéis). O

2.3.3. PROPOSICAO. Suponhamos que R é um anel simples, seja 0 # ¢ € R um idempotente e

consideremos o ideal esquerdo Re de R. Para cada a € R, definimos a,: Re — Re por
a,(z) = azx, x € Re.
Entdo, a correspondéncia a — a, define um isomorfismo de anéis
R = End.g.(Re)

onde Re é considerado como um eRe-modulo direito de maneira natural (por meio da multi-

plicacao escalar Re X eRe — Re definida por (x,b) — xb).

Demonstracdo. E facil verificar que
ay, € End.ge(Re), a € R,
e que a correspondéncia a — a;, define um homomorfismo de anéis
0: R — End.g.(Re)

(em que #(a) = a, para todo a € R).
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Como R é simples e ker(f) é um ideal bilateral de R, tem de ser ker(d) = {0} (porque 6 é
nao-nulo uma vez que (1) = idg. # 0), logo 6 é injectivo. Para provar que € é sobrejectivo,

basta verificar que #(R) é um ideal esquerdo de End.g.(Re); de facto, se isto acontece, temos
idge = 6(1) € O(R)
e, portanto, tem de ser O(R) = End.ge(Re). Sendo assim, devemos provar que

p0(R) CO(R), ¢ € Endege(Re).

Em primeiro lugar, provamos que
©B(Re) C 0(Re), ¢ € End.g.(Re).

Para isso, sejam ¢ € End.g.(Re) e a € Re arbitrarios. Para qualquer b € Re, tem-se b = be e,
portanto,

ab = aebe e o(a)b = p(a)ebe
(porque p(a) € Re). Como ¢ € End.ge(Re), deduzimos que

(¢0(a))(b) = (pa.)(b) = p(a.(b)) = p(ab) = p(aebe)
= p(a)ebe = p(a)b = @(a).(b) = 0(p(a))(b)

para todo b € Re. Sendo assim,

p(a) = 0(p(a)) € O(Re)
e, portanto, pf(Re) C 0(Re).
Agora, como R é um anel simples e ReR é um ideal bilateral de R, temos
ReR =R
(porque {0} # Re C ReR) e, portanto,
0(R) = 0(ReR) = 0(Re)0(R),
de onde resulta que
pO(R) = p0(Re)0(R) C 0(Re)0(R) C 0(R).
Como ¢ € End.g.(Re) é arbitrario, concluimos de #(Re) é um ideal esquerdo de End.g.(Re),

como se queria. O

2.3.4. TEOREMA. Se R é um anel simples artiniano a esquerda, entao existe um isomorfismo
de anéis

R= EndD(M)

para algum anel de divisao D e algum D-modulo M com dimensao finita; em particular, se
n = dimp M, entdo existe um isomorfismo de anéis R = M, (D). Além disso, o par (D, M)
¢ univocamente determinado a menos de isomorfismo (de modo que n € N também € univoca-

mente determinado)



2.3. TEOREMA DE WEDDERBURN-ARTIN 59

Demonstra¢ao. Como R é artiniano, existe (pelo menos) um ideal esquerdo minimal £ de
R. Pela Proposicao 2.1.18, existe um idempotente e € R tal que £L = Re. Além disso, pela
Proposicao 2.1.19, eRe é um anel de divisao. Pela Proposicao 2.3.3, a correspondéncia a — ay,
define um isomorfismo de anéis R = End.g.(£) onde L = Re é considerado, de maneira
natural, como um e Re-médulo direito. Deste modo, £ é um (eRe)°P-médulo esquerdo (em que
a multiplicagao escalar é dada por a°®b = ba para todo a € eRe e todo b € L) e, além disso, é

um exercicio simples verificar que
End(eRe)op (ﬂ) = EndeRe<L>.
Por conseguinte, pondo D = (eRe)?, obtemos um isomorfismo de anéis R = Endp(£).

De seguida, provamos que £ tem dimensao finita com D-médulo. Para isso, consideramos o
ideal

J={6 € Endp(L): dimp (L) < oo}
de Endp(L); é facil provar que J é, de facto, um ideal bilateral de Endp(£). Como D é
anel de divisao, £ tem uma D-base {m;: i € I} (pelo Teorema 1.3.13). Se J # () é qualquer

subconjunto finito de I, entao, por extensao D-linear, existe § € Endp(£) tal que
O(m;) € {m;: j € J}, iel,

pelo que dimp 0(L) = |J| < oo e, portanto, § € J. Segue-se que J # {0} e, uma vez que
Endp(£L) é um anel simples (porque ¢ isomorfo a R), tem de ser I = Endp(£). Em particular,

temos id; € J e, portanto, dimp £ < oo (porque £ =idg(L)).

Pondo n = dimp £, o isomorfismo Endg(£L) = M, (D) é consequéncia do Lema 2.3.1. Deste
modo, para terminar a demonstracao, falta provar que o anel de divisao D e o D-moédulo £ sao
univocamente determinados a menos de isomorfismo. Sejam n’ € N e D’ um anel de divisao
tais que M,/ (D’) = M, (D). Pela Proposicao 2.3.2, n (resp., n’) é o niimero de ideais esquerdos
minimais que ocorrem numa decomposicdo em soma directa de M, (D) (resp., M, (D’)) e,
portanto, n = n'. Por outro lado, seja e = €11 a (1,1)-ésima matriz elementar em M, (D)
e € = e a (1,1)-ésima matriz elementar em M, (D), de modo que existem isomorfismos de
anéis
D =~ eM,(D)e e D' =M, (D) = fM, (D) f

onde f € M, (D) é o idempotente que corresponde a ¢ € M, (D) por meio do isomorfismo
M, (D") = M, (D). Para terminar, notemos que M, (D’)e’ é um ideal esquerdo minimal de
M., (D’) e, portanto, M,,(D) f ¢ um ideal esquerdo minimal de M, (D). Como M, (D)e também

¢ um ideal esquerdo minimal de M, (D), tem-se
My(D)e =, p) Mn (D) f

(pela Proposigao 2.3.2(b)). Deste modo, a Proposicao 2.1.19 garante que existem isomorfismos

de anéis

eM,,(D)e = Endy, (py(M,(D)e)® = Endw, (py (M, (D) f)°F = fM, (D) f.
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Em conclusao, D = D', como se pretendia; notemos que o D-médulo M é livre com dimensao

n, logo M =p D™ é univocamente determinado a menos de isomorfismo. U

2.3.5. TEOREMA (Wedderburn-Artin). Se R é um anel semisimples (a esquerda), entdo existe
um isomorfismo de anéis

R=M,, (D) +---+M,, (D)
para alguns ny,...,n; € N e alguns anéis de divisao Dq,...,D;. Além disso, o numero de

componentes t € igual ao nimero total de classes de isomorfismo dos R-mddulos simples e

0s pares (ny, D1), ..., (ny, Dy) sdo univocamente determinados (a menos de permutacdo e de
isomorfismo).
Demonstracao. Se Bq,...,B; sao as componentes de Wedderburn de R, entao

R=B,&---&B,

(pelo Lema 2.2.4) e, além disso, By,...,B; sdo anéis simples artinianos a esquerda (pelo

Lema 2.2.10). Pelo Teorema 2.3.4, para cada 1 < ¢ < ¢, existe um isomorfismo de anéis

para algum n; € N e algum anel de divisao D;; além disso, o par (n;, D;) é univocamente
determinado (a menos de isomorfismo). Para terminar a demonstragao, falta justificar que o

nimero de componentes t é univocamente determinado o que resulta do Lema 2.2.6. O

2.3.6. COROLARIO. Qualquer anel semisimples a esquerda é semisimples a direita (e reciproca-

mente).

Demonstracao. Para qualquer anel de divisao D e qualquer n € N, o anel M, (D) é semisimples,

tanto a esquerda, como a direita, pelo que basta usar o isomorfismo do teorema anterior.  [J

2.4. Radical de Jacobson

2.4.1. Definimos o radical de Jacobson rad(R) do anel R como sendo a interseccao de todos
os ideais esquerdos maximais de R; no caso em que R = {0}, ndo existem ideais esquerdos

maximais, de modo que definimos rad(R) = {0}.(*)

Pelo Lema de Zorn, qualquer anel nao-nulo tem pelo menos um ideal esquerdo maximal e,

portanto, rad(R) # R sempre que R # {0}.

2.4.2. LEMA. Para qualquer a € R, as afirmagoes sequintes sao equivalentes:
(a) a € rad(R).
(b) 1 —ra ¢é invertivel a esquerda para qualquer r € R.

(*)Mais adiante, provamos que rad(R) é também a intersec¢ao de todos os ideais direitos maximais de R,

de modo que nao é necessaria qualquer distingao entre “radical esquerdo” e “radical direito”.
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(¢) aM = {0} para qualquer R-mddulo simples M.

Demonstra¢ao. (a) = (b)  Supomos a € rad(R) e que existe r € R tal que 1 — ra nao é

invertivel a esquerda. Entao, o ideal esquerdo R(1 — ra) é préprio e, portanto,
l—ra€ R(1—ra) CL

para algum ideal esquerdo maximal £ de R. Como rad(R) C £, temos a € £, logo ra € L.
Sendo assim,
l=1-ra)+rackl

e, portanto, L = R, o que nao acontece.
(b) = (c) Suponhamos que am # 0 para algum m € M. Entao, {0} # R(am) <g M e,
portanto, M = R(am) (porque M é simples). Em particular, m = r(am) = (ra)m para algum
r € R, donde (1 —ra)m = 0. Como 1 — ra é invertivel A esquerda, existe s € R tal que
s(1 —ra) = 1g e, portanto,

m=1lgm=s(l—ra)ym =0,
uma contradigao.
(¢c) = (a) Seja £ um ideal esquerdo maximal de R. Entao, R/L é um R-médulo simples e,
portanto, a(R/L) = 0 (por (c)). Sendo assim, aR C £, logo a = alp € L. Como £ é arbitrario,

concluimos que a € rad(R). O

2.4.3. Para qualquer R-moédulo M, definimos o anulador de M em R com sendo
Anng(M) ={a € R: aM = {0}};
nao é dificil verificar que Anng(M) é um ideal bilateral de R.

2.4.4. COROLARIO. rad(R) € um ideal bilateral de R.

Demonstracao. Basta observar que, pelo Lema 2.4.2,

rad(R) = ﬂ Anng(M)

onde a interseccao é sobre todos os R-mdédulos simples. U

2.4.5. LEMA. Para qualquer a € R, as afirmagoes sequintes sao equivalentes:
(a) a € rad(R).

(b) 1 —ras € R* para quaisquer r,s € R.

Demonstracao. (a) = (b) Suponhamos a € rad(R) e sejam r,s € R. Pelo Corolario 2.4.4,
temos as € rad(R) e, portanto, 1 —ras é invertivel a esquerda, de modo que existe u € R tal que
u(l — ras) = 1; em particular, u é invertivel a direita. Da mesma forma, como ras € rad(R),
u =1+ u(ras) é invertivel a esquerda, logo u € R*. Dada a unicidade do inverso, concluimos

1

que u~ =1 —ras e, portanto, 1 — ras € R*.
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(b) = (a) Como 1 —ra € R* para todor € R (tomando s = 1 em (b)), o Lema 2.4.2 garante
que a € rad(R). 0

2.4.6. COROLARIO. rad(R) € o maior ideal (esquerdo, direito e/ou bilateral) I de R tal que
1+3JC R”.

Demonstrag¢ao. FExercicio. U

2.4.7. PROPOSIGAO. Se B ¢ um ideal bilateral de R, entao rad(R/B) = rad(R)/B.

Demonstracao. Exercicio. U

2.4.8. Dizemos que um ideal (esquerdo, direito ou bilateral) J de R é nilpotente se I* = {0}

para algum n € N.

2.4.9. LEMA. Se Lq,...,L; sao ideais esquerdos nilpotentes de R, entao L1+ ---+ L; também

€ nilpotente.

Demonstracao. Basta considerar t = 2; o caso geral segue-se por inducao. Sejam L e Lo

ideais esquerdos nilpotentes de R e seja n € N tal que
(£1)" = (£2)" = {0}
Um elemento de (£1 + £2)?" é uma soma de produtos da forma
(ay +b1) -+ (azn + bay), ary ... a9 € L1, br,... bay € Lo,

Por sua vez, um produto deste tipo é uma soma de produtos de 2n elementos em que pelo

menos n factores estao em £ ou em L. Segue-se que
(a1 4 b1) -~ (agn + ban) = 0, ai, ... a2, € Ly, by,... by € Lo,
e, portanto, (£; + £9)*" = {0}. O

2.4.10. TEOREMA. Se R ¢é artiniano a esquerda, entao rad(R) € o maior ideal esquerdo nilpo-
tente de R.

Demonstra¢ao. Em primeiro lugar, provamos que, se £ é um ideal esquerdo nilpotente de R,
entao L C rad(R). Paraisso, sea € L, r € Ren € N é tal que L = 0, entao (ra)” = 0
(porque ra € L) e, portanto, 1 — ra € R* (com inverso (1 —ra)™' =1+ra+---+ (ra)"!).

Pelo Lema 2.4.2, concluimos que a € rad(R), como se queria.

Por outro lado, provamos que J = rad(R) é nilpotente. Para isso, consideremos a cadeia
descendente
28282

de ideias de R. Com R é artiniano (a esquerda), existe n € N tal que

gn:3n+1:3n+2:_“
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Provamos que J" = {0}. Com efeito, suponhamos que J"” # {0} e consideremos o conjunto
¥ ={L: L éideal esquerdo de R e J"L # {0}}.

Como X # () (porque £ € X)) e R é artiniano a esquerda, ¥ tem pelo menos um elemento
minimal £. Escolhendo 0 # a € £ tal que J"a # {0}, temos

3”(3”&) — H2n(1 _ 8”(1 ?é {0}

e, portanto, J"a = £ (pela minimalidade de £). Sendo assim, existe r € " C g tal que a = ra,
ou seja, tal que (1 —r)a = 0. Como r € J =rad(R), temos 1 —r € R* (pelo Lema 2.4.5), logo

a = 0, uma contradi¢ao. Segue-se que J" = {0} e, portanto, § = rad(R) é nilpotente.
A demonstracao esta completa. U

2.4.11. TEOREMA. Um anel R é semisimples se e s6 se R é artiniano a esquerda e rad(R) = {0}.

Demonstracao. (=) Se R é semisimples, existe um ideal esquerdo £ de R tal que
R =rad(R)® L.

Se rad(R) # {0}, entao £ # R e, portanto, existe um ideal esquerdo maximal £’ de R tal que
L C L' Como rad(R) C L', segue-se que R C L', uma contradicgao.

(<) Supomos que R ¢ artiniano a esquerda e que rad(R) = {0}. Seja £; um ideal esquerdo
minimal de R (este ideal existe porque R é artiniano a esquerda). Como rad(R) = {0} € L4,
existe um ideal esquerdo maximal £/ de R tal que £1NL] = {0}; caso contrério, a minimalidade
de £ implica que £; = LN L' C L’ para todo o ideal esquerdo maximal £’ de R e, portanto,
Ly Crad(R). Sendo assim,

R=£L,aL)
(pela maximalidade de £} porque £] C L1 + £)).

Se L7 = {0}, entao R = L; e, portanto, R é semisimples. Por outro lado, no caso em que
L # {0}, existe um ideal esquerdo minimal £y de R tal que £y C L) (porque R ¢ artiniano a
esquerda). Repetindo o argumento acima, existe um ideal esquerdo maximal £} de R tal que
R = Ly @ L) e, portanto,

LY=L N (Lyd L) =Ly (LiNLY)

R=L,®Ly® (L]NLY).

Se L1 N LY = {0}, entao R = L & L, e, portanto, R é semisimples. Por outro lado, no caso
em que L) N LY, # {0}, escolhemos um ideal esquerdo minimal £3 de R tal que £3 C L\ NL) e

um ideal esquerdo maximal £4 de R tal que R = L3 @ L}. Como antes, temos

LiNLy=(LiNLY)N(Ls® Ly) =Lyd (L) NLyNLY)
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e
R=Li®Ly® L3 (L1NLLNLY).

Continuando este processo, depois de n etapas, encontramos ideais esquerdos minimais £, ..., L,

e ideais esquerdos maximais £/,...,L! de R tais que

LnCLL, , e R=L,D - ®L,d(LIN---NL)
sempre que m < n. Além disso, obtemos uma cadeia descendente
G 2L ALy D 284NNk,

de ideais esquerdos de R. Como R é artiniano a esquerdo, esta cadeia tem de terminar, isto é,
tem de existir n € N tal que £/ N ---N L/ = {0}, de modo que

R=LB---®L,

e, portanto, R é semisimples. O

2.4.12. COROLARIO. Se R é um anel artiniano a esquerda, entao R/rad(R) € um anel semisim-

ples.

Demonstracao. Basta observar que R/ rad(R) ¢ artiniano a esquerda (pela Proposigao 1.4.7(b))
e que rad(R/rad(R)) = rad(R)/rad(R) = {0} (usando a Proposicao 2.4.7). O

2.4.13. TEOREMA (Lema de Nakayama). Para qualquer ideal esquerdo £ de R, as afirmagoes

sequintes sao equivalentes:
(a) £ Crad(R).
(b) Se M é um R-mdédulo finitamente gerado e LM = {0}, entdo M = {0}.

(c) Se M € um R-mddulo finitamente gerado e N <p M ¢ tal que N + LM = M, entao
N=M.

Demonstragao. (a) = (b) Supomos que £ C rad(R) e provamos que, se M # {0} é um
R-médulo finitamente gerado, entao LM # M. Usando o Lema de Zorn e tendo em conta que
M ¢ finitamente gerado, é facil provar que existe um R-médulo maximal N <p M. Entao, o
R-médulo quociente M /N é simples e, portanto, L(M/N) = {0} (pelo Lema 2.2.2(c)). Como
L(M/N) = (LM + N)/N, concluimos que LM + N = N, logo LM C N. Em particular,
LM # M.

(b) = (¢) Sejam M um R-moédulo finitamente gerado e N <p M tal que N + LM = M.
Entéo, o R-médulo quociente M /N é finitamente gerado e L(M/N) = (LM + N)/N = M/N.
Por (b), concluimos que M/N = {0} e, portanto, N = M.

(¢) = (a) Com vista a contradigdo, suponhamos que £ ¢ rad(R) e seja a € L tal que
a ¢ rad(R). Entao, existe um ideal esquerdo maximal £’ de R tal que a ¢ L’ e, portanto,
L'+ Ra = R. Como Ra C L, concluimos que £’ + £ = R e, portanto, L'+ LR = R (porque
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L =L1gr C LR). Como R é finitamente gerado como R-médulo (porque R = R1g), (¢) implica

que L' = R, o que contraria a maximalidade de £’. O



