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Definigao 1. Seja T um conjunto de formulas fechadas da linguagem da-aritmética. Um pred-
icado numérico P(xq,...,x)) diz-se representdvel em T se existir uma formula ¢o(@y, ..., xx) da
linguagem da aritmética tal que, para todos 0s numeros naturais ny,. .. Mg:

(a) Se P(ny,...,ni) entdo T+ ¢(ng,...,g).

(b) Se =P(nq,...,nk) entao T+ —¢(ig, ..., 7ig).

Se T é consistente, as duas implicagoes acima sao realmente equivaléncias. Note-se, também,
que se T é o conjunto Vdy das verdades aritméticas, a nogao de representabilidade coincide com
a nocao de definibilidade no modelo standard N, i.e., com a nocao de définibilidade aritmética.
No que se segue vamos estar interessados em represéntabilidade em Q. Neste caso, deve atentar-
se a forma aritmética das cldusulas acima. Assim, tanto a cldusula Q F ¢(7g,...,7;) como
a cldusula Q F —¢(7y,..., ) (em ng,...,ng) estdo em X, o que acarreta o seguinte facto:
um predicado representdvel em Q é necessariamente recursive (o reciproco também vale, como
veremos). Portanto, convém menciond-lo‘explicitamente, a representabilidade em Q é uma nogao
bastante diferente da definibilidade aritmética.

Definicao 2. Uma func¢ao numérica parcial k-dria f diz-se (fortemente) representével em Q se
existir uma formula Y(xy,...,x%y) da linguagem da aritmética tal que, para todos os nimeros
naturais ni,...,Ng, M,

flny, ..., nK) ~m se, e somente se, Q- Vy((ng,..., g, y) < y=m).

Novamente, chamamos a atengao para a forma aritmética da cldusula (em nq, ..., ng,m) acima:
QFYy((ng,..., Mg, y) <>y =) é uma cldusula do tipo X;. Por conseguinte, se f é representavel
em Q entdo o seu gréfico estd em X1 e, por conseguinte, f é uma funcao recursiva parcial. Como
veremos, o reciproco também vale.

Necessitamos do seguinte-facto essencial:

Proposicao 1. Seja ¢gruma formula fechada rudimentar. Entdo, =y ¢ sse Q - ¢.

A direccao 'da direita para a esquerda é trivial, sendo mesmo correcta para qualquer férmula
fechada ¢. D4 um pouco de trabalho mostrar a direccdo contraria. Para isso, necessitamos dos
resultados do seguinte lema:

Lema 1. Tém-se as sequintes propriedades:

Para todos n,m € N, se n # m entdo Q -7 # m.

Para todosn,m € N, Q-n+m =n+m.

Para todosn,m e N, QFn-m =n-m.

Para todos n,m € N, se n < m entdo Q- n < m.

Para todos n,m € N, se n £ m entao Q' —~(7 < m).

Para todon € N, QFVz(z <n+1<z=0V---Vz=n).

Demonstragao. Antes de mais, recordemos que, por definicdo de numeral, para cada n € N,

n+1é o termo ©'. (1) argumenta-se por indugdo em n. Se n = 0, o resultado é consequéncia de

(Q1). Suponhamos que n+1 # m. Se m = 0, o resultado sai novamente por (Q1). Caso contrério,
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m = k + 1 para certo k. Logo, n # k. Por hipétese de indugdo, vem Q 7 # k. Por (Q2), sai
QF@ £k, ie, QF n+1 #m. (2) vé-se facilmente por indugao em m usando (Q3) e (Q4).
(3) também se vé por indugao em m, usando (Q5), (Q6) e (2) atrds. Vamos, a titulo de exemplo,
argumentar o passo de indugao. O termo 7 - m + 1 é (por definigdo de numeral) 7 - m’. Por (Q6),
QFm-m+1=mn-m+mn. Ora, por hipdtese de indugdo, Q F 7 -m = n-m. Logo, pelos axiomas
da igualdade, podemos concluir que Q -n-m+1=n-m+n. Por (2),QFrn-m+n=n(m+1).
Novamente, pelos axiomas da iguladade, conclui-se Q - -m+1 = n-(m+ 1), como se queria.
As propriedades (4) e (6) argumentam-se por indu¢ao em m, invocando (Q7) e (Q8). Para ver (5),
observe-se em primeiro lugar que, para todo n € N, Q -7 £ 7. Isto é consequéncia de (Q7) para
ocason =0 e de (6) e (1) para o caso n # 0. Com este resultado, (5) argumenta-se facilmente
por inducao em m. O

Demonstragao da proposigao. Em primeiro lugar vamos argumentar que se tem Q + ¢ = N,
para todo o termo fechado ¢t. A demonstracao efectua-se por inducao na complexidade do termo.
O caso base, quando se trata do termo 0, é ébvio. Se tomarmos um termo fechado da forma ¢/,
note-se que o nimero (¢')N é, por definicdo de interpretacao standard, tN +1. Assim, o termo
fechado ()N é o termo tN +1, o qual (por definicio de numeral) é (£N)'.. Ora, por hipétese de
inducdo, Q F ¢t = tN. Portanto, Q - ' = W. Os~casos da somae multiplicagdo sao simples
consequéncias de (2) e (3) do lema anterior.

Com este resultado e (4) do lema anterior, facilmente se conelui.que, para todo o par de termos
fechados t e ¢, (i) se Eny t = ¢, entdo Q F ¢t = ¢; e (ii) se |y t < ¢ entdo, Q F t < ¢. Usando
ainda o mesmo resultado e (1) e (5) do lema anterior, também se tem, para todo o par de termos
fechados t e ¢, (iil) se Eny t # ¢, entdo Q F t #.q; e (iv) se En t £ ¢, entdo Q F —(t < ¢). Estes
casos constituem o caso base duma demonstracao por inducao na complexidade das férmulas de
que se tem simultaneamente:

(a) Se En ¢, entdao Q - ¢;

(b) Se En —¢, entdo Q H —¢,
para férmulas rudimentares ¢.. O passo de indugao para a negacao é ébvio, assim como os casos que
advém dos restantes comectivos.Booleanos. Resta considerar as quantificagoes limitadas. Supo-
nhamos que ¢ é Vx £ t(z) (o casorexistencial é andlogo) e que =y ¢. Entéo, para todo o ndmero
k <tV tem-se =y (k). Por hipétese de indugao, Q - (k). Agora aplica-se (6) do lema anterior
(e (Q7), se N = 0) para obter Q - Vo < t1(z). Suponhamos agora que =y —¢. Entdo existe
k < tV tal que =y (k). Por/hipétese de inducio sai Q F —(k) e, a fortiori, Q - 3z < t—p(x).
Logo, Q K —¢. O (da Proposi¢ao)

Corolario 1. Todo o predicado rudimentar € representdvel em Q.

Demonstragao. Seja P(z1,...,x;) um predicado rudimentar. Entdo existe uma férmula rudi-
mentar ¢(z1,...,x,) tal que, para todos os nimeros naturais nq,...,ny, se tem: P(ny,...,ng)
sse En é(7g, ..., Tg). Agora, se P(ny,...,ni), pela proposigdo, vem Q F ¢(7g,...,7g). Por
outro lado, se =P(nq,...,n;) vem |y ~¢(7ig, ..., ig). Como —¢(7T,...,7g) ainda é uma férmula
rudimentar (fechada), novamente pela proposigao anterior, vem Q F —¢ (71, . .., 7g). O

Corolario 2. Seja ¢ uma férmula fechada 3-rudimentar. Entdo, En ¢ sse Q - ¢.

Demonstragao. Seja ¢ da forma Jz(z), com () uma férmula rudimentar. Se =y ¢, entdo
existe n € N tal que =y ¥ (7). Pela proposicao anterior, Q b 1(7) e, por conseguinte, Q - ¢. O
reciproco é imediato pois Q é aritmeticamente verdadeira. O

Deve observar-se que, ao contrario dos predicados rudimentares, os predicados F-rudimentares
ndo sdo necessariamente representaveis em Q, pois hé conjuntos recursivamente enumeraveis que
nao sao recursivos. Estamos agora em condigoes de mostrar o seguinte resultado essencial:
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Teorema 1. Toda a funcgdo recursiva parcial é (fortemente) representdvel em Q .

Demonstragao. Seja f uma fungdo recursiva parcial (unéria, para simplificar a notagao). Como
sabemos o seu grafico estd em Y e, portanto, é definivel por uma férmula 3-rudimentar, i.e., da
forma Jz60(x,y, z), com 6 uma férmula rudimentar. Assim, tem-se f(n) ~ m sse =y 320(7, M, 2).
Considerem-se as féormulas:
Y(z,w) := Jy <w3z <wb(z,y,2) e
plz,w) = Y(x,w) ANVu < wp(z,u).

Suponhamos que f(n) ~ m. Com esta hipétese, existe k € N tal que =y p(7, k). Dada a forma

das férmulas abaixo (sdo rudimentares) e o facto delas serem aritmeticamente verdadeiras, tem-se:
(i) QF p(n, k)

(il) QF ¥(m, k) B

(iii) para todo i <k, QF —(7, 1)

(iv) QFm <k

(v) QF 3z < koO(n,m, 2)

(vi) para todo j #m, QF =3z < kO(m,J,2)

Vamos agora mostrar que

(vii) QF Yw(p(m,w) — w = k)

Por (ii), Q - Vw(k < w — Ju < w (M, u)) e, por conseguinte, Q - Vw(k < w — —p(m,w)). Por
outro lado, por (iii), para i < k tem-se Q - —)(7@, 7). Logo, para i < k, Q - —p(7,4). Usando (6)
do lema desta sec¢@o (e, no caso k = 0, o/axioma Q7), vem.Q F Yw(w < k — —p(m,w)). Agora,
pelo axioma (Q9), podemos concluir (vii).

Considere-se, agora, a férmula ¢(zyy) = Jw(p(z,w) Ny < wA Iz < wé(z,y,
mostrar que Q F Vy(o(m,y) < y = m). Por (i), (iv) e (v) tem-se Q - ¢(7,m). Resta ver que
QF Vy(o(m,y) — y =m). Ora; por (vii), QF Yylo(m,y) -y < kA3Jz < kO(m,y,z2)). Por (1) e
(6) do lema desta seccio e por (vi), conclui-se Q - Vy (y <k —y=mV -3z < kf(n,y,=2)). Isto
permite concluir o desejado.

Demonstrdmos o seguinte: se f(n) ~ m, entdao Q F Vy(o(m,y) +» y = m). O reciproco deste
resultado segue-se imediatamente do facto de Q ser aritmeticamente verdadeira. ([

z)). Vamos

Proposigao 2. Todo o predicado recursivo € representdvel em Q.

Demonstragao.  Seja R um-predicado k-ario recursivo. Por definicao, a fungao caracteristica
Xr ¢ recursiva (total). \ Pela proposigdo anterior, xp ¢é representavel por uma certa férmula
(21,0 ., Tk, y). Facilmente se vé que a férmula p(xq,..., 7k, 1) representa R em Q (usa-se o
facto de que Q0 #1). O



