
AULA 15

Sumário. Teorema de Sylvester.

Teorema 15.1 (Sylvester). Para quaisquer matrizes A P Cmˆm
e B P Cnˆn

, as condições

seguintes são equivalentes:

(a) �pAq X �pBq “ H.

(b) A equação AX ´ XB “ 0 tem uma e uma só solução X P Cmˆn
.

(c) Para qualquer C P Cmˆn
, a equação AX ´ XB “ C tem uma e uma só solução

X P Cmˆn
.

Demonstração. Consideramos a aplicação F : Cmˆn
Ñ Cmˆn definida por

FpXq “ AX ´ XB, X P Cmˆn.

É fácil verificar que F é uma aplicação linear com

NucpFq “
 
X P Cmˆn : AX ´ XB “ 0

(
e ImpFq “

 
AX ´ XB : X P Cmˆn

(
.

Além disso, sabemos que

mn “ dimCmˆn
“ dimNucpFq ` dim ImpFq

e, portanto,

NucpFq “ t0u ñ ImpFq “ Cmˆn,

o que significa que (b) e (c) são equivalentes. Por conseguinte, devemos provar que (a) e (b)

são equivalentes, isto é, que

�pAq X �pBq “ H ñ NucpFq “ t0u.

Em primeiro lugar, suponhamos que �pAq X �pBq “ H e seja X P Cmˆn tal que AX “ XB

(isto é, tal que X P NucpFq). Seja

pBpxq “ xn
` a1x

n´1
` ¨ ¨ ¨ ` an, a1, . . . , an P C,

o polinómio caracteŕıstico de B. Pelo teorema de Cayley-Hamilton, sabemos que

pBpBq “ B
n

` a1B
n´1

` ¨ ¨ ¨ ` anIn “ 0
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e, portanto,

pBpAqX “
`
A

n
` a1A

n´1
` ¨ ¨ ¨ ` anIm

˘
“ A

n
X ` a1A

n´1
X ` ¨ ¨ ¨ ` anX

“ XB
n

` a1XB
n´1

` ¨ ¨ ¨ ` anX “ X
`
B

n
` a1B

n´1
` ¨ ¨ ¨ ` anIn

˘
“ 0.

Agora, suponhamos que �1, . . . ,�n P C são os valores próprios de B. Então,

pBpxq “ px ´ �1qpx ´ �2q ¨ ¨ ¨ px ´ �nq

e, portanto,

pBpAq “ pA ´ �1ImqpA ´ �2Imq ¨ ¨ ¨ pA ´ �nImq.

Como �1, . . . ,�n R �pAq, todas as matrizes A´�1Im, . . . ,A´�nIm são invert́ıveis e, portanto,

pBpAq também é invert́ıvel. Deste modo,

X “ pBpAq
´1pBpAqX “ 0,

provando que NucpFq “ t0u.

Para a implicação contrária, argumentamos por contra-rećıproco: supomos que �pAq X�pBq ‰

H, com vista a provar que NucpFq ‰ t0u. Seja � P �pAq X�pBq e seja w P Cnˆ1 tal que w ‰ 0

e Bw “ �w. Por outro lado, temos � P �pA
˚
q e, portanto, existe v P Cmˆ1 tal que v ‰ 0 e

A
˚
v “ �v. Seja C P Cmˆn tal que Cw “ v; esta matriz existe: como w ‰ 0, existe uma base

tw1, . . . ,wnu de Cnˆ1 com w1 “ w e, pelo teorema da extensão linear, existe (pelo menos) uma

aplicação linear ' : Cnˆ1
Ñ Cmˆ1 que satisfaz 'pw1q “ v, de modo que basta escolher para C

a matriz que representa esta aplicação linear (com respeito às bases canónicas de cada um dos

espaços vectoriais). Se fosse NucpFq “ t0u, então a aplicação F seria sobrejectiva e, portanto,

existiria X P Cmˆn tal que

AX ´ XB “ FpXq “ C.

No entanto, por um lado, temos

xpAX ´ XBqw|vy “ xAXw|wy ´ xXBw|vy “ pAXwq
˚
v ´ �xXw|vy

“ w
˚
X

˚
A

˚
v ´ �xXw|vy “ �w˚

X
˚
v ´ �xXw|vy

“ �xXw|vy ´ �xXw|vy “ 0,

enquanto que, por outro lado,

xpAX ´ XBqw|vy “ xCw|vy “ xv|vy ‰ 0

(porque v ‰ 0). Esta contradição prova que NucpFq ‰ t0u, como queŕıamos. ⇤


