
AULA 16

Sumário. Fórmula canónica de Jordan: caso geral.

Teorema 16.1 (Forma canónica de Jordan). Para qualquer A P Cnˆn
, existe uma matriz

invert́ıvel P P Cnˆn
tal que

P
´1
AP “

»

————–

Jn1p�1q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jn2p�2q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jnrp�rq

fi

����fl

para alguns �1, . . . ,�r P C (não necessariamente todos distintos) e alguns n1, . . . , nr P N tais

que e n1 ` n2 ` ¨ ¨ ¨ ` nr “ n.

Demonstração. Sejam �1, . . . ,�m P C os valores próprios, distintos dois-a dois, de A. Pelo

teorema da decomposição de Schur (e pela sua demonstração), podemos garantir que existe

uma matriz unitária U P Cnˆn tal que

U
˚
AU “

»

————–

T1 X1,2 ¨ ¨ ¨ X1,m

0 T2 ¨ ¨ ¨ X2,m
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ Tm

fi

����fl

onde, para cada 1 § i § m,

Ti “

»

————–

�i ‹ ¨ ¨ ¨ ‹

0 �i ¨ ¨ ¨ ‹

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ �i

fi

����fl
P Cmiˆmi , mi “ m.a.p�iq,

e onde Xi,j P Cmiˆmj , 1 § i † j § m. Ponhamos

U
˚
AU “

«
T1 X

0 T
1

�
,

onde

T
1

“

»

——–

T2 ¨ ¨ ¨ X2,m
...

...

0 ¨ ¨ ¨ Tm

fi

��fl P Cpn´m1qˆpn´m1q e X “

”
X1,2 ¨ ¨ ¨ X1,m

ı
P Cm1ˆpn´m1q.
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Pelo teorema de Sylvester, existe (uma e uma só) matriz X P Cpn´m1qˆpn´m1q tal que T1Y ´

YT
1

“ ´X, donde resulta que
«
Im1 Y

0 In´m1

�´1 «
T1 X

0 T
1

� «
Im1 Y

0 In´m1

�
“

«
Im1 ´Y

0 In´m1

� «
T1 X

0 T
1

� «
Im1 Y

0 In´m1

�

“

«
Im1 Y

0 In´m1

�´1 «
T1 X

0 T
1

� «
Im1 Y

0 In´m1

�
“

«
T1 T1Y ` X ´ YT

1

0 T
1

�
.

Prosseguindo recursivamente, encontramos uma matriz invert́ıvel Q P Cnˆn tal que

Q
´1
AQ “

»

————–

T1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 T2 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Tm

fi

����fl
.

Seja 1 § i § r qualquer. Temos Ti “ �iIn ` pTi onde pTi P Cmiˆmi é uma matriz estritamente

triangular superior e, pelo Teorema 14.2, existe uma matriz invert́ıvel Pi P Cmiˆmi tal que

P
´1
i

pTiPi “

»

——–

Jmi,1p0q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

0 ¨ ¨ ¨ Jmi,ri
p0q

fi

��fl

onde mi,1, . . . ,mi,ri P N são tais que mi,1 ` . . . ` mi,ri “ mi, de onde resulta que

P
´1
i TiPi “ P

´1
i p�iImi ` pTiqPi “ �iImi ` P

´1
i

pTiPi “

»

——–

Jmi,1p�iq ¨ ¨ ¨ 0

...
...

0 ¨ ¨ ¨ Jmi,ri
p�iq

fi

��fl .

O resultado segue-se considerando a matriz P “ Q

»

——–

P1 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

0 ¨ ¨ ¨ Pr

fi

��fl. ⇤

B A forma canónica de Jordan J de uma matriz A P Cnˆn contém muita informação sobre

A (nomeadamente, no que se refere aos seus valores próprios). De facto, se

J “

»

————–

Jn1p�1q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jn2p�2q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jnrp�rq

fi

����fl
,

então:

‚ �1, . . . ,�r são os valores próprios de A (podendo haver repetições);
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‚ para cada � P �pAq, a multiplicidade algébrica m.a.p�q é dada por

m.a.p�q “ # t1 § i § r : �i “ �u ,

enquanto que a multiplicidade geométrica m.g.p�q é dada por

m.g.p�q “ # t1 § i § r : Jnip�iq “ Jnip�qu

(isto é, m.g.p�q é o numero de blocos de Jordan em J que estão associados a �);

‚ o polinómio caracteŕıstico pApxq de A é dado por

pApxq “ pJpxq “ px ´ �1q
n1px ´ �2q

n2 ¨ ¨ ¨ px ´ �rq
nr

(podendo haver factores repetidos).

Teorema 16.2. Qualquer matriz A P Cnˆn
é semalhante à sua transposta, isto é, existe uma

matriz invert́ıvel P P Cnˆn
tal que P

´1
AP “ A

T
.

Demonstração. Seja A P Cnˆn e seja Q P Cnˆn uma matriz invert́ıvel tal que J “ Q
´1
AQ

está na forma canónica de Jordan, isto é,

J “

»

————–

Jn1p�1q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jn2p�2q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jnrp�rq

fi

����fl

onde �1, . . . ,�r P �pAq e n1, . . . , nr P N são tais que e n1 `n2 ` ¨ ¨ ¨ `nr “ n. Para cada m P N,
consideremos a matriz

Km “

»

————–

0 ¨ ¨ ¨ 0 1

0 ¨ ¨ ¨ 1 0
...

...
...

1 ¨ ¨ ¨ 0 0

fi

����fl
P Cmˆm;

é fácil verificar que K
´1
m “ K

T
m “ Km e que

K
´1
m Jmp�qKm “ Jmp�q

T, � P C.

Por conseguinte, tomando

K “

»

————–

Kn1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Kn2 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Knr

fi

����fl
,
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obtemos

K
´1
JK “

»

————–

K
´1
n1

0 ¨ ¨ ¨ 0

0 K
´1
n2

¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ K
´1
nr

fi

����fl

»

————–

Jn1p�1q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jn2p�2q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jnrp�rq

fi

����fl

»

————–

Kn1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Kn2 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Knr

fi

����fl

“

»

————–

K
´1
n1
Jn1p�1qKn1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 K
´1
n2
Jn2p�2qKn2 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ K
´1
nr
Jnrp�rqKnr

fi

����fl

“

»

————–

Jn1p�1q
T

0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jn2p�2q
T

¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jnrp�rq
T

fi

����fl
“ J

T,

de modo que, para P “ QKQ
T

P Cnˆn, obtemos

P
´1
AP “ pQ

T
q

´1
K

´1
Q

´1
AQKQ

T
“ pQ

´1
q
T
K

´1
JKQ

T

“ pQ
´1

q
T
J
T
Q

T
“ pQJQ

´1
q
T

“ A
T.

Como se queria. ⇤


