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CHAPTER 1 INTRODUCAO

1.1. O problema basico da representagao cartografica

O problema bdsico da representacdo cartografica consiste na representacdo de uma superficie curva
numa superficie plana. A figura da terra é usualmente representada por um sélido de revolugao, o
elipséide ou a esfera, o qual é considerado como a superficie de referéncia em rela¢do a qual todos os
pontos sdo relacionados. Estes pontos podem estdo situados na superficie terrestre, na superficie dos
oceanos e lagos ou abaixo dessas superficies de dgua. Esta superficie de referéncia é a representacao do
nivel médio do mar e a sua continuagdo sob as zonas mais elevadas ou sobre as zonas mais profundas
da superficie terrestre. Tal afirmacdo ndo é necessariamente verdade dado que a figura da terra é, na
realidade, representada por uma superficie equipotencial do campo gravitico terreste, denominada por
gedide, e como tal essa superficie é irregular, ou ondulatdria, sendo impossivel a sua representacdo por
uma férmula matemadtica rigorosa. Assume-se entdao que as superficies de referéncia utilizadas para a
superficie terrestre sdo o elipsdide e a esfera e, desta forma, o problema das projecSes cartograficas
resume-se a representacdo de uma superficie elipsoidal ou esférica numa superficie plana (Figura 1.1).

Geoid
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Figura 1.1 - Esquema de representagao da superficie terrestre numa superficie plana.
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A representacdo de uma superficie curva numa superficie plana apresenta as vantagens de ser muito
mais facil de produzir e de manusear um mapa plano do que um globo ou uma por¢ao, reduzidos a uma
determinada escala, da superficie terrestre e ainda de os cdlculos matemdticos serem muito mais
simples num plano do que num elipséide ou esfera. No entanto, esta representagao envolve distor¢des,
sendo aplicadas diferentes técnicas de representacdo que possuam determinadas propriedades
favordveis a um propdsito especifico e considerando, ainda, a dimensao da drea a ser representada. Esta
técnica de representacdo é designada por projecao cartografica.

1.2. Objetivos e métodos de representacao

A representacdo da superficie terrestre numa superficie plana tem como principal objetivo a
representacdo das posicdes de pontos discretos na superficie original num sistema de coordenadas
planas e, consequentemente, o calculo de distancias e de angulos entre esses pontos discretos.

E precisamente esta transformagdo da superficie da terra numa superficie plana a operacdo mais dificil
de conseguir. No entanto, pode-se projetar a superficie fisica da terra, sobre um elipsdide de referéncia,
por meio de projetantes normais ao elipsdide em cada um dos seus pontos (método de projecdo de
Helmert). Deste modo, cada um dos pontos da superficie terrestre fica definido por 3 coordenadas, a
latitude B (angulo entre a normal do lugar e o plano do equador) e a longitudel (angulo entre o
meridiano do lugar e o meridiano de referéncia, medido no plano do equador) das respetivas projecdes
sobre o elipséide, e, pela altitude elipsoidal h.

Existem trés critérios cartograficos que sdo aplicados para a avaliacdo das propriedades das proje¢des
cartograficas:

a) Equidistancia — representacdo correta das distancias;

b) Conformidade — representacgdo correta das formas;

c) Equivaléncia — representac¢do correta das areas.

Estes trés critérios sdo bdasicos e mutuamente exclusivos, sendo do ponto de vista cartografico,
irrelevantes quaisquer outras carateristicas de uma dada proje¢do. Dado isto, de notar que ndo existe
uma representacado ideal, apenas a melhor representacdo para um determinado propdsito.

Os métodos de projecdo ou representacdo podem ser classificados como:

a) Projecdo direta do elipsoide na superficie de projec¢ao;

b) Dupla proje¢do envolvendo a transformagdo do elipséide numa superficie esférica e posterior
representacdo da superficie esférica na superficie de projecao.

Existem, entdo, dois tipos de superficies datum — o elipsdide e a esfera — e trés tipos de superficies de
projecdo — o plano, o cone e o cilindro — sendo as duas ultimas superficies planificaveis (Figura 1.2).
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Figura 1.2. Classificagdo das projecdes cartograficas segundo o critério da superficie de projec¢ao.

A transformacdo da superficie datum na superficie projecdo pode ser de natureza geométrica, semi-
geométrica ou matematica (convencional). Muito poucas projecdes sdo projecdes verdadeiramente
perspetivas em sentido geométrico.

E conveniente definir uma projegdo cartografica com um arranjo sistematico de linhas que se intersetam
no plano, que representam e tém uma correspondéncia de um para um com os meridianos e paralelos
da superficie datum. Este arranjo obedece a algum principio consistente de modo a verificar
determinadas condi¢Ges pré-definidas. Cada conjunto de novas condi¢des resulta numa projecdo
cartografica diferente e, consequentemente, existe um numero ilimitado de proje¢des cartograficas.
Contudo, na prdtica, os trés critérios cartograficos mencionados anteriormente — equidistancia,
conformidade e equivaléncia - sdo aplicados com um numero limitado de outras condicdes resultando
num numero de cerca de duzentas projecdes distintas criadas para fins especificos (Maling, 1968).

1.3 Classificagao das proje¢Ges cartograficas

A classificacdo de projec¢des cartograficas devera seguir um “standard” de modo que qualquer projecdo
(ndo convencional) possa ser descrita por um conjunto de critérios e inversamente um conjunto de
critérios definird uma qualquer projecao. Assim, um esquema de classificagdo devera seguir um nimero
de critérios subdivididos em classes e variedades conforme sugerido por Goussinsky (1951).

As classes podem ser consideradas de diferentes pontos de vista, sendo estes ndo mutuamente
exclusivos. As variedades sdo as subdivisdes de cada classe e sdo mutuamente exclusivas. Para facilitar o
processo de constru¢do de um esquema de classificacdo das projegdes cartograficas composto por
classes e variedades deverdo ser consideradas determinados fatores especificos:

a) O objeto projetado ou a superficie datum;
b) A superficie projecdo na qual a superficie datum é projetada;
c) A projecdo ou a representagdo “per si”.

A superficie de projecdo é considerada como o problema extrinseco e o processo de projecdo ou
representacdo como o problema intrinseco.
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1.3.1. O problema extrinseco

Este problema considera as propriedades da superficie relativamente a superficie datum dando origem
a trés classes:

I.  Natureza : natureza da superficie projecao definida como a figura geométrica
II. Coincidéncia : contato da superficie projecdo com a superficie datum
Ill. Posicdo : alinhamento da superficie projecdao em relagdo com a superficie datum.

Quanto a sua natureza, as proje¢des podem ainda ser dividida em trés variedades, representando, cada
uma, as superficies basicas de projecdo, nomeadamente o plano, o cone e o cilindro (Figura 1.3). A mais
simples destas superficies de projecdo é o plano, que quando tangente a superficie datum tem um Unico
ponto de contato que corresponde ao centro da area de distor¢do minima. O cone e o cilindro, que sdo
ambos planificaveis, foram introduzidos com o objetivo de aumentar a zona de contato e
consequentemente a drea de minima distorgao.

Single point
of contact
N

Line of

contact Line of

contact
¥

(a) (b)

Figura 1.3. Classificagdo das proje¢des cartograficas quanto a natureza: a) plana, b) cénica e c) cilindrica.

A classe coincidéncia pode ser dividida em trés variedades representando os trés tipos de coincidéncia
entre a superficie datum e a superficie projecdo, nomeadamente tangente, secante e polisuperficial
(Figura 1.4). Verifica-se facilmente que a tangéncia entre a superficie datum e a superficie projecao
resulta num ponto ou numa linha de contato, o primeiro no caso da superficie proje¢do ser um plano e a
segunda no caso da superficie ser um cilindro ou um cone. Para aumentar a drea de contato entre as
duas superficies, e consequentemente a area de distor¢do minima, é introduzido o modo secante,
resultando numa linha de contato no caso em que a superficie é o plano e em duas linhas de contato no
caso do cilindro ou do cone. Para uma ainda maior area de contato é introduzido o multiplo contato
designado por polisuperficial. Neste caso uma série de planos sucessivos produzird uma projec¢do
poliédrica, uma sequéncia de cones produzird uma projecdo policonica e uma série de cilindros
produzird uma projegdo policilindrica.
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Figura 1.4. Classificagcdo das projecdes cartograficas quanto a coincidéncia: a) tangente, b) secante e c)
polisuperficial.

Quanto a posicdo as projecGes sdo subdivididas em trés variedades representando as trés posi¢coes
basicas ou alinhamentos da superficie de projecao relativamente a superficie datum, nomeadamente,
normal, transversa e obliqua (Figura 1.5). Caso o propésito da projecdo seja a representacdo de uma
area limitada da superficie datum, é entdo vantajoso alcangar uma distor¢cdo minima nessa darea
particular. Tal é possivel através da variacdo da atitude da superficie de projecdo. Se o eixo de simetria
da superficie de projecdo coincide com o eixo de rotac¢do do elipséide ou da esfera, temos uma projecao
normal. Com o eixo de simetria perpendicular ao eixo de rotagdo, obtém-se um projecdo transversa e
para qualquer outra atitude do eixo de simetria, obtém-se uma projec¢do obliqua.

/\symmetry
axis of
rotation

:;A 3
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z Axis of
AT rotation

-

15
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|
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|
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rotation

Figura 1.5. Classificacdo das projecdes cartograficas quanto a posicdo: a) normal, b) transversa e c) obliqua.
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1.3.2. O problema intrinseco

Este problema considera a proje¢cdo do ponto de vista das suas propriedades cartograficas e do seu
modo de construcdo, dando origem a duas classes:

IV. Propriedades cartograficas
V. Modo de construcdo

Quanto as propriedades cartograficas, esta classe divide-se em trés variedades mutuamente exclusivas
qgue representam os trés critérios cartograficos basicos : equidistancia, conformidade e equivaléncia. A
equidistancia significa que existe uma correta representacao da distancia entre dois pontos na superficie
datum e na superficie projecdo, de modo que a escala é mantida ao longo de linhas que liguem
quaisquer dois pontos. Esta carateristica é naturalmente limitada a um numero especifico de pontos e
ndo é de forma alguma uma carateristica geral destas projecGes. A conformidade representa a
manutenc¢do da forma dos elementos, e consequentemente a manutencdo dos angulos (direcoes),
sendo esta propriedade limitada a areas infinitamente pequenas e ndo certamente a figuras
geométricas de grandes dimensdes. A equivaléncia de dreas significa a manutencdo das areas dos
elementos representados, mas a custa da deformacdo da sua forma e dos seus angulos que sdo neste
caso deformados. A Ultima classe pode ser dividida em trés variedades mutuamente exclusivas
representando os trés principais modos de construcdo de uma projecao: geométrica, semi-geométrica e
convencional (matematica). As projecGes geométricas ou semi-geométricas resultam de uma
representacdo geométrica ou perspetiva pura ou por meio de um processo parcialmente projetivo.
Neste caso enquadram-se as projecées gnondmica e estereografica. Nas projecdes convencionais nao
existe qualquer relacdo do tipo projetivo ou geométrico sendo a representacao obtida por um processo
puramente matematico.

1.3.3. O esquema de classificacao

As classes e as variedades mencionadas nas duas se¢des anteriores podem ser organizadas da seguinte
forma (Tabela 1.1):

Tabela 1.1. Classes e variedades das projec¢des cartograficas.

Classes Variedades

Problema I. Natureza Plana Conica Cilindrica
extrinseco —
Superficie de Il. Coincidéncia Tangente Secante Polisuperficial

roje¢ao -
proje¢ Ill. Posicao Normal Transversa Obliqua
Problema IV. Propriedades cartograficas Equidistante Equivalente Conforme
intrinseco -
Projeciio V. Modo de construgdo Geomeétrica Semi- Convencional

geométrica
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Uma qualquer projecdo pode ser descrita por um conjunto de variedades, uma de cada class; e
inversamente, um conjunto de variedades, uma de cada classe, definem uma projecao. De salientar o
facto de que o numero de projecdes é infinito. Na tabela 1.2 sdo apresentados os conjuntos de
variedades que caraterizam algumas das projecdes utilizadas na cartografia portuguesa.

Tabela 1.2.Variedades que caraterizam algumas das projec¢des utilizadas na cartografia portuguesa.

Projecao de Projecao de Projegao Transversa  Projecao Universal Transversa de
Bonne Mercator de Mercator (Gauss) Marcator (UTM)
Natureza Conica Cilindrica Cilindrica Cilindrica
Coincidéncia Tangente Tangente Tangente Secante
Posigao Normal Normal Transversa Transversa
Propriedades Equivalente Conforme Conforme Conforme
Modo de Convencional Convencial Convencial Convencial

construgao
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CHAPTER 2 DEFINICOES, NOTACAO E DIMENSOES

2.1. Defini¢Oes e notagao

2.1.1. Representacdo matematica da forma da terra

A forma fisica da terra é muito irregular para ser utilizada diretamente em calculos matematicos.
Consequentemente, diversas superficies matematicas fiticias tém sido definidas como aproximacdes da
forma da terra com diferentes graus de precisao.

A melhor aproximacgdo universalmente aceite é a uma superficie equipotencial correspondente ao nivel
médio do mar, designada por gedide. O gedide é uma superficie ondulatéria, suave e continua, que
fiticiamente se estende sob os continentes ao mesmo nivel e que, por definicdo, é perpendicular, em
cada ponto, a direcdo da gravidade. Esta superficie ndo é simétrica em relacdo ao seu eixo de rotacgao,
sendo irregular a distribuicdo de densidades no interior da Terra (Figura 2.1). O monte Everest constitui
o ponto mais alto, com cerca de 8 km de altitude, e a fossa das Marianas, com cerca de 11 km de
profundidade, constitui o ponto mais profundo da superficie da terra.

>
Fag
L OXS

NP Geoid 4 Geoid %oooQ

= K

9 || axis Y .

e of rotation Lpsol
+|¥ of regional
ol best fit
2 1
X
«
SP

(a) (b)

Figura 2.1. O gedide e o elipsdide.

Embora o gedide seja um meio conveniente para o estudo do campo gravitico da terra, este apresenta
desvantagens quando se pretendem calcular coordenadas horizontais de pontos, distancias e angulos,
dado que a formulacdo matematica necessdria para esse calculo é extremamente complexa.

Dado isto, é introduzida uma superficie de revolugao simétrica considerada como a melhor aproximagao
ao geodide. Esta superficie é um elipsdide cujas dimensdes dependem das condi¢gdes que proporcionam o
melhor ajustamento em relagdo a superficie do gedide que se pretende representar. Uma das
propriedades mais comum consiste em fazer coincidir o seu eixo de revolugdo e centro, respetivamente,
com o eixo de rotacdo e o centro de gravidade do gedide — datum global (Figura 2.1a). No entanto, para
a representacdo de uma regido parcial do gedide é considerado um elipséide, tangente a superficie do
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gedide no ponto central dessa regido, cuja superficie constitua o melhor ajustamento regional e cujo
eixo de revolugdo seja paralelo ao eixo de rota¢do do gedide — datum local (Figura 2.1b).

2.1.2. Definigdes e notagao no elipsdide e na esfera

Para os préximos capitulos é necessario definir os elementos do elipséide bem como os elementos
correspondentes a esfera. Vamos considerar a Figura 2.2 onde esta representada parte de um elipséide.

Figura 2.2. Parametros do elipséide.

O eixo-z corresponde ao eixo de revolugdao. Um plano que passe por este eixo interseta a superficie ao
longo de uma elipse meridional. O centro do elipsdide é O; o Polo Norte e Sul sdo indicados por NP e SP,
respetivamente. O semieixo maior da elipse meridional a é igual ao raio equatorial representado na
figura por OA ou OC (OA= OC= a). O semieixo menor da elipse meridional b é representado na figura
por ONP= b. De seguida sdo apresentadas as relagdes matematicas entre os diversos pardmetros do
elipsdide.

O achatamento do elipsdide f é dado por

a-b
f= (2.2)
a
A primeira excentricidade e é dada por
2 2
a”—-b
e=,—5— (2.2)
a
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com e? igual a seguinte expressdo
e =1-(1-f) (2.3)

O angulo entre a normal ao elipséide PD em P e o eixo equatorial CO é designado por latitude geodésica

@. 0 angulo COP é designado por latitude geocéntrica.

O raio de curvatura do meridiano pem P é dado por

{1-€?
o ol1me) o
(1 —e’.sin’ ¢)E

O raio do circulo paralelo r que passa por P (com ¢ constante), representado na figura por PO’, é igual a
PO'=N-cos¢=r (2.5)

sendo N o raio de curvatura na direcdo da primeira vertical perpendicular a dire¢do do meridiano, o qual
é dado pela seguinte expressao

N=— 9 (2.6)

1

(1—e2.sin2¢)E

O meridiano que passa por P é indicado pelo dngulo A, designado por longitude de P, contado a partir
do meridiano de referéncia. Por regra considera-se o meridiano de Greenwich como sendo o meridiano
de referéncia. No entanto, no caso das representagdes cartograficas pode ser mais conveniente
considerar o meridiano central da projecdo de uma dada regido como origem da contagem das
longitudes. O dngulo A é considerado positivo na dire¢do Este e negativo na dire¢do Oeste a partir do
meridiano de origem.

A equacdo do elipsdide no sistema de coordenadas retangulares tridimensional (Figura 2.2) é dada por

2 2 2

X+y? z
+2 1 (2.7)

a’ b*

ou em coordenadas polares

x=N-cos¢.cos 1
y=N-cos@.sind (2.8)
z:N-(l—ez)-singzﬁ

O azimute de um arco arbitrario PP’ sobre a superficie do elipsdide é designado por « e é contado no
sentido dos ponteiros do reldgio a partir da direcdo do Norte. Tal € mostrado na Figura 2.3.
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7 EquatOr

Figura 2.3. Azimute de PP’

As correspondentes férmulas para a esfera sdo obtidas colocando e= 0 nas expressGes anteriores
(Figura 2.4). No caso da esfera existe apenas um raio de curvatura pelo que p = N= R e é ébvio que a

latitude geodésica @ é coincidente com a latitude geocéntrica.

Figura 2.4. Parametros esféricos.

Quer no caso do elipsdide quer no caso da esfera a posicdo dos pontos sobre a superficie é dada pela

latitude ¢ contada positiva a partir do equador até ao Norte e a longitude 4, ambas expressas em graus,
minutos e segundos de arco.

2.2. Linhas com propriedades especiais

Existem algumas linhas com propriedades sobre a superficie do elipsdide (e as suas equivalentes
esféricas). No caso concreto da cartografia, as linhas mais importantes sdo a geodésica e a loxodromica.
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2.2.1. A geodésica, o circulo maximo e a ortodromica

O caminho mais curto entre dois pontos P: e P, sobre a superficie do elipsdide é designado por
geodésica (Figura 2.5). Progredindo ao longo desta linha curva, o azimute da tangente muda

continuamente a cada ponto.

Figura 2.5. A geodésica.

De acordo com o teorema de Clairaut verifica-se a seguinte relagdo em cada ponto P da geodésica: “o
produto do raio de um circulo paralelo que passe por um dado ponto P pelo seno do azimute da

geodésica é uma constante”, ou
r-sina=N-cos¢-sina=C (2.9)
Desta expressdo retiram-se algumas particularidades

(1) Parag=0,N=ae
, C
sina =— (2.10)
a
quando a geodésica interseta o equador, o azimute « é igual ao arcsin(C/a).

(2) Para o= 90°, verifica-se que

{N.cos p=C
N.cos(—¢)=C

(2.11)

a solugdo destas equagdes devolve dois valores para ¢ simétricos em relagdo ao equador.
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(3) Para a=0, o valor de ¢@é indeterminado e a geodésica é um meridiano.

Caso P; e P, tenham uma distdncia méxima em longitude de 180° (A2-41= 180°), o caminho mais curto é
ao longo de uma sec¢do meridional que passe por um dos polos. Os circulos paralelos ndao sao
geodésicas, embora o teorema de Clairaut seja satisfeito (equacdo 2.9).

Quer as se¢bes normais entre dois pontos quer a geodésica correspondem a partes de circulos maximos
na esfera dado que esta corresponde a um caso particular do elipsdide, isto é quando o semieixo maior
e menor sdo iguais. Logo, o caminho mais curto entre 2 pontos é parte de um circulo maximo. No
entanto, esta curva s é projetada como uma linha reta nas projecées gnomonicas (a projecdo da
geodésica é dado o nome de ortodromica).

2.2.2. A loxodrémica

A loxodrémica entre dois pontos P1 e P; é uma curva que interseta os meridianos com um azimute «
constante (Figura 2.6).

NP

2.6. A loxodréomica.

A equacdo dessa curva é gerada a partir de uma equacao diferencial

di=tana- do (2.12)

cos¢

derivando diretamente a partir da Figura 2.7.
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Rd qg

Rcos ¢ dA

Figura 2.7. Elementos diferenciais da loxodréomica.

Integrando e resolvendo de modo a obter tan &, obtém-se

. =4 - (2.13)
Intan(45°+§¢2)—|ntan(45°+5¢1)

tana =

Qualquer outro ponto P (¢, A) ao longo da curva pode ser calculado através da integragdo de (2.12) com

os limites l1e A4
1 1
A —A= tana{lntan(45°+5¢2)—Intan(45°+5¢1)} (2.14)

Desta expressdo retiram-se algumas particularidades:
(1) Se ¢1 = ¢, tg =00 ou a=90°, resultando num circulo paralelo;
(2) Se A1 = Az, =0, resultando num meridiano;

(3) Se ¢=90°, 1 —A; tende para infinito, resultando numa espiral em direg¢do ao polo (Figura 2.8).
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Figura 2.8. A loxodrémica em dire¢do ao polo.

A loxodrémica é de especial importancia na navegac¢ao dado que é projetada como uma linha reta entre
pontos na projecdo cilindrica conforme de Mercator. As Figuras 2.9 e 2.10 mostram a ortodromica e a
loxodrémica numa proje¢do gnomodnica e numa projecdo conforme de Mercator, respetivamente.

30 0
N, Atlantic A
Ocean
40 Pie
///7
I /
30 [ T3 (S i
o 7 1
5 (o) ¢ (0)% Sl
20ps;: / ot 30 ¥ <°(0 T
~ % /%b o
: p) Psh s
4 i 0 AT g
10 : Atlantic ; -t ix éﬂl\frlcc
s, [, |Ocedn ‘ d ' ;
America ﬂ 15 s m Y(-Mlll/i
(o) / t k OAm;Eica’

L
70WL.60 50 40 30 20 10 20 60 50 40 30 20 10 O

Figura 2.9. A ortodrémica e a loxodrémica na proje¢do  Figura 2.10. A ortodromica e a loxodrédmica na projecao
gnomonica, ¢go=30°. de Mercator.
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CHAPTER 3 FORMULA GERAL DA TRANSFORMACAO. A TEORIA DAS
DISTORCOES

3.1. Férmula geral da transformag¢dao. Condigdes de unicidade, reversabilidade e
correspondéncia entre curvas paramétricas

Um dado sistema de curvas paramétricas (U, v) pode ser adotado sobre uma superficie curva, logo cada
ponto dessa superficie pode ser dado em coordenadas cartesianas tridimensionais X, y, z como fungdo
de u e v (Figura 3.1).

‘% '

Figura 3.1. Superficie datum Figura 3.2. Superficie de proje¢do
x=p, (u,v)
y=p,(u,v) (3.1)
z=p, (u,v)

Por conveniéncia, a essa superficie ira chamar-se superficie datum. A mesma relagdo pode ser escrita
para uma segunda superficie a qual se ira chamar superficie de projecdo (Figura 3.2).

X3 =p£ (ul'vl)
Y1 :pé (u1'V1) (3.2)

Z; :p; (ullvl)

As curvas paramétricas da superficie datum estdo relacionadas com um sistema de curvas na superficie

de projecédo se existir uma relacdo matematica entre os parametros (u, v) e (u1, v1), e vice-versa.

(3.3)
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E 6bvio que para representarmos a superficie da Terra, ou qualquer outra superficie curva, numa esfera
ou num plano, duas condi¢cdes devem ser satisfeitas

(1) a projecdo deve ser Unica (condi¢cdo de unicidade);
(2) a projecao deve ser reversivel (condicdo de reversabilidade).

Tal significa que a um dado ponto na superficie datum deve corresponder um Unico ponto na superficie
de projecao e vice-versa. Matematicamente, tal pode ser expresso pela condi¢cdo de que os parametros
u e v devem ser resolUveis a partir das equacdes (3.3), tendo-os como funcdo de ui e vi.

(3.4)

Sem mais restrigdes, as curvas paramétricas u e v por norma nao correspondem ao sistema (U1, vi),
constituindo um outro sistema arbitrario diferente. No entanto, a relacdo entre (u, v) e (u1, v1) pode ser

estabelecida eliminando u1 e vi da equacdo (3.2) com a ajuda de (3.3), obtendo-se a férmula geral da

transformacdo
x=p,(u,v) x, =p,(u,v)
y=p,(u,v) y,=p,(u,v) (3.5)
z=p,(u,v) z,=p,(u,v

3.2. Geometria diferencial elementar. A matriz de transformagdo

3.2.1. Elemento linear e expressées angulares

De acordo com uma férmula da geometria diferencial o quadrado do comprimento infinitesimal de uma
parte de uma curva, designado abreviadamente por elemento linear ds, sobre uma superficie é dado
por

ds> =dx* +dy’ +dz° (3.6)

Derivando as expressées (3.1) em ordem a U e v, obtem-se

dx=—-du+—-dv
ou ov

dy=a—y-du de (3.7)
ou ov

dz:g-d +g dv
ou ov
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substituindo (3.7) em (3.6), resulta que

2
dszz{a— du+ &y j Y g+ Y gy j 2 qur & dvj .
ou ov ou ov ou ov

2 2
_ (@J _{QJ +(8zj i+ {6x 8_x dy 6y oz 6‘2} dudy (3:3)
ou ou ou ou ov ou 6v 6u ov

A ANEA
HIZ] + 2+ -dv?
ov ov ov
Os coeficientes de du?, du.dv e dv? sdo designados por primeiros coeficientes superficiais de Gauss e

sdo designados na literatura por E, F e G, respetivamente. Deste modo a expressdo (3.6) passa e
escrever-se da seguinte forma

ds’> =E-du® +2F -dudv + G -dv® (3.9)

Considerando que uma dada curva sobre uma dada superficie € uma curva coordenada u= const., entdo
du= 0, logo substituindo em (3.9) obtemos

ds?=G-dv’ < ds, =[G -dv
de igual modo, se v= const., entdo dv= 0, logo

ds?=E-du’ < ds,=E-du

As quantidades \/E e /G atuam como unidades de medida ao longo das curvas U e v sobre uma dada

superficie. Na Figura 3.3 é apresentado um paralelogramo diferencial num ponto P de uma dada curva

Figura 3.3. O paralelogramo diferencial

As curvas coordenadas u= const. e v= const. serdo, no caso da Cartografia, os paralelos e meridianos,
respetivamente. Consideremos entdo que
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o, +a,=0 (3.10)

sendo & o angulo de interse¢do das curvas coordenadas U e v no ponto P (i.e., o dngulo entre as

tangentes as curvas U e v em P). O paralelogramo pode considerar-se plano dada a sua drea
infinitamente pequena, pelo que se pode aplicar a lei do coseno, obtendo-se

ds’ :(«/E-du)z +(\/E-dv)2 —Z(JE-du)-(\/E-dv)-cosﬂSO -0) <

ds’> = Edu® + Gdv® +2\EG -dudv - cos & (3.11)

Igualando as expressdes (3.11) e (3.9), obtem-se que

2F =2+/EG -cos 0 <

cost9=L (3.12)

JEG

A igualdade (3.12) mostra que a condicdo necessdria e suficiente para que as curvas coordenadas U e v

sejam ortogonais é que F= 0. Considerando que cos’ @ +sin’@ =1, resulta que

sinf=+/1—-cos’ 0 = ’1_[\/Z_Gj :,’EGE;F (3.13)

O angulo o entre a tangente a curva coordenada v= const. e a tangente a uma curva ds num dado

ponto P, denominado azimute de ds, obtem-se aplicando novamente a lei do coseno
2 2
(\/E-dv) :(x/E-du) +ds® —2(«/E-du)-ds-cosoz1 o

ds® = Gdv® —Edu® +2JE -du-ds - cosa,
igualando esta expressdo a expressdo (3.11), obtem-se

cosg = 2Edu’ +2EG -du-dv-cos€ Edu++/EG -dv-cosf

! 2«/E-du-ds - «/E-ds

substituindo cos@ pela sua expressdo em (3.12), resulta que

cosq, =—=-|E-—+F-—
' \/E( ds ds

du dvj (3.14)
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de igual modo se obtem para COS¢, a seguinte expressao
cosa, =——

(3.15)

Considerando, novamente, que cos’ o, +sin’ o, =1, resulta que

2
1
sina, :1/1—c052051 = l_iﬁ(t_'%ﬂ:‘%n —...

\/E'dsz —E?-du® —2E-F-du-dv—F*-dv?
E-ds®

substituindo no numerador ds? pela sua expressdo em (3.9), obtem-se que

. E-G-F* dv
sina, =,[—— - — (3.16)
E ds
de igual modo se obtem que
E-G—F> du
sina, =|———— — (3.17)
G ds

A area elementar do paralelogramo é dada pelo produto externo de dois vetores
A=+EG -du-dv-sin@

substituindo sind pela sua expressdo (3.13), obtem-se que
A=\EG—F* -du-dv (3.18)

A expressio EG—F> é definida positiva. Estas mesmas expressbes sdo aplicaveis a superficie de
proje¢do usando as letras e1, f1 e g1 (em vez de E, F e G, respetivamente) e os angulos (2e [ (em vez de
Oe q, respetivamente). Num sistema paramétrico ortogonal (u, v) onde &= 90°, F= 0 e a expressdo para
a area do paralelogramo passa a ser

A=\/I£‘du-dv

3.2.2. A matriz de transformacgdo fundamental. O determinante do jacobiano

Considerando duas superficies S e S1, e sobre cada uma delas um sistema de coordenadas curvilineas (u,

v) e (u1, v1), obtemos os seguintes elementos lineares ds e ds1
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ds’ =E-du’ +2F -dudv + G -dv*
(3.19)
ds’=E,-du’ +2F, -dudv, +G, -dv’

Derivando as expressoes (3.3) que estabelecem a correspondéncia entre os pontos das duas superficies

obtem-se que

du, =% gy + o gy
u ov

av, = gy gy
ou ov

Substituindo estas expressdes na segunda expressdo em (3.19), vamos obter o elemento linear dsi em

termos das cooordenadas u e v

2
ds,> =E, (6“1 du+ O dv) 1-{(%«1 aa“ dv j (‘2’1 du +% dvﬂ
u "% u 1%

ou ov
2
G,- (ZV ~du+ Gavl dvj =---=e -du’ +2f,-dudv +g, -dv*
u v
onde
2
e, =E, (&’j +2F, - (8u vy j+Gl~ %j
ou ou ou ou
f=E, (@“ ou, j” (é‘u aij+ %i) 4G, (8v @Lj (3.20)
! ou oOv ou ov ov ou ou ov
ou, ou, Ov, ov. Y
=E,- +2F, - +G, .| =
%75 (6vj (8v 8vj ! 8v]

A relacdo entre os coeficientes e1, f1 e g1 e os coeficientes E1, F1 e G1 pode ser expressa em nota¢3o

matricial da seguinte forma

. ou ou ou ou
‘- (ﬂﬂj (@LQH@L@LJ [iﬂj | r .21)
gl ou ov ou ov ov ou ou ov Gl

| \ov ov ov ov

sendo esta matriz designada por matriz fundamental da transformagdo. O termo e, -g, —]‘12 pode ser

deduzido a partir das expressdes anteriores, podendo também ser expresso como o produto de dois

determinantes

3-6
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ou, ou, ’

1

E, Flls 0 ou, ov, ou, ov, Y
2 1 1 u " 2 1 1 1 1 2 2
.g. —ft= . =(E .G —F%).| —=.1_~"72. 71| —_(E .G . —F*%*)-A*(3.22
&0~k F, G| |ov, Ov, ( o ) [au ov ov 8uj ( o 1) ( )

GUE

sendo o segundo determinante, designado abreviadamente por 4, o determinante do jacobiano de (us,

v1) com respeito a (u, v).

Com as fungdes descritas desta forma pode garantir-se que a cada par (u, v) corresponde um ponto
sobre a superficie datum e outro sobre a superficie de projecdo, dado que este determinante é sempre

ou, ov; ou, ov, . =
—=.—=#—.—=). Caso fosse nulo o determinante, uma fungdo
u ov ov au

dependeria da outra e a correspondéncia ndo era univoca.

diferente de zero (A4# 0, pois

3.3. Outros conceitos

3.3.1. A deformacgdo linear. Condig6es de conformidade e de equivaléncia

O médulo da deformacé&o linear k, também designado por fator de escala, é definido pela seguinte razio

du’’ du
+2f,—+
kz_dﬂz_epw2+2ﬁdumﬁ+%d“__q(de 'ﬁdV " (3.23)
Cds®  Edu’ +2Fdudv+Gdv: ? ‘
£l ) 12r % 46
dv dv

du
de notar que k depende da dire¢do d_ da tangente ao ponto P e que é diferente em cada diregdo. No
v

entanto, existe uma excepg¢do, nomeadamente, quando os coeficientes do denominador sdo
respetivamente proporcionais aos do numerador

H=ﬂ=£=& (3.24)

E F G

du
O fator de escala é entdo independente de d_ e é o mesmo em todas as dire¢Bes. Esta condi¢do deve
v

ser satisfeita para todas as proje¢cdes conformes. Esta mesma condicdo mantém os angulos livres de
distor¢des na imagem. Tal pode ser observado a partir das expressdes (3.13) e (3.16) em combinagdo
com (3.24), resultando em
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2
ez 00
g NEG-F K& & \Kk) o Jeg-f_
VEG e g 1 g
KK k*
2
el.gl_(flj 1
eGP dv K K \K) dv 2 \Jea—f dv
sina = —= S —=sinf
JE s e, ds 1 \/a ds
'S k

considerando k= 1.
De acordo com (3.18), a area de um paralelogramo infinitamente pequeno é dada por
A=+EG—F*dudv

se a imagem (projecdo) deste paralelogramo tiver a mesma area, a seguinte condi¢do deve ser satisfeita

1 E, Fl|lou ov
EG-F’=".(e,-g. — f¥)=e.-g. —f2=| * ' 3.25
k4 (1 gl fZ.I.) 1 gl f;l. Fl Gl % % ( )

ou ov

considerando um fator de escala igual a 1.

3.3.2. Coeficientes superficiais de Gauss no elipsdide, na esfera e no plano. Coordenadas isométricas

No caso da Cartografia o que se pretende é a representacdo da superficie do elipsdide de revolucdo
sobre uma superficie de projecdo (plano, cilindro ou cone). Em geral, consideram-se sobre a superficie

do elipsoide as coordenadas latitude e longitude (¢ A) e sobre a superficie de proje¢do as coordenadas

cartesianas, também designadas por retangulares ou planas, (x, y¥) ou as cooordenadas polares (R, 6).
Um elipséide pode ser descrito pelas seguintes equacées

X=N-cos¢-cosi
Y=N-cos¢-sind (3.26)
Z:N-(l—ez)-sin¢

sendo N o raio de curvatura na direcdo da primeira vertical perpendicular a direcdo do meridiano.

As curvas paramétricas sobre a superficie do elipséide sdo os meridianos e as trajetdrias ortogonais sao

os circulos de paralelo (u= ¢ e v= A). A expressdo do elemento linear sobre a superficie datum é dada
por

ds® = Edu® + Gdv*
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derivando as expressoes (3.26) e considerando as expressdes dos coeficientes superficiais de Gauss, E, F
e G, na expressdo (3.8), obtem-se que
2 2 2
ax dy dz )
E=|— | +|— |+ — | =...=p
d¢ d¢ d¢
F=0
, , , (3.27)
ax dy dz
G=|—| +| — | +| —
dA di da

=N>-cos’p=r?

(—N-cos¢-sinﬂ)2 +(N'COS¢'COS/1)2 =...

e consequentemente a expressao do elemento linear passa a escrever-se da seguinte forma

ds’ = p’d¢® + N’ cos’ pdA* = p’d¢* +r’d A’ (3.28)

No caso da esfera tem-se que p = N= R, sendo descrita pelas seguintes equacdes

X=R-cos¢-cosA
Y=R-cosg-sind (3.29)
Z=R-sing

de igual modo se obtem que

2 2 2
L I LA I 4 :(—R-sin¢-cosﬁ)2+(—R-sin¢-sinﬂ,)2+(R-cos¢)2:...
d¢ d¢ d¢
=R’
F=0
, , , (3.30)
ax dy dz 2 2
G=|— | +|— | +| — | =(—-R-cos¢@-sind) +(R-cosg-cosi) =...
(52) (5] (55 =t ostsind) +(r-cos-cont
=R’cos’ ¢
e consequentemente
ds* =R*d¢’ +R* cos’ pd A’ (3.31)

No plano tem-se a seguinte expressdo para o elemento linear ds1, considerando u1=xe vi=y

ds,> =E,dx’ +G,dy* = dx’ +dy’ (3.32)

3-9
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pelo que
E =G, =1 e F, =0 (3.33)

as unidades de medida ao longo dos eixos coordenados sdo iguais. Tal ndo se verifica nas expressoes
(3.28) e (3.31), pois E z G.

No caso do elipsoide, o sistema de coordenadas (¢ A) ndo é um sistema isométrico, i. e. ndo tem a
mesma meétrica ao longo dos dois eixos principais. No entanto, estas coordenadas podem ser
submetidas a uma transformacdo com vista a tornar as unidades de medida iguais. Considerando a
expressao (3.28)

ds’ = p’d@® + N> cos’ g dA* = p’dd® +r’d A’

colocando N’ -cos’ ¢ em evidéncia obtem-se

2 2
ds® =N?-cos? - (p—d’b] +da? |=r*. (p—dﬂ +dA? (3.34)
Ncos¢ r

Introduzindo uma nova varidavel @, designada por latitude isométrica, cuja relacdo com a latitude
geodésica é dada por

dp—_P _ (1-¢’)
N -cos ¢ (1—e€’sin’¢)-cos¢

d¢ (3.35)

e integrando esta expressdo, obtem-se a seguinte expressio para a latitude isométrica @

—esing )2
o=[L—dg=tn tg(45°+1¢j.(ﬂj .
Neosg 2 1+esing
(3.36)
2 2 \l+esing

em que e representa a excentricidade do elipsdide, {n o logaritmo natural e ¢ € uma constante, a qual
é igual a zero. De notar que a latitude isométrica se torna infinita nas regiGes polares e assume o valor
zero no equador.

A expressdo (3.34) passa entdo a escrever-se da seguinte forma
ds> =N? -cos’ ¢-(ch2 +d/12) (3.37)

sendo o novo sistema de coordenadas designado por sistema de coordenadas isométricas.

A latitude isométrica na esfera deriva-se diretamente da expressao (3.36) colocando a excentricidade e
igual a zero, resultando em
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1
D, =Lln tg(45°+£¢j (3.38)
O elemento linear, no caso da esfera, é entdo dado por
ds> =R’ -cosz¢5-(d¢2 +d/12) (3.39)

Num sistema de coordenadas polares plano, onde o elemento linear dsi1é dado por, considerando ui= R

eV1=0

ds,’ =E,dR* +G,d0’

x=Rcosd
y =Rsind
2 2
Elz(d—x] +[ﬂj =cos’ O +sin0=1
dR dR
F=0
2 2
Glz(%j +(ﬂj =R*sin’ @+ R’ cos’ 6 =R’
do do
ds;’ =dR* + R*d6”’ (3.40)

onde R ¢é o raio polar e € o angulo polar. Os primeiros coeficientes de Gauss E1 e G1 ndo s3o iguais aos
da equacdo (3.32), pelo que o sistema também ndo é isométrico. De igual forma se pode transformar

este sistema num outro sistema equivalente que seja isométrico. Colocando R? em evidéncia, obtem-se
dR?
2 2 2 2 2 2
ds=R (7“’6 j:R (dp’ +d0?) (3.41)

dR
onde dyu = ? Integrando d, obtem-se que

u=I(nR+c

donde resulta que

HU—c=InR&

R=e"“=e"-e“=e"-p
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sendo assim a expressao do elemento linear passa a ter a seguinte forma
ds’ =e* -pz(d,u2 +dt92) (3.42)

onde as coordenadas /e @ sdo isométricas.

Num sistema de coordenadas retangulares os paralelogramos elementares s3o retangulos, logo &= 90°

e F= 0. Estes paralelogramos tornam-se quadrados num sistema de coordenadas isométrico.

As coordenadas isométricas sdo de extrema importancia nas proje¢cbes conformes. Embora os
coeficientes principais de Gauss, na condicdo de conformidade (3.24), possam ser derivados
diretamente de (3.21), a introducdo dos parametros isométricos simplifica consideravelmente as
expressoes.

3.4. Ateoria das distorgoes das distancias, angulos e dreas

3.4.1. Pares ortogonais correspondentes

Definindo um sistema retangular de curvas paramétricas (u, v) sobre a superficie datum (F= 0), o
correspondente conjunto de curvas na superficie de proje¢io é por regra nio retangular (fiz 0). Sendo
assim, a expressdo da deformacdo linear k assume a seguinte forma

ds’ edu’+2fdudv+g,dv’

K==
ds® ds®

Atendendo as expressdes do cos (3.14) e do sin (3.16) do azimute o de uma linha qualquer sobre uma

superficie, omitindo o indice 1 em « por conveniéncia, e considerando que F= 0, obtem-se que

k’=e-cos’a+2f-cosa-sina+g-sin’a (3.43)
e f; g
sendoe=-1, f=—2—eg="1.
E JEG G

No entanto, Tissot (1881) provou que em cada ponto da superficie datum existe um conjunto de curvas
paramétricas retangulares, as quais tém um conjunto de curvas correspondentes com as mesmas
carateristicas na superficie de projec¢do. Estas curvas sao designadas por curvas paramétricas principais

(f1=0). Consequentemente, a expressdo de k pode entdo ser simplificada passando a

ds’ edu’+g,dv’

k* =
ds’ ds’

=e-cos’a+g-sin‘«a (3.44)
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3.4.2. A deformagao linear

De acordo com a expressdo 3.43, a deformacdo linear k assume a seguinte forma
k> =e-cos’ a+2f-cosa-sina+g-sin*a

Para determinar o valor mdximo e minimo para a deformacdo linear, anula-se a derivada do segundo

membro da expressdo em ordem a «, obtendo-se

d(Kk)
da
(g—e)-sin2a+2f-cos2a =0

_— . . i . . 2 -_— i 2 . . i =
=-2-e-cosasina+2-f (cos o —sin a)+2 g-sinacosa (3.45)

expressao esta que é equivalente a

2f
e—g)

tg2a = ( (3.46)

Reescrevendo a expressdo da deformacdo linear em coordenadas cartesianas obtem-se que
1 1 . 1 .
e-—-cos’a+2f-—-cosa-sina+g-— sifa=1<
k* k* k*

e X" +2f -x-y+g-y’ =1

calculando os valores préprios desta expressao, obtem-se o valor maximo e minimo para a deformacao
linear

k1=\/1-:(e+g)+\/(e—g)2+4-f2:

(3.47)

1T -
k, =\/—- (e+g)—lle—gP +4-f
Analisando estas duas igualdades rapidamente se verifica que

k’+k’=e+g (3.48)

3.4.3. A deformacgao linear sobre curvas paramétricas

A deformacdo linear ao longo da curva u (onde du= 0, a= 90°) é igual a

g
k, = El (3.49)
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de igual forma, a deformac&o linear ao longo da curva V (onde dv= 0, o= 0°) é igual a

& (3.50)

k. = |7
E

2
Usando (3.14) e (3.16) e considerando que F=0
d d
sina=\/5—v cosa=\/E—u (3.51)
ds ds

e as expressoes (3.49) e (3.50), a expressao (3.44) passa a escrever-se da seguinte forma:

Ek,2du? + Gk ’dv? ’ ina \
=2 1 Y = Ek,? Lo + Gk, Sihe =k,’ cos’ a +k>sin’ (3.52)

ds’ JE JG

e devolve o valor da deformagdo linear para um elemento linear ds de azimute ¢, sendo k; a

deformagao linear principal da linha origem da contagem dos azimutes (a= 0).

Para determinar o valor mdximo e minimo para a deformacdo linear, anula-se a derivada do segundo

membro da expressdo (3.52) em ordem a «, obtendo-se:

q(¥)

=-2k,” cosasina +2k,” sinacosa = (k,* —k,’)sin2a =0
da

um valor extremo para k com a=0

, (3.53)

e com o= 90°
k., =k, (3.54)

Estas expressdes sdo particularmente importantes dado que demonstram que as dire¢es onde a
deformacao linear é maxima e minima correspondem as dire¢cGes das curvas paramétricas U e Vv, e sdo
consequentemente ortogonais.

3.4.4. A deformagao angular

Representando por e [ os angulos que os elementos lineares ds e ds; fazem com as linhas v= const.,

chama-se deformagdo angular da diferenca entre os azimutes e [ (Figura 3.4).

o=pf-a (3.55)
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\/E-du
P

'\/E’dV g, -dv
(a) (b)

Figura 3.4. O paralelogramo diferencial, (a) Superficie datum, (b) Superficie de proje¢do

Considerando as expressGes do sina e do cosa sobre a superficie datum, as quais sdo dadas por (3.51)
dv du
SinOtZ\/E— COS&Z\/E—
ds ds
e as expressdes correspondentes sobre a superficie de projecao
. dv du
sinf8=./g, — cos,B:,/e —
" ds, " ds,
tem-se que
G dv dv
tga = \/:— tgf = 9, &V
E du e, du

escrevendo a expressdo da tgf em fungdo de tga e considerando as expressdes (3.49) e (3.50),

g, dv_ [gE 1 k,
tgf= |——= |——tga=k, -—tga=—tga
9p \/el du \/elG 9e=5 k, g k, J

k
de onde se pode observar que, para a= f3, se tem que —- =1e consequentemente k, =k,, como se
k 1 2

2

obtemos

verifica em todas as projegcbes conformes.
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Sendo 6 = f—«, tem-se que

[%ga]—tqa
tgs =tg(f—a)= tgfi-tga _\k = ﬁ—1 _ tx (3.56)
1+tgp-tga k. > k k. >
1+ tg°x 2 1+k—tga
2 2

de notar que, como seria esperado, para a= 0 e o= 90° a deformacdo angular é nula (tgo=0e 6= 0).
Para achar o valor do azimute am correspondente a deformacao angular maxima, anula-se a derivada

do segundo membro da expressdo (3.56) em ordem a ¢, obtendo-se

=

d(tgo
(g ):O < tga, =% [+ (3.57)
da k,

substituindo este valor na expressdo da deformacao angular, obtem-se a expressao para a deformacao

tg5m=[ﬁ—1J—l=...=i1 k& (3.58)
kZ 1+£.k72 2 kZ kl

2 1

angular maxima

3.4.5. A deformacao linear correspondente a deformag¢ao angular maxima

Considerando a expressdo (3.52)
k* =k,” cos’ a +k,*sin’

e a expressdo (3.57)

kZ
tgor, =+ |2
kl
obtem-se que
2 2 2 2 -2 2k1 s a2 Zkz 2
k, “=k,"cos"a+k, sin"a =k,” =sin"«a,, +k, k—cos a, =k, -k, (3.59)
2 1

pelo que a deformacgao linear para o azimute am correspondente a maxima deformacgao angular é igual

a \Jk, -k, .
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3.4.6. A deformagdo areal

A expressdo para a deformacdo areal m deriva-se a partir da expressao (3.18)
A, =\ EG—F*dudv

combinando-a com as expressdes (3.49) e (3.50) e considerando F= 0

A, ,/elgl kK
AD \/E 1 "2

Para projecdes equivalentes, Ap/Ap= 1 pelo que

(3.60)

k,=1

1 2

logo, com base na expressdo (3.59) pode concluir-se que nas proje¢des equivalentes as distancias na

diregdo da maxima deformacdo angular sdo representadas sem deformacdo, pois k, =./k; -k, =1.

3.5. Aindicatriz de Tissot

3.5.1. A teoria da indicatriz

A teoria das distor¢des de Tissot diz que um circulo, sobre uma superficie datum, com centro em P e
raio ds pode considerar-se plano dada a sua drea infinitamente pequena e que esta drea permanece
infinitamente pequena e plana na superficie de projecdao. De um modo geral, este circulo é projetado
sobre a superficie de projecdo como uma elipse. Apenas no caso particular de a superficie datum ser
paralela a superficie de proje¢do é que este circulo permanece com a sua forma original, embora a uma
escala diferente.

X
dx| &
ds
.
P dy y

(a) (b)

Figura 3.5. A elipse de deformacdo (elipse de Tissot), (a) Superficie datum, (b) Superficie de projecdo
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Considerando um circulo com centro em P num sistema de coordenadas retangulares (X, ¥) e a sua
projecdo num sistema retangular correspondente (x1, 1), 0s eixos coordenados sdo entdo as tangentes
aos correspondentes sistemas (U, v) em ambas as superficies. Com base na expressao (3.51) e na Figura
3.5.

sina=\/Eﬂ cosa=«/Eﬂ
ds ds

dx =ds.cosa :x/Edu

(3.61)
dy =ds.sina = \/Edv
e correspondentemente
dx, =ds,.cos f = /e, du
o Jeu (3.62)
dy, =ds,.sin3=,/g,dv
Substituindo
1
du=—-cosa-ds
JE
1
dv=—="-sina-ds
JG
em (3.62), obtem-se
e
dx, = ,/—1 -cos -ds
E
g, .
dy, = El -sina - ds
recorrendo as expressdes (3.49) e (3.50)
dx, =k, -cosa-ds
_ (3.63)
dy, =k, -sina-ds
dx, dy, )
colocando —= e —— ao quadrado e somando estes dois termos, obtem-se
2 1
dx, \ (dy, )
X
DG | | Zcos? g -ds? +sint o - ds? = ds? (3.64)
k2 kl
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Esta expressdo corresponde a equagdo de uma elipse com semieixo maior (menor) igual a ka.ds e

semieixo menor (maior) igual a ki.ds. Considerando que ds é igual a 1, a expressdo anterior assume a

) e
kZ kl

Esta elipse é designada por indicatriz de Tissot, dado que indica as carateristicas da proje¢do na

seguinte forma

vizinhanga de um dado ponto P.

Sabe-se que a area da superficie da Terra que se pode considerar como plana tem um raio de
aproximadamente 10 km, podendo até ser maior caso os requisitos de precisdo sejam menos exigentes.
No interior desta regido, pode entdo escrever-se a equagao (3.65) em fungdo das coordenadas (x1, y1)
de um sistema de coordenadas retangulares omitindo as derivadas

2 2
(ﬁj +[ﬁJ -1 (3.66)
kZ kl

3.5.2. Aindicatriz na pratica

Foi ja demonstrado que um circulo de raio unitdrio ds= 1 sobre a superficie datum que possa ser
substituido por um plano tangencial local, é de uma forma geral projetado como uma elipse, designada
por indicatriz. Demonstrou-se também que o semieixo maior e semieixo menor sao iguais a deformacao
linear maxima e minima, respetivamente. Estes sdo entdo calculados utilizando as expressées (3.50) e
(3.49), respetivamente:

m |.®

A maxima distor¢do angular de um azimute é dada pela expressao (3.58)

tg5m:il ﬁ_ ﬁ
2\\k, \k,

A deformacdo angular num determinado azimute arbitrario « é calculada com base na expressdo (3.52)
k> =k, cos’ a+k’sin’«

sendo a deformacgdo linear no azimute correspondente a deformagdo angular maxima am dada pela
expressao (3.59)
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CHAPTER 4 PROJEGCOES EQUIVALENTES

4.1. Consideragdes gerais

4.1.1. Introdugdo

Uma projecdo diz-se equivalente se a deformagdo areal m tiver um valor constante em todos os pontos,
tem-se entao que

2
vea, - f,
=Y —const.
JEG —F?
Foi anteriormente demonstrado que a combinacdo da matriz de transformacdo fundamental com a
condicdo de equivaléncia conduz a equacgdo (3.25), utilizando um fator de escala igual a 1

m=-—"t
AD

EG—Fzz(el-gl—flz):El Fllou ov
F, G, |ov, oOv,
u v

No caso das proje¢cdes equivalentes as dreas ndo sofrem distorcdo, a deformacdo linear varia e os
angulos sdo deformados. Como anteriormente mencionado, a equivaléncia e a conformidade nao
podem ser verificadas completamente em simultaneo. Tal pode ser demonstrado, no caso de uma
projecdo equivalente, considerando a expressao (3.55)

m=k, -k, =1

para que esta projecdo fosse simultaneamente conforme ter-se-ia que verificar, em cada ponto, a
seguinte igualdade

k, =k

1 2
se a deformagdo linear maxima e minima forem iguais, e se se designar esse valor por k, tem-se que
m=k>=1

logo, pode concluir-se que esta ultima expressdao ndo é possivel de ser verificada em todos os pontos da
superfice.

4.1.2. A deformacgao linear

A distorgao linear numa dire¢do arbitraria pode ser determinada através da seguinte expressao

ds? edd +2f,-dpdA+g,dA’

=
ds’ Edg* +Gd A’

(4.1)
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considerando o caso geral de que o sistema ortogonal (@, A) sobre o elipsdide ndo é transformado num
sistema ortogonal sobre o plano.

N-cos¢-dA g, -dv

(a) (b)

Figura 4.1. O paralelogramo diferencial, (a) Superficie datum, (b) Superficie de proje¢do

Considerando a Figura 4.1 e as expressoes (3.12) e (3.28), a expressdo (4.1) passa a escrever-se da
seguinte forma

. e, d¢’ +2./e, -g, -cosQ-dpd A +g,d A’
p’-dg® +N*-cos’ ¢-dA’

(4.2)

com

cosQ =—1 (4.3)

Recorrendo as expressoes (3.14), (3.16) e (3.27), obtém-se as seguintes expressoes

N-cos¢ di

(4.4)
p dg

tana =

tan g = g, -sinQ2-dA
\/E-d¢+\/a-cos.(2-dﬂ,

Substituindo (4.4) em (4.5), obtem-se

(4.5)

- ‘tana -sin2
tan = P N9 (4.6)
N-cos¢-\/a+p- g, -tana -cos (2
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Sendo a projecdo equivalente e considerando a expressdo (3.60) tem-se que

p-N-cosg=Je, 'gl_flz =

,0~N-cos¢=\/e1 ‘g, —(Je1 ‘g, -cos.Q)2 =
p-N-cosg=,le, g, -sinQ

logo,

p-N-cosg 1 1

Ve - O; € O Ky kg

E G

sinQ = (4.7)

Multiplicando a expressdo (4.6) por p, a expressdo da tan/3 passa a escrever-se da seguinte forma

p’-\Jg, -tana-sinQ 9, 'SinQ'(Pz -tana)
tanﬂ: 5 = 5 =
p-N-cos¢-\/a+p -\/Z-tana-cos.Q g, -sin_Q-(e1 +p -tana-cot!))
p’ -tana tana (4.8)

e =k2+tan05~cot_(2
pz-(12+tana-cot_QJ 2
P

Esta é a expressdo geral da transformacdo de um azimute de um arco sobre o elipsdéide no
correspondente azimute desse mesmo arco apos a projegado.

Numa dire¢do qualquer, contada a partir do eixo k3, tem-se segundo a expressdo (3.52) que
k* =k,” cos® a +k,*sin’
A deformacado linear numa determinada direcdo torna-se igual a identidade se

k* =k, cos’ a+k>sin"a=1=k, -k,

pelo que
k,cos’ a =k, sin’
ou
k
tana =t |-% (4.9)
kl

que é idéntica a expressdo (3.57), a qual devolve o valor do azimute & correspondente a deformacao
angular maxima.
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No caso das proje¢des equivalentes, com k, -k, =1, a expressdo anterior passa a ser a seguinte

tana =+k,> = tk, (4.10)

4.2. ProjegOes equivalentes do elipsdide sobre o plano

Considerando sobre o elipsdide as coordenadas curvilineas ¢ e A (com u= ¢ e v= A) entdo os
coeficientes superficiais de Gauss s3o E= p” e G= r?, em que p é o raio principal de curvatura na dire¢do
do meridiano e r é o raio do paralelo num determinado ponto P sobre o elipsdide. Entdo o elemento
linear sobre S é dado por

ds’ = p’d¢® + N> cos’ g dA* = p’d¢’> +r’d A’
e sobre o plano, o elemento linear em coordenadas cartesianas x e y (com u1= x e vi=y) é dado por
ds,”> =dx’ +dy’
Fazendo as respetivas substituicdes na seguinte expressao

2
m=59"N h @mz-(EG—FZ)zelgl—flz@

 EG-F?
E., F
mz-(EG—FZ):elgl—le: 1 n||ou ov
i G |ov, ov,
ou ov
obtem-se
x of
E. F||0op OA
mz-(EG—FZ): 1 |04 @m-p-rzﬁ—x.a—y—@.ﬂ (4.11)
F G||dy Oy dp 04 OA 0¢
0p OA

Considerando agora sobre o plano as coordenadas polares R e 8(com ui= R e vi= 6), o elemento linear
é dado por

ds,” =dR* +R* d&’

obtendo-se a seguinte expressado geral das representacdes equivalentes em coordenadas polares
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R OR[

E. Fllog oa
mz-(EG—FZ)= 1 hIjo4 ok ©m~p-r=R~a—R.%—a—R.% (4.12)
FG| oo o0 o4 04 04 o¢
o ol

As expressdes (4.11) e (4.12) sdo as expressGes gerais das representagdes equivalentes entre o
elipsoide, com um sistema de coordenadas ortogonais (¢, 1), e o plano com um sistema de coordenadas
cartesianas (X, y) e polares (R, ), respetivamente.

4.3. A projecao pseudo-conica equivalente de Bonne

4.3.1. Introdugao

A projecdo de Bonne é uma proje¢ao conica, equivalente, normal com uma linha de contato tangente ao
paralelo de referéncia. Nesta projecdo apenas o meridiano central de referéncia é uma linha reta e os
meridianos e circulos de paralelo ndo formam um sistema ortogonal no plano. A deformacéo linear ao
longo do meridiano central e ao longo de todos os paralelos é igual a 1, ndo sendo preservada a escala
ao longo dos restantes meridianos.

O arco de meridiano o entre o paralelo de latitude ¢ e um paralelo de latitude ¢ (os quais sdo
projetados como circulos concéntricos em torno do vértice do cone) é calculado por

p
a=jp~d¢ (4.13)
s

Como tal os circulos paralelos ndo sdo igualmente espagados, tendo p um valor diferente em fungdo da
latitude. A distdncia ao longo de um paralelo a latitude ¢ desde o meridiano central Ao até ao meridiano
de longitude A é igual a

(A—=2,)-N-cos¢ (4.14)

Tal é ilustrado na Figura 4.2, onde a rede paramétrica é desenhada na projecao de Bonne.
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(Ai~Ao).N.cos ¢

(Ai-Ao).N.cos go

Meridiano central

Ao

Figura 4.2. A rede paramétrica na projecao de Bonne.

Os eixos principais da indicatriz de Tissot ndo coincidem com o sistema de curvas paramétricas (¢, ).

Tal requer calculos adicionais com vista a determinagdo de k1 e kz conforme ja mostrado na secgdo
4.1.2.

Os sistemas cartograficos equivalentes tém como se sabe um interesse geodésico reduzido para mapas
de escala média em virtude das grandes deformacdes lineares e angulares. No entanto, para regides
alongadas na direcdao Norte-Sul e estreitas na direcao Este-Oeste, como é o caso de Portugal
continental, a projegdo de Bonne tem deformagdes angulares pequenas, sendo praticamente conforme.
De facto, a projecdo de Bonne é mesmo rigorosamente conforme sobre o meridiano central e sobre o
paralelo central.

4.3.2. A projecao de Bonne.

Comecemos por impor a condi¢do de que os paralelos sejam representados por arcos de circunferéncia
concéntricos, pelo que é conveniente adotar coordenadas polares sobre o plano e fazer com que o raio

polar R seja fungdo exclusiva da latitude ¢
R=R(¢) (4.15)

Impondo esta condi¢do, a equacgdo geral das projecGes equivalentes (4.12) reduz-se a
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m-p-r=R- a—R% (4.16)
0¢p OA
donde
0 _ mpr (4.17)
oA OR
R-|—
o¢

m-pr -A+const. (4.18)

"fo

Considerando que esta constante é nula, resulta que para A= 0 o valor de 6= 0 e portanto tem-se o
meridiano origem das longitudes, o qual se vai tomar como sendo o meridiano central da projec¢do e que
sera representado pelo eixo polar (apenas o meridiano central da projecdo é ortogonal a todos os
circulos paralelos). As formulas de transformacao (4.18) ficam entdo

R=R(9)
g=+""P T ; (4.19)
OR
R-|“%
“M

Nestas férmulas dispomos de dois graus de liberdade, representados pela fungdo arbitraria R(¢) e pela

constante m. Os elementos lineares sobre o elipsdide e sobre o plano sdo respetivamente

ds’ = p’d¢’ +r’d A’
ds,> =dR*> + R*d&’

Introduzindo, provisoriamente, a quantidade F(¢)

F(g)=—L"" (4.20)

as formulas (4.19) passam a ter a seguinte forma

{R=R(¢>

2
O=xm-A-F(¢) (@21
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Para calcular ds12 é necessario determinar dR e d@

OR
_99 45+90 . 45=m.1.%F. () -d A=
A= dp o dhmm o dgem F(¢)-da (4.22)
dF

O elemento linear dsi? sera entdo dado por

2

o (R s sreom 2.9F. .
ds, _[8¢j d¢> +R*-m .[/1 a0 dg+F(¢) dﬂ} (4.23)

A deformac3o linear sobre o meridiano central (1= 0) e na direcdo do meridiano central (dA= 0) sera
entdo dado por

o oo [
k:i:-—(/ﬁ—:—(é (4.24)
ds p-dg p

Impondo que esta deformacdo seja a mesma em todos os pontos do meridiano central, resulta que

-
k=%=const.>0
Yo,
donde se obtem, integrando esta expressao, que
R:ik-jp-d¢+const. (4.25)

correspondendo o sinal positivo ao caso de R crescer com ¢ e o sinal negativo ao caso de R decrescer
com ¢ (Figura 4.3).
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(a) Sinal positivo (b) Sinal negativo

Figura 4.3. Sinal a atribuir ao raio polar R consoante no caso de o seu valor crescer com a latitude (a) e no caso de
o seu valor decrescer com a latitude (b).

Se representarmos por ¢p a latitude do paralelo central da projegdo e por Ro o raio do arco de
circunferéncia correspondente, entdo a expressao (4.25) passa a escrever-se da seguinte forma

R, :ik-Up-d¢‘¢:¢o + const. (4.26)

sendo const. uma constante qualquer, esta pode ser eliminada conjugando as expressées (4.25) e (4.26),
obtendo-se

#
R:Roik-jp-d¢ (4.27)
%

¢
Note-se que o integral J.p-d¢ representa o arco de meridiano o (Figura 4.4) entre o paralelo de
o

latitude ¢ e um paralelo de latitude ¢ expresso na equagdo (4.13).

No caso de uma projecao de uma zona no hemisfério Norte, deverd ser adotado o sinal negativo para
que o valor de R cresca do polo Norte para o ponto e a ¢ cresga do equador para o polo Norte (ou seja,
gue as duas coordenadas tenham sentidos contrarios de crescimento).
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Figura 4.4. Relagdo entre o raio vetor (R) de um dado paralelo e o raio vetor do paralelo de referéncia (Ro).

Neste caso, a expressdo (4.27) assume o seguinte aspeto
¢
R=R,—k-[ p-d¢ (4.28)
%

Numa tentativa de fazer com que o sistema seja conforme no meridiano central e na direcdo dos
paralelos vamos impor que a deformac3o linear no meridiano central (A= 0) e na direc3o dos paralelos

(d¢= 0) seja igual , obtendo-se deste modo os seguintes elementos lineares sobre o elipsdide e sobre o
plano, respetivamente

ds’ =r’d A’
ds’=R>-m’-F*(¢)-dA’°
logo, a deformacdo linear é igual a

_ds, R-m-F(§)-dA _R-m-F(¢)
Cds r-di B r

k

Substituindo F(¢) pela sua expressdo em (4.20), obtem-se

R-m- T
R|9R
:R-m-F(¢)_ op| _m-p

r r éj
o¢

tendo em consideracgdo a expressdo (4.24), a expressdo anterior passa a ter a seguinte forma
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k= mp m@k Jm (4.29)

Introduzindo estes novos elementos, as formulas de transformacdo (4.19) passam a escrever-se da

seguinte maneira

[
R=R,—k-[ p-dg
z (4.30)
\/E-r./1

R

0=+

Na expressdo do @ poderia ter sido omitido o sinal, bastando escolher o sentido crescente de & de

acordo com o sentido de crescimento de A para que a carta n3o fique invertida.

A Ultima etapa consiste em impor que a deformacdo linear seja tanto quanto possivel constante, ou

seja, que a projecdo seja tanto quanto possivel conforme. Vai-se entdo impor como condi¢cdo que a

deformagdo linear k respeitante aos elementos lineares sobre o paralelo central (¢=¢) e sobre o

meridiano central (dA= 0) seja igual a «/m . Deste modo, sobre o elipsdide tem-se a seguinte expressdo

para o elemento linear
ds” = p,’df’
e sobre o plano tem-se que
ds;’=dR*+R,’-d&’ (4.31)
como, a partir da primeira expressdao em (4.22), se sabe que

ar=R .44

op

pode obter-se uma nova expressio para dR com base nas expressdes (4.24) e (4.29)

dR=k- p,-dp=~Im-p,-dp <
dR> =m- p,? -dg’

Relativamente a d, e considerando novamente as expressdes em (4.22), tem-se que

:8_¢ d¢
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derivando a expressdo de @nas equagdes (4.30)

dez[_ﬁ-z.%_ﬁwa ,a_RJ.d(ﬁ:[JE-z-sin%-po _m-ﬂ-ro-po}d(é

R, 0¢ R:  0¢ R, R’

Substituindo dR e d@ na expressdo (4.31), o elemento linear sobre o plano é

2
\/E'Z'Sin%'po_m'ﬂ"ro'po 2
R R ¢

0 0

ds’=m-p,-d¢’ +R,’ [

e consequentemente, a deformacao linear sera entdo dada por

Jm A p 2
m'poz'd¢2+Roz*{ m- 'Sm¢o':00_m' 'ro'poJ -dg?

K2 = ds,’ _ R, Ry’ —
dSZ p02d¢2
2
—m+R A \/E'sm% _mn |
RO RO2

Para que esta igualdade seja verificada para qualquer valor de A, tem que se verificar a seguinte
condic¢ao

2
R A2 .[x/;l-:m% _m-roj 0
0 0

m-r, _\/;~No~cos¢0

Jm sing, sing, =m N, -cotg;

R, =

Logo, as féormulas de transformacgao finais sdo as seguintes

4
R=R,—m- [ p-d¢
Po

R, =~/m-N,-cotg, (4.32)

Jmr
R

0=+ A
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Estas sdo as formulas da projecdo de Bonne. Fazendo m= 1, como é o caso da cartografia portuguesa
continental, obtem-se

4
R=R,—[p-dp=R,~c

R, =N, -cotg, (4.33)

4.3.2. Interpretagdo geométrica da projecdo de Bonne

Trace-se uma reta representativa do meridiano central e escolha-se um ponto O para centro dos arcos
de circunferéncia representativos do paralelo. Trace-se um arco de raio Ro (Figura 4.5).

L
S

Figura 4.5. Projecdo equivalente de Bonne.

R, =N, -cotg,

Desta forma temos representado o paralelo central. Note-se que Ro é o lado do cone circunscrito ao

elipsdide e tangente ao longo do paralelo central de latitude ¢.

Para representar um ponto genérico P, trace-se o arco de circunferéncia de raio R

Cartografia 2017/2018 4-13



sendo oo arco de meridiano entre as latitudes ¢o e @. O arco tragado é a imagem do paralelo que passa
por P. Marcando sobre ele um comprimento A1P1 igual ao correspondente AP sobre o elipsdide, fica
assim definido o mecanismo geométrico da correspondéncia.

Figura 4.6. Sistema de coordenadas polares na projecdo de Bonne.

As coordenadas cartesianas retangulares sdo entao dadas pelas expressdes

X, =R-sinf=(R,—c)-sind

(4.34)
Y, =R, —R-cos@=R,—(R,—0)-cos@

em que
R, =N, -cotg,
R=R,-0o
r-A
0=—
R

A transformacdo direta fica resolvida pelas expressdes anteriores. Para a transformacgao inversa tém-se
as seguintes expressoes

Xp,
Ro - yP1
R,—V, Xy,

R=——"A_-_"A
cosd sind

¢ =arctan
(4.35)
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em que

R, =N, -cotg,
o=R,—-R
R-0
A=—r
r
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CHAPTER 5 PROJECOES CONFORMES OU ISOGONICAS

5.1. Consideragdes gerais

5.1.1. Introdugao

Uma projecdo diz-se conforme ou isogdnica se a deformacdo linear k for independente do azimute, isto
é, o seu valor terd de ser o mesmo em todas as dire¢des. Foi anteriormente demonstrado que a
combinacdo da matriz de transformacdo fundamental com a condicdo de conformidade conduz a
equacao (3.24).

Q)

pelo que, neste caso, as expressoes (3.20) passam a ser

6u12 ov, Y
=| =2 | E 4] 2] -6
G w5
8u 8u 8v 8v
-G, =0 5.2
fi= ou v 1 u ov 5-2)
ou, ov
=| —= .E+_1 .G
% (av] : [avj :

combinando (5.1) e (5.2) obtém-se as seguintes condi¢Ges de conformidade

flz

o

ov,
v

2
aulj .El{avj .G, =E-K’
ou ou

Ou, Quy
ou ov

av ov
6u ov

2
ov 0

—.G,=0

jG =G -k

(5.3)

Para que a deformacdo linear k seja independente do azimute, a derivada de k em ordem a o tem de

ser nula. Sendo a deformacdo linear dada pela expressdo (3.43) na secgdo 3.4.1

k’=e-cos’a+2f-cosa-sina+g-sin°a
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tem-se entao que

i(kz)z(g—e)-sinZOhLZf-c0520{=0

logo

2f
(e-9)

Devendo esta equagéo ser verificada para qualquer valor de ¢, verifica-se, em particular, que para a= 0

tan2a = (5.4)

e o= 45°, o valor da express3o (5.4) é igual a

a=0=tan2a=0= f=0

a=45°=tan2a=+0o=>e—-g=0e=g
Assim, para uma representagdo conforme a expressdo (3.43) passa a escrever-se da seguinte forma
k’=e-cos’a+e-sinfa=e (5.5)

A indicatriz da deformacdo linear serd entdo uma circunferéncia; sendo ki= k> a expressdo da
deformacédo angular (3.56) reduz-se a

tgo=| k1] 9% _g (5.6)
k, 14 K
k ga

2

ou seja, a deformagdo angular é nula para todos os azimutes. Sendo assim, o angulo entre dois
elementos ndo é alterado pela representagao.

5.1.2. Sistemas de coordenadas isométricas. A deformacgao linear

As unidades de medida ao longo dos eixos coordenados (u, v) podem tornar-se iguais conforme
demonstrado na seccdo 3.3.2. Considerando as expressdes do elemento linear sobre o elipséide

ds’ =E-du’ +G-dv’
e sobre o plano
ds’=E,-du’+G,-dv’
tem-se que

ds’ :G-(dL72+dV2)
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com

du = Edu Sdu= EdL_l
\!G \/ E (5.7)
dv =dv

e também que

com

ds’ =G, -(du,” +dv,’ )

(5.8)
dv, =dv,

2 2
[y
E 1 _
e, =| 1 £+ - | g gk
G _ G _
\/7du \/7du
E E
G, _ G, _
—Ldu, E—ldu1 -
fi="m L +——=t1.G,=0
G _ ov \/E _ ov
—du —du
E E
2
[
g, = £ E+QEZG—GH
! ov tolov !

obtem-se, apds algumas transformacGes da primeira e da terceira equacdo, que

Ny N2 N2 _\2
@& ARG e
ou ou ov ov
e, da segunda equacdo, que

— == = = (5.10)
ou ov ou ov
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reescrevendo esta expressao da seguinte forma

(&) (&)

BEEN

representando por77 o valor comum das duas frages. Separando as duas fragBes desta expressao,

resulta que
ou ou ov ov
substituindo estas expressdes em (5.9), tem-se que

ov, _, og,

— = 5.11
ou ov 11

e substituindo (5.11) em (5.10), obtem-se a seguinte igualdade

ou _ v (5.12)
ou ov

as equacoes (5.11) e (5.12) constituem as condi¢des de conformidade.

Existindo parametros isométricos tanto na superficie datum como na superficie de projecdo, entdo a
projecao

(5.13)

é conforme se forem verificadas as equagdes (5.11) e (5.12).

As equacdes (5.11) e (5.12) contém as condi¢Ges de Cauchy-Riemann que definem a condi¢do necessaria
e suficiente para que uma qualquer fungdo seja analitica, sendo por isso designadas por equacgdes de
Cauchy-Riemann. Deste modo, as derivadas parciais em (5.11) e (5.12) podem ser consideradas como as
derivadas parciais da parte real e imaginaria da equagao

iV, =q(U+i-V) (5.14)

sendo C[l(L_I,V) eq, (U,V)a parte real e imagindria da expressdo (5.13), respetivamente. A expressdo

(5.14) é designada por expressao geral das representacdes conformes. O termo da direita da expressao
(5.14) pode ser expandido numa série de poténcias, obtendo-se

u, +i-v, :(U+i~\7)+(A+i-B)~(U+i-\7)2+(C+i—D).(U+i-\7)3+... (5.15)
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A escolha desta expansao pressupde que

(1) as origens em ambos os sistemas sejam pontos correspondentes;

(2) adeformacio linear k nas origens seja igual a 1 (ko= 1), €;

(3) ambos os sistemas tenham a mesma orientacio.

Separando a parte real da imagindaria em (5.15), resulta que

) 2.B-G-v+C-

II
<I
N

+B- (u —72)+C-(3-L72~V—\73)+D~(U3—3~U~

(173—3-17-\72)+D-(—3-172-\7+\73)+...
+

”)

(5.16)

Os elementos lineares sobre a superficie datum e sobre a superficie de proje¢do podem ser escritos,

respetivamente, em termos de parametros isométricos

ds> =G-(dL72+dVZ)

2 —2 —2
ds’ =G, -(du,” +dv,’ )
A deformacao linear, em termos de coordenadas isométricas, é entao

G, -(du, +dv’)

2 _
K= G-(du” +dv?)

(5.17)

sendo
di, = 2% g+ 9% gy
ou ov
a7, =% i+
ou ov

obtem-se, considerando as igualdades em (5.9) e (5.10), que

dii,” +dv,” {[%) (Z‘;j }(dﬁ%dvz):{(%jJ{

substituindo em (5.17), resulta que

o,

ov

ﬂ (du* +dv?)
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G ou ou G ov ov

Derivando as expressées (5.11) e (5.12), obtém-se as seguintes relacbes

o, oW, oW, o
o ol (5.19)

(5.18)

as quais constituem as equag8es de Laplace para u, e v, com respeito aos parametros independentes

uev.

5.2. Projegao de Gauss

5.2.1. Introdugdo

A projecdo de Gauss, também designada por tranversa de Mercator, € uma projecdo conforme,

cilindrica e transversa que se presta a representacao de zonas alongadas na direcdo N-S e estreitas na

direcdo E-W (Figura 5.1). Sendo uma projecdo conforme, esta mantem a forma dos elementos

infinitamente pequenos e consequentemente os angulos (dire¢des), no entanto esta mantem também

os comprimentos ao longo do meridiano central da projecao.

A projecdo de Gauss difere da de Mercator no que diz respeito a posicao da superficie de projecao

relativamente a superficie datum, sendo que nesta Ultima o cilindro fica numa posicdo normal a

superficie datum. Deste modo, a projecdo de Mercator presta-se a representacdo de zonas alongadas na

direcdo E-W e mantem os comprimentos ao longo do equador.

Figura 5.1. Projegdo transversa de mercator.
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5.2.2. Férmulas de transformagao direta

Na projecdo de Gauss a linha de tangéncia do cilindro assume uma posicado transversa relativamente ao
equador, sendo a linha transversa o meridiano central da zona a representar. Impondo a condi¢do de

conformidade (5.14) e designando q por f, sendo f uma fungdo analitica qualquer, tem-se que

y+i-x=f(@+i-2) (5.20)
para A= 0 é evidente que
x=0
y=f(@)

0 eixo oy representa o meridiano origem das longitudes que deverd ser, naturalmente, o meridiano
central da zona.

Seja do um elemento do meridiano central entdo temos que dA=0 e que
do=p-dg=r-dd (5.21)
resultando esta igualdade da definicdo de @. Este elemento serd representado na carta por

df
do, =dy=——2d® 5.22
1 y dD ( )

Querendo que sobre o meridiano central ndo haja deformacgdo linear, entdo o valor de k tem de ser
iguala 1l

df
_doy_dy _do _1 & _,
do do r r do

donde se obtem que

d
—f:r (5.23)
do
e entdo nesse caso a funcdo f é dada por
@ ¢
f(gb):jr~dgb =jp-d¢ (5.24)
0 0

Desenvolvendo a expressdo (5.20) em série de Mac-Laurin e separando a parte real da imagindria, tem-
se que
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PN o R I O (- A B
y=£(®)-3, [d@zl-o+4g (d@4j1—0 6! (d@sl—o+

3 3 5 5 7 7
M.(ij _ﬂ_.(dfa] J_.[dfsJ _ﬂ_.(d{j
do ), , 3! \d@*) 5 \do°) = 71 (do")

(5.25)

As derivadas da fung¢do f em ordem a @ sdo calculadas a partir da expressdo (5.24), obtendo-se as
seguintes expressoes

¢ ¢
f(@)sz-d¢=jda:0

i=r=N-cos¢
do

d’f dr dr do d¢

r
- _ ——=-=sing- p-—=—r-sing=—N.cosg.sin
d®’ d® do dp do 7P P ’ g

d’f

d ) dar . de¢ . r
=———r-sin =——.SIN@—r-CoOSP.—— =—r -SIn —r-CoSs@Q-—=
do’ dcb( 7) do ¢ ¢d@ / ¢ P

:—N-coss¢-{%—tan2¢}:—N-c053¢-k1

e de modo analogo para os restantes termos de ordem superior

4 2
j@j: :N-singzﬁ-cossgzﬁ-{ﬂ+4-N—2—tanng}:N-singzﬁ-cos3¢5-k2
p P

d’ N° N? N
d@f5 :N-COSS¢-{4-—3-(1—6-tg2¢)+—2-(1+8-tg2¢)—2-—-tg2¢+tg4¢}:N-COSS¢-k3
p p p

d® , N* N?
@Jz :N-sm¢-c055¢-[8-—4-(11—24-tg2¢)—28-—3-(1—6-tg2¢)+
P P

2

+%-(1—32-tgz¢)—2'%'t92¢+t94¢}ZN'Sin¢'C0$5¢'k4
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7
ds —N-cos7¢5-[61—479-tg2¢5+179-tg4¢5—tg6¢]:N-cos7¢-k5

7=

8
ds =N-sing-cos’ ¢-[1385—3111-tg2¢+ 543-tg4¢+tg6¢] =N-sing-cos’ ¢-k,

@

substituindo nas expressodes de x e de y, obtem-se

2 4 6

A . A . 3 A . S
=0o+—-N-singd.cos@+—-N-sing.cos’ @.k, + -N-sing.cos’ @.k
y . ¢.cos¢ 24 ¢ Pk, 20 ¢ Pk,

8

+ N -sing.cos’ ¢.k
40320 ¢ Pk (5.26)

5 7

x—/l-N-cos¢+/1—3-Ncos3¢k +L-Ncoss¢k + A
6 120 "% 5040

-Ncos’ ¢.k,

sendo A a diferenca de longitude entre o ponto e o meridiano central da projecao.

5.2.3. Formulas de transformagao inversa

As férmulas de transformacao inversa sdo as seguintes

[t m? t m* 2 2 2
=9 _(ko.pj'(z.kow}r[ko.pj'[m.k;./\ﬁ}(_w +oy-(1-t7)+12t )_

_(kt j'{nol\:i NSJ-(&//“-(11—24t2)—121//3-(21—71t2)+151//2-(15—98t2+15t4)+
p k-

t Mm?
+180y -(5t” —3t*) - 360t* ) +{ M j (1385 +3633t” +4095t* +1575t° )

ky-p ) \ 40320-k,”-N’ (5.27)

r_ % _ M3 . 2
(A—74,)-cosg _[ko'Nj {G-koa-Naj (z//+2t )+

+{120I\:1,\/5J'(_4V/3'(1_6t2)+l//2'(9—68t2)+72l//t2+24t4)—
kS

M7
—[77} -(61+662t* +1320t* +720t°)
5040k, -N
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. . - N .
sendo M a distancia a meridiana, ¥ =— (com N e p calculados com um valor aproximado para a

latitude ¢’) e t=tang’. A determinagdo de ¢’ é feita através de um processo iterativo, o qual é
descrito de seguida

1) toma-se como ponto de partida um valor aproximado para o arco de meridiano o,

o _ P
ap ko

sendo P a distancia a perpendicular;

2) com base neste valor calcula-se uma primeira aproximacgdo para ¢(¢ap) , a qual é dada por

Ty
¢=¢O+A~a~(1—e2)

3) com este valor aproximado para a latitude recalcula-se o comprimento de arco de meridianoo
usando a seguinte expressdo

a=a~(1—ez)-{A-(¢—¢0)—g-(sin2¢—sin2¢0)+%-(sin4¢—sin4¢o)—

D E F
—E-(sin6¢—sin6¢o)+§-(sin8¢—sin8¢0)—ﬁ-(sin10¢—sin10¢0)}
4) com este novo valor para o determina-se a corre¢do a aplicar a ¢’ através de:

A¢= (O-C’P_O_)
1%

onde

(1-¢
L ele)
(l—ez.sinzqﬁ)E

sendo o novo valor da latitude igual a

#=4+Ad

5) repetem-se as etapas 3), 4) e 5), recalculando o, pe Age o novo valor da ¢' até que A¢seja inferior
a precisdo desejada (10%9).
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5.2.4. A deformagdo linear

O comprimento de um elemento linear ds, no elipséide, sobre um paralelo de latitude ¢ (d¢= 0) é dado
por

ds® =r*-dA’ (5.28)
e o comprimento da sua representacao sobre o plano é dado por
ds,’ =dx* +dy* (5.29)

As componentes dx e dy obtém-se diferenciando as expressbes de x e de y em (5.26), obtendo-se as
seguintes expressdes

dx:g-dl:(r+1%2-r-cosz¢-klj-d/1
oA 2

oy .
dy=——--dA=A-r-sing-dA
y=22 ¢

desprezando os termos de ordem igual ou superior a A3. Substituindo estas expressdes em (5.29),
resulta que

ds’=r>-dA’+r*-cos’¢-k -A*-dA*+ A% -r*-sin” ¢-d A’

desprezando também os termos iguais ou superiores a A3.

A deformacado linear sera entao

2

K =C;51 =1+cos’¢-k,-A* +sin’ - A? (5.30)

52

ou entdo, substituindo k; pela sua expressao, sera

2 2
kz:1+cosz¢-[ﬂ—tan2¢)-lz+sin2¢-/12:1+r A
P p-N
e portanto
2 2
k= 142 (5.31)
p-N

Fazendo um desenvolvimento em série da expressdo (5.31), obtem-se

r- A
p-N

1
k=1+—-
2
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atendendo a que
x~=N.cosgp-A=r-A

pela sua expressdo em (5.26), entdo a deformacdo linear k em coordenadas retangulares é dada por

X2

k=14+—— (5.32)
2-p-N

ou seja, a deformacdo linear é unicamente funcdo do quadrado da distancia ao meridiano central da
1 . x I
projecdo dado que o coeficiente ﬁ varia pouco com a latitude. Esta é a razdo pela qual a projecdo
. p .
de Gauss se adapta bem a representacao de regidoes alongadas na direcdo N-S. Se a zona a representar

ndo for muito extensa na diregdo N-S, pode adotar-se o valor médio correspondente a latitude média ¢o
e entdo tem-se que

k=1+——-— (5.33)

5.2.5. Corregdo tangente a corda
As representagdes conformes mantém o angulo entre as tangentes, mas o que interessa para a
aplicacao das férmulas da geometria plana é o angulo entre as cordas, surgindo assim a necessidade de

aplicar as direg8es azimutais elipsoidais a corregdo tangente a corda f, também designada por redugdo
a corda (Figura 5.2).

N
~

v

Figura 5.2. Correcdo tangente a corda (f).

A curvatura geodésica /'é dada pelo teorema de Schols

r=-.=2 .
y (5.34)
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dk
sendo d_ a derivada de k segundo a normal 3 linha, a qual se pode escrever da seguinte forma
n
dk dk dx+dk dy
dn dx dn dy dn
como no caso da projec¢do de Gauss k sé depende de x, tem-se que

ok _dk dx
dn dx dn

logo

derivando a expressdo de k em (5.33) em ordem a x, obtem-se

%_ X
dx p,-N,

e da figura deduz-se que (sendo & o azimute da linha AB)

dx
dx=dn-cosa < —=cosa
dn

e ainda que

Yo~ Va =L<:>cosa=—y32y“

cosa

pelo que a expressdo da curvatura geodésica / passa a escrever-se da seguinte forma

X  YeTVa

sendo L o comprimento da linha AB (corda).

Através da geometria diferencial, sabe-se que a correcdo tangente a corda
p= 1 I, -L (5.35)
2 % '
onde L é o comprimento de linha AB e 733 é a curvatura num ponto a 1/3 da distdncia AB. Trata-se de

uma férmula aproximada mas, como a curvatura é muito pequena e o erro desprezdvel, considera-se

suficientemente rigorosa nas aplicagdes cartograficas. Atendendo a que k é préximo de 1 e fazendo
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22X, X,

1
x%:xA+§-(xB—xA) 5
tem-se que

- :(2-xA+xB)-(yB—yA)
B 3pyNgL

donde finalmente, se obtem a corregdo

14 1
p'= —
6-p0,N,-sinl

-(2-XA+XB)~(yB—yA) (5.36)

Nesta expressdo o valor de #” é maior ou menor que zero consoante o sinal que convencionalmente se
tenha adotado para o sentido positivo dos eixos. No caso da projecdo de Gauss a transformada de uma
geodésica volta sempre a concavidade para o meridiano central.

5.2.6. Corregdo de redugao dos comprimentos finitos

Esta correcdo é aplicada a um comprimento finito elipséidico para se obter o correspondente
comprimento cartografico. Sendo dsi o elemento linear sobre a carta, o elemento correspondente
sobre o elipséide sera dado por

ds=£: as,

2

k 1+ X
2':00'N0

desenvolvendo o denominador em série, obtem-se

2
ds=(1—x—j-ds1
2-p,-N,

Y -Yya

Figura 5.3. Corre¢do de um elemento finito.
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Considerando a Figura 5.3., deduz-se que

dx
ds, =—
sina
e que
X ) X, —X
s, =22 &Ssing="2-"2
sina s,
logo

Integrando a expressdo anterior, obtem-se a seguinte expressdo para s

Xg 2 X
X 3
s= 51 .[ 1_—X .dx = 51 . [X]B_ —X =...
Xg = Xa 5, 2 py - Ny Xg =X, “ 6, N X,

S
— 1 2 2
sl —'(XB+XB.XA+XA)

605N,

logo, a corregdo s1-S é dada por

51 2 2
—Ss=———"— X, +X,- X, +X (5.37)
6-p,-N, ( BoTE A A)

1

Para Portugal continental considerando o sistema PT-TMO06/ETRS89, com a latitude do Ponto Central
perto do V.G. Melriga (¢b= 39° 40’ 5.73” N), as expressdes (5.33), (5.36) e (5.37) assumem os seguintes
valores

k=1+12306-10"%-x°
B =84612-10""-(2-x, + X, )- (Vs — V)

s, —5=41021-10"" -5, -(x§+xB-XA +xj)
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5.2.7. Convergéncia de meridianos

Seja P um ponto sobre o elipséide e Q o seu homdlogo num sistema cartografico qualquer. Na Figura
5.4 esta representado o ponto Q, uma reta paralela ao eixo das ordenadas e a transformada de um
meridiano. Chama-se angulo de convergéncia de meridianos, ou simplesmente convergéncia de
meridianos, ao angulo y entre o meridiano cartografico e o meridiano geodésico num dado ponto Q.
Pela Figura 5.4 tem-se a seguinte igualdade:

y
dx
d
y}’
Q

Figura 5.4. Convergéncia de meridianos

dx dy dx
- = S tany=—
siny cosy dy

dx
representando d_ a derivada calculada a partir da equagao X:f(y) da transformada do meridiano.
y

As seguintes férmulas de transformacao

sdo, para cada valor fixo de A, as equagdes paramétricas (parametro ¢) da transformada do meridiano
fixado, donde

dx

tany:% (5.38)

d¢
No caso da projecdo de Gauss as férmulas de transformacgdo, desprezando os termos iguais ou

superiores a A2, sdo de acordo com as expressdes (5.26)
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y=0

x=A-N-cos¢p=A1-r

donde se obtem

dy

_:p

d¢
%=ﬂ,~ﬂ-d—o-:—/1'5in¢-p
d¢ do d¢

pelo que a expressao (5.38) passa a escrever-se da seguinte forma

tany:M:_ﬂ.sin¢

P

sendo assim, a convergéncia de meridianos é dada pela seguinte expressdo dado que ¥ é um angulo
muito pequeno

y=—A-sing

sendo A a diferenca de longitude entre o ponto e o meridiano central da projec3o. Dado isto, tem-se a
seguinte expressado para o calculo da convergéncia de meridianos

y=—(A-2,)-sing (5.39)

5.3. Projecao de Mercator

5.3.1. Introdugdo

A projecdo de Mercator é uma projegdo cilindrica conforme. Gerardo Kramer (1512-1591), cartégrafo
flamengo, tenta corrigir a representacdo do Mediterraneo de Ptolomeu e constroi um Mapa Mundo
com base numa proje¢dao matematica, em que os paralelos e os meridianos se projetam num plano
perpendiculares entre si.

A projecdao de Mercator foi concebida para reduzir os problemas de orientagdo no decorrer da
navegacdo. O principal problema de um navegador é saber como orientar o navio para que, partindo de
um determinado lugar, consiga atingir um destino previamente definido. Combinando o ser uma
projecao conforme com o facto de ter os meridianos e paralelos retilineos faz com que as loxodrémias,
ou seja as linhas com um rumo constante, sejam representadas por segmentos de reta.

Para sabermos qual o azimute « da loxodrémica que une dois pontos (Figura 5.5), dispondo de uma

carta com esta proje¢do basta unir os dois pontos por uma reta e medir o angulo a. A formulagdo
existente na projecdo de Mercator baseia-se fundamentalmente no elipséide sobre o qual escolhemos
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as coordenadas @ e A, respetivamente a latitude isométrica e a longitude, e nas coordenadas
cartesianas X, y sobre o plano, cuja relagdo com a latitude isométrica e longitude é obtida por uma

fungido analitica qualquer f que obedece a condigdo geral das proje¢des conformes.

60FF l
N.? Atlantic
Amer (Ocean

7 | A
e_~ /
o
O

| X7
(//e v f
30 224 O((\ “‘,;"

20— ,

’.
10 /’ > & Zx=

0 Amer;lcc’ i { |

70 60 50 40 30 20 10 O

Figura 5.5. Loxodrdmica: linha de azimute constante.

A projecao de Mercator é especialmente apropriada para a representacdo de regidoes equatoriais ou, de
um modo geral, de regides com pequeno desenvolvimento em latitude, desde que a latitude seja
pequena. A partir dos 60°, a escala aumenta rapidamente, o que leva a que as deformacdes areais
aumentem ainda mais (uma vez que a escala areal varia com o quadrado da escala linear).

5.3.2. Féormulas de transformagao direta

Estabelecendo um sistema cartesiano (x, y) sobre o plano e adotando um sistema curvilineo (@, A) no

elipsdide, em que @ é a latitude isométrica, verifica-se, pela expressdo (5.20),
y+i-x=f(®@+i-1)

que para A= 0 se tem x= 0, o que significa que o meridiano central é representado pelo eixo oy das
ordenadas, logo os outros meridianos terdo de ser representados por retas paralelas a esse eixo. Sendo

assim, para A= constante tem-se que x= constante.

Desenvolvendo f em série de McLaurin e separando as partes reais das partes imagindrias, obtem-se as
expressoes (5.25)
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21 | do?

3 3
do )., 3! \do*) |

y=f(@)—]b—2 [dzf l_0+

Para que a coordenada x dependa unicamente da longitude é necessario impor que

(L) e s
d? ),

onde C é uma constante. Assim, para A= 0 a fungdo f é dada por
f=C-@+cC, (5.41)
e para um qualquer valor da longitude
f=C(@+il)+C, (5.42)
logo
y+ix=C(D+il)+C, (5.43)

Desta ultima equacdo resultam as féormulas de transformacdo da latitude isométrica e longitude em
coordenadas cartesianas x e y

y=f(@)=C- @+,

x:i{ij _a.C (5.44)
dP ),

Para um valor constante da latitude isométrica @, obtem-se um valor de y, e consequentemente os
paralelos sdo representados por retas paralelas ao eixo 0x, dada a conformidade do sistema. Caso se
pretenda que o equador seja representado pelo eixo das abcissas devera fazer-se Ci= 0 de modo a
obter

y=C-@

5.45
x=A-C ( )

Um elemento linear sobre o equador (¢= 0, d¢= 0) e o seu correspondente sobre a carta (y= 0, dy= 0)
serdo, respetivamente

ds=r-dl=a-dA
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sendo @ o semieixo maior do elipséide
ds, =dx=C-dA
Por outro lado, os elementos lineares, sobre o elipsdide e sobre o plano sao

ds’ =r*-(d®* +dA?)

ds’ =dx’ +dy’ =C*-dA* +C* -d@* =C*.(dD* +d A?)

entdo o mdédulo da deformacao linear é dado por
C
k=— (5.46)
r
Pretendendo que sobre o equador o médulo da deformacdo linear seja igual a 1, entdo r é igual a a logo
C devera ser igual a a, sendo a o raio equatorial do elipsdide.

Substituindo o valor de C em (5.45), as formulas de transformacdo escrevem-se

y=a-@
(5.47)
x=a-1

O médulo da deformacdo areal na projecdo de Mercator é entdo dado por

m=k‘=— (5.48)

Considerando uma esfera de raio a, e atendendo que r =a.cos¢@, tem-se neste caso que

2
a 1
m=k’=—5———=— (5.49)
a’.cos"¢ cos ¢
Para valores da latitude geodésica de ¢= 0°, 45°, 60° obtém-se os seguintes valores de deformagdo
areal de m= 1, 2, 4, respetivamente. Verifica-se que as deformagdes areais assumem rapidamente
valores muito elevados com o afastamento em relagdo ao equador ou ao paralelo origem da projecao.

Tendo como objetivo a obten¢do de uma expressao para a deformagdo linear que seja fungao direta do
afastamento ao equador, desenvolve-se a formula (5.47) em série de Taylor em fun¢do do comprimento
do arco de meridiano, obtendo-se

2 2 3 d3
y:o-(d_yj +O-_. d}g +O-—- { +-- (5.50)
do )., 2! \do s 3! {do oeo
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As derivadas de y em ordem a o sdo dadas por

d _,.9% dp_, P L
do d¢ do rop

(RS}

a

d’y a dr _a-sing

2 2 - 2
do r- do r

d’y a-cosg¢ N
do? rrp

Fazendo ¢= 0 e substituindo estas expressdes na expressdo (5.50) desprezando os termos de grau
superior a 3, obtem-se

y=o0+

(5.51)
6ap,

O comprimento de um elemento linear ds, no elipsdide, sobre um meridiano de longitude A (dA= 0) é
dado por

dSZ — pZ d¢2
e o comprimento da sua representacdo sobre o plano (com dx= 0)é dado por
ds,’ =dy’

pelo que a deformacdo linear é dada por

2

_ Y Ay, C
p-dgp do 2ap,

(5.52)

Em que pp é o raio de curvatura do meridiano num ponto do equador. Esta expressao mostra que k
cresce muito rapidamente com a distancia ao equador pelo que o sistema é indicado para zonas
equatoriais alongadas na direcdo EW mas estreitas na direcdo NS. Tem-se entdo, pela expressao (5.51),
que

pelo que

(5.53)
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Como as deformagbes aumentam com a distancia ao equador é frequente a utilizagdo de um artificio

gue se baseia em multiplicar todos os comprimentos da carta por ko< 1, pelo que as férmulas de

trnasformacao direta (5.47) passam a ser
y=k,-a-@
x=k,-a-1

pelo que a deformacdo linear é dada por

2
k=Y Ok [1+Y
r-do r

Sobre o equador k=1, pelo que o valor da ordenada y serd

(5.54)

5.3.3. Formulas de transformagao inversa
Partindo das expressdes da transformacdo direta (5.47), facilmente se obtém as expressGes para a

transformacdo inversa

y
a (5.55)
X
a

5.3.4. Corregdo tangente a corda
As representagdes conformes mantém o angulo entre as tangentes, mas o que interessa para a
aplicagdo das férmulas da geometria plana é o angulo entre as cordas, surgindo assim a necessidade de

aplicar as dire¢des azimutais elipsoidais a corregdo tangente a corda f, também designada por redugdo

a corda (Figura 5.6).
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Figura 5.6. Corregdo tangente a corda (/).

A curvatura geodésica / ¢é dada pelo teorema de Schols de acordo com a expressio (5.34)

dk
sendo d_ a derivada de k segundo a normal a linha, a qual se pode escrever da seguinte forma
n
dk dk dx+dk dy
dn dx dn dy dn
como no caso da projegdo de Mercator k s6 depende de y, tem-se que

dk _dk dy
dn dy dn

logo

derivando a expressdo de k em (5.53) em ordem a y, obtem-se

dk _y
dy a-p,

e da figura deduz-se que (sendo & o azimute da linha AB)

dy =dn-sina @ﬂzsina
dn

e ainda que
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X, — X . X, — X
u:Lcﬂna:u
sina L

pelo que a expressdo da curvatura geodésica / passa a escrever-se da seguinte forma

sendo L o comprimento da linha AB.

Através da expressdo (5.35), sabe-se que a correcdo tangente a corda é dada por

1
==.r .1
p 2 H
onde L é o comprimento de linha AB e /7,3 é a curvatura um ponto a 1/3 da distancia AB. Trata-se de
uma férmula aproximada, mas como a curvatura é muito pequena e o erro desprezavel considera-se

suficientemente rigorosa nas aplica¢des cartograficas. Atendendo a que k é préximo de 1 e fazendo

1 2:y,+y
y%zyA_Fg.(yB_yA):%

tem-se que

. :(Z-yA+yB)-(xB—xA)
% 3-a-p,-L

donde finalmente, se obtem a corregdo

" 1

:m‘(z'yA+yB)'(XB—XA) (5.56)
0

Nesta expressdo o valor de 5”7 é maior ou menor que zero consoante o sinal que convencionalmente se
tenha adotado para o sentido positivo dos eixos.

5.3.5. Correg¢ao de reducdo dos comprimentos finitos

Esta correcdo é aplicada a um comprimento finito elipsdidico para se obter o correspondente
comprimento cartografico. Sendo dsi o elemento linear sobre a carta, o elemento correspondente
sobre o elipsdide sera dado por

ds=ﬁ: as,
2

Koy Y
2-a-p,
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desenvolvendo o denominador em série, obtem-se

2
ds=|1-—Y— -ds,
2-a-p,

Y8 - Ya dy

d51

(51= 548)

Figura 5.7. Corregdao de um elemento finito.

Considerando a Figura 5.7., deduz-se que

d
ds, = Y
cosa
e que
5 Vs Va o cosg = YeTa
cosa S
logo

2
ds=|1-—Y |5 _qy
2-0',00 Ve —VYa

Integrando a expressdo anterior, obtem-se a seguinte expressao para s

yB 2 Ve
s—_ 5 ,j(l_y_].dy: 51 _[y]is_[y_3} _..

Ye =Va 5, 2-a- p, Ys = Va 6-a-p, Va

S 2 2
=S =WtV VatVy
1 6-0-,00 (B B /A A)
logo, a correcdo s1-s é dada por
S
sl—s:—l-(y§+y3-yA+yf‘) (5.57)
6-a-p,
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5.3.6. Comprimento de um arco de loxodrémica

Considerando a Figura 5.8 e a lei dos senos temos que:

Meridiano

do

Loxodrdmica

Figura 5.8. A loxodrémica.

ds= do
cosa

fazendo o integral desta expressdo obtém-se a seguinte expressao:

j do = (5.58)

que permite determinar o comprimento de um arco de loxodrémica bastando para isso dividir o
comprimento do arco de meridiano, entre duas latitudes, pelo coseno do azimute da loxodréomica.

5.4. Projecdo de Lambert (conica conforme)

5.4.1. Introdugao

A projecdo de Mercator, descrita na sec¢do anterior, adapta-se a representacdo de uma faixa equatorial
alongada na direcdao E-W, mas com pouco desenvolvimento na direcdo N-S. Neste caso os paralelos sdo
representados por segmentos de reta iguais, o que implica uma dilatacdao dos elementos lineares dada a
conformidade, dilatacdo essa que sera tanto maior quanto maior for a distancia ao equador. Tal resulta
da condicdo de paralelismo imposta as retas representativas dos meridianos.
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Abandonando esta condicdao de paralelismo entre os meridianos, é possivel construir um sistema
conforme em que os meridianos sejam retas ndao paralelas. Sendo os meridianos convergentes nos
polos, estas retas hdao-de ser concorrentes, tendo como ponto de convergénia o polo norte ou polo sul.
Para além disso, e dada a conformidade do sistema, os paralelos sdo representados por circunferéncias
concéntricas com centro no ponto de concorréncia daquelas retas.

De uma maneira geral, numa projecao cilindrica os meridianos sdo representados por retas paralelas,
enguanto que numa projecdo conica sao representados por retas concorrentes. A projecao de Mercator
€ uma projecao cilindrica conforme, enquanto que a proje¢do de Lambert, apresentada nesta secc¢do, é
uma projecao cénica conforme.

5.4.2. Formulas de transformagao direta

Estabelecendo um sistema de coordenadas polares isométrico (1, 6) sobre o plano e adotando um

sistema curvilineo (@, A) no elipsdide, em que @ é a latitude isométrica, tem-se que:
u+i0=f(P+id) (5.59)

Para A= 0 obtém-se &= 0 o que mostra que o meridiano origem das longitudes é representado pelo eixo

polar. Por outro lado, pretende-se que para A= const. seja &= const.

Desenvolvendo a expressdo (5.59) em série de Mac-Laurin e separando a parte real da imaginaria, tem-
se que:

A d°
ﬂ:(f(qs))l_o_z[d@{j R

3 3
azz(iJ _ﬂ_[dfs) b
do )., 3!\do° )

(5.60)

Impondo que @ndo depende de @, tem-se que:

(ij =h , sendo h= const. (5.61)
dP ),

onde h é uma constante. Assim, para A= 0 a fungdo f é dada por
f=h-@® (5.62)
e para um qualquer valor da longitude

f=h-(®+id) (5.63)
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logo
U+iO=h-(D+iA) (5.64)

Desta ultima equacdo resultam as férmulas de transformacdo da latitude isométrica e longitude em
coordenadas polares p e 6

HU=h-@
(5.65)
f=h-1

A coordenada R estd relacionada com a coordenada isométrica u pela expressioR=p-e" ,

substituindo o valor da coordenada ¢ pela expressdo anterior obtemos R =p-e".

Seja @ a latitude do paralelo central e Rp o raio do arco de circunferéncia correspondente a esse
paralelo, temos que

R,=p-e"™ (5.66)

eliminando p, resultam as seguintes férmulas de transformacao

R e B _
0
(5.67)
O=h-1

Sobre o elipsdide e sobre o plano temos, respetivamente, os seguintes elementos lineares

ds? =r? ~(ch2 +d/12)

ds;’ =dR’ +R°d0’ =R, -”""" ") .0’ .(d@d’ +dA’)

logo, o mddulo da deformacado linear sera

_ﬁ 3 |h|R0 .eh(@’a’o)

k= (5.68)
ds r

considerando Vh’ =|h| para cobrir a hipotese de h< 0. Como se trata de uma projecdo conforme, k é

independente da dire¢do de ds e devera ser igual a 1 no paralelo central, pelo que @ =@, , logo
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1:|h|'R0 _ |h|'Ro

(5.69)
r, N, -cos ¢,
A partir da Figura 5.9 obtém-se as seguintes igualdades
Figura 5.9. Raio do paralelo central.

r,=N,-cosg,

r,=R,-sing,
pelo que

R, =N, -|cot gg,| (5.70)

considerando|cotg¢0| para cobrir a hipétese de ¢, < 0 . Substituindo (5.70) na equagdo (5.69), obtém-se

|h| =|sing,|
donde
h=+tsing, (5.71)

Na realidade hd apenas uma solugao, como se pode observar na Figura 5.10. De notar que, se h< 0 sé o
hemisfério Norte é representado pois para ¢ =90° temos R= 0 e para ¢ =—90°temos R= o; e que se

h> 0 sé o hemisfério Sul figurara na carta.

Suponhamos para fixar ideias que ¢, >0, fazendo h=-—sing,teriamos a carta 1 e que fazendo

h =+sing,teriamos a carta 2; mas esta Ultima situagdo ndo responde ao nosso problema pois que as
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curvaturas geodésicas ficam iguais mas de sinais contrarios. Analisando agora o casog, <0

concluiriamos que deveria ser igualmente h=—sing,.

Paolo Horte
Cartal
Eq
o
geodasica <
geodasica
-
E
0 Carta 2
FPolo Sul

Figura 5.10. Sinal a atribuir a h para a representagao do hemisfério Norte na carta 1 e do hemisfério Sul na carta 2.

Fixados os parametros lineares, temos entdo que

h=—sing, (5.72)

para ¢v>0e ¢h<O.
Substituindo (5.72) nas equacgdes (5.67) temos entdo as seguintes equagoes

—singy(®-®y)

R=R,-e
(5.73)
O=-sing,- A

as quais resolvem o problema direto. No entanto, na primeira equacdo a latitude isométrica torna-a
mais complica pelo que é necessario modifica-la. Fazendo o desenvolvimento em séries de poténcias do

arco de meridiano g, contado a partir do paralelo central, obtemos

dR d’R) o’ (d°R) &’
R=R,+|— | o+ > | —+ S| =+ (5.74)
do ), do® ), 2! \do’ ) 3!

calculando as derivadas
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d_Rj :h-Ro _ —sing, R, _
do ), r, R,-sing,
d’R)| h-R, . —sing, -R . .
= -(h+sin =—"_10 0. (_sind. +sin =0
do? ] . r’ ( % ) R,?-sing, ( % % )
3 —qf . . .
(d fi} _h-R, co;s% +(h+5in¢o)-(...): sing,-N, ;:otg(/ﬁo Cos¢0+(—sin¢o+sin¢o):— 1
do” ), Polh Po-N,"-cosd, PNy

(5.75)

dR
Note-se que d_ é igual a 1, aparte do sinal, ou seja é igual a k, ao longo do meridiano, portanto

o
(df\;j :(%j =0 (5.76)
do” ), \do ),

o que confirma que ao escolher h=—sing, , a variagdo de k ao longo do meridiano é nula, ou seja, o

maddulo da deformacéo linear é constante ao longo do meridiano. Substituindo na expressao (5.74) e

fazendo y =R, —R, temos que

y=R —R=0t+—0+... (5.77)
6Ny P,

No caso ¢, <0 a equagdo seria idéntica desde que a convengdo do sinal estivesse de acordo.

Figura 5.11. Transformagdo das coordenadas polares (R, ) em coordenadas retangulares (x, y).

Atendendo a Figura 5.11 obtém-se as seguintes equacOes de transformag¢do em coordenadas

cartesianas retangulares
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x=(R,~Y)-sin@
(5.78)
y=R,—(R,—Y)-cos8

com

R, =N, -|cot gg)|

0=-—sing,-A
d
comok = @ tem-se que
do
2
k=1+—2 4. (579
2Ny p,

Sobre o paralelo central k, =1, logo k cresce rapidamente com o afastamento ao paralelo central, pelo

gue este sistema é conveniente para zonas alongadas na direcdo EW mas estreitas da direcao NS.

Tem-se entdo, pela expressao (5.77), que

pelo que

— (5.80)
2:py Ny

A concavidade da transformada de uma geodésica esta sempre voltada para o paralelo central. Esta
projecdo recebe o nome de cénica conforme de Lambert, tangente ou secante, conforme se adote um
s6 paralelo de escala conservada ou dois, respetivamente. No segundo caso, as partes do meridiano y
sdo dadas por

0_3
y=ko.[a+—+...j
6N, P,

e k por

2
k=k,|1+—2L— (5.81)
2-p,-N,
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5.4.3. Formulas de transformagao inversa

As féormulas de transformacdo inversa sdo obtidas sem dificuldade de maior. Considerando a Figura
5.11, temos as seguintes equacgdes

R=——
sin@
(5.82)
tgd =
0 -y
sendo que
) o
sing,

no entanto, a latitude ¢ tem que ser obtida por um processo iterativo. Seja
0, =R,—R (5.83)

o comprimento do arco de meridiano entre Py e P1. Mesmo desconhecendo o valor exato de ¢, se se
souber o valor aproximado da latitude de P1, podemos entdo calcular o valor de O

O :a-(l—ez)-A-(¢1—¢o)

donde a primeira aproximagao do valor de ¢ é

O-G
¢1=¢0+A—"

'a~(1—e2)
com este valor aproximado para a latitude recalcula-se o comprimento de arco de meridiano entre Po e
P1
2
g:a.(l_e ).{A.(¢1_¢0)_

—%-(sin6¢51 —sin6g, )+

N |

.(sin2¢1 —Sin2¢0)+%.(sin4¢1 —sin4¢o)—

00| m

-(sin8¢, —sin8¢, ) — % -(sin10g, —sin104¢, )}

sendo
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A=143.02 1B g0 170 o (11025 5 43659 w0,
4 64 256 16384 65536

3 , 15 , 525 , 2205 , 72765
B=—e"+—-e"+ e’ + e’ + e +
4 16 512 2048 65536

_15 . 105 , 2205 , 10395 .,

- e
64 256 4096 16384
35 315 31185
D="""e°+ ef + e+
512 2048 131072
315 3465
E= e®+ e+
16384 65536

T 131072

C

com este novo valor para ¢ determina-se a correcdo a aplicar a ¢ através de:

A¢= (O-C’P_O_)
Yo

onde
a.(l—ez)

p= :
(l—ez.sin2 ¢)5

sendo o novo valor da latitude igual a

h=9+A9

recalculando o, pe Age o novo valor da @, até que A¢seja inferior a precisdo desejada (10™).

5.4.4. Corregdo tangente a corda

A curvatura geodésica / 'é dada pelo teorema de Schols de acordo com a expressédo (5.34)

dk
sendo d_ a derivada de k segundo a normal a linha, a qual se pode escrever da seguinte forma
n

ok _dk dx  dk dy
dn dx dn dy dn

como no caso da proje¢do de Lambert k sé depende de y, tem-se que
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logo

derivando a expressdo de k em (5.80) em ordem a y, obtem-se

dk _y
dy a-p,

e da Figura 5.6 deduz-se que (sendo « o azimute da linha AB)

. d .
dy:dn-sma<:>—y:s|na
dn
e ainda que
X, — X ) X, —X
£ A=-|Ssing="L"2
sina

pelo que a expressdo da curvatura geodésica / passa a escrever-se da seguinte forma

sendo L o comprimento da linha AB.

Através da expressao (5.35), sabe-se que a correcdo tangente a corda é dada por
1
== .l
g 2 %

onde L é o comprimento de linha AB e [3/3 é a curvatura um ponto a 1/3 da distancia AB. Trata-se de
uma férmula aproximada, mas como a curvatura é muito pequena e o erro desprezavel considera-se
suficientemente rigorosa nas aplicagBes cartograficas. Atendendo a que k é préximo de 1 e fazendo

1 2:y,+y

tem-se que

- :(Z-yA+yB)~(xB—xA)
% 3-a-p,-L
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donde finalmente, se obtem a corregdo [

1
(2 (X5 — 5.84
p 6-0~,00-sin1”( Vat¥e) (Xa=x,) (5:84)

Nesta expressdo o valor de 7 é maior ou menor que zero consoante o sinal que convencionalmente se
tenha adotado para o sentido positivo dos eixos.

5.3.5. Corregao de redug¢dao dos comprimentos finitos

Sendo ds1 o elemento linear sobre a carta, o elemento correspondente sobre o elipsdide serd dado por

ds=ﬁz ds,
2

k 1+ 7
2-a-p,

desenvolvendo o denominador em série, obtem-se

2
ds=|1-—Y— -ds,
2-a-p,

Considerando a Figura 5.7., deduz-se que

d
ds, = 4
cosa
e que
slz—yB Y4 s cosq=YeVa
cosa s,
logo

2
ds=|1-—Y | gy
2-a~p0 Vs —Ya

Integrando a expressdo anterior, obtem-se a seguinte expressao para s

s, 7 2 s 3 |
S .I(l_y_}dyz s .w{y_} .
Ye =VYa 2-a-p, Ys=Va ) 6-a-p,

Ya

S
IR (Vo +Ysvatvi)

0
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logo, a corregdo s1-s é dada por

—s——l-(y§+y3-yA+yj) (5.85)
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