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Equacao de Poisson



Calcular a distribuicao de temperatura numa

barra composta 1D el | Congutiigede

Aluminio 237
Admite-se que nao existe fluxo lateral de calor. Cobre 401
Na direc3o longitudinal vale a lei de Fourier: Ferro 80
oT 2cm 3cm
Fluxo de calor=-k P 4cm
330K Al Cu 273K

Admite-se que a barra atingiu o equilibrio térmico (T=const em cada ponto),
logo Fluxo independente de x. Logo, em cada metal (k = const):

aT

0x
Isto é a temperatura varia linearmente, seguindo uma linha quebrada, com
guebras nas transicdes entre materiais.

= const



Discussao

A equacao da conducao de calor, de Fourier, € uma equacao diferencial:

o _ V. (—kVT)
ot

reduzindo-se, o caso estacionario, com condutividade constante, a Equacao de Laplace:
V2T =0
No caso unidimensional (com k varidvel):

0 kOT _ 0
0x ox |

No caso em que k é constante por trocos, obtém-se (de forma exata) um sistema de equacodes
lineares algébricas.

O caso geral, em que é preciso resolver de forma aproximada, a equacao diferencial, sera tratado
mais tarde.



4cm 2cm 3cm
CO N d U ga O 330K Al Cu 273K
Ty T, T, T;
aT TO - T1 T1 - TZ TZ -
Fluxo de calor = kg | —=— | = ky; =key— = kpe = const
d0x X1 — X X, — Xq X3 — Xo
Sistema de equacdes lineares algébricas:
( k k k k
. Al Tl . Cu Tl + Cu T2 — _ Al TO
< xl_xo xZ_xl xZ_xl xl_xo
k k k k
Cu T1 _ Cu T2 _ Fe T2 — _ Fe T3
kxz—xl Xy — X1 X3 — Xy X3 — Xy




4cm 2cm 3cm

Forma matricial soc Y 273K
__ Al T, — Cu T, + cu T, = — Al T,
] 17 %o X2 — X1 X2 — X1 X1 — X
k k k
Cu T1 _ Cu TZ . Fe Tz _ Fe T3
\xz_xl X2 — X1 X3 — Xy X3 — Xy
— kAl _ kcu kCu _ kAl T ]
X1 — Xp Xy — Xq Xy — X1 T1]_ X; — X 0
kCu . kCu _ kFe Tz _ kFe T
X2 = X1 X2 — X1 X3 — X3 X3 — Xy 3_




ibrio téermico numa barra

Equi

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

kA1=237;kCu=401 ;kFe=80;T0=330;T3=273

x0=0;x1=0.04;x%2=0.06;%x3=0.09

A=np.array([[-kAl/ (x1-x0)-kCu/ (x2-x1) ,kCu/ (x2-x1)1]1,\
[kCu/ (x2-x1) ,-kCu/ (x2-x1) -kFe/ (x3-x2) ]] ,dtype=£float)

b=np.array([-kAl/ (x1-x0) *TO,-kFe/\
(x3-x2) *T3] ,dtype=float)

T=np.linalg.solve (A,b)

print ('T=',T)

plt.plot([x0,x1,x2,x3],[TO,T[0],T[1],T3])

plt.scatter([x1,x2],T)

plt.xlabel('x (m)"')

plt.ylabel('T (K)')



4cm 2cm 3cm

Solu C a0 330K Al Cu 273K

TO T1 T2 'I'3
Condutividade 330 -
Wm 1K1
320 1
Aluminio 237

Cobre 401 3104

Ferro 80 2
- 300 1
290 1
280 1

0.60 O.CIIZ 0.64 0.:36 o_ba

x (m)



Solucao 2

Condutividade
Wm1Kk1

Aluminio 237

Manganésio 7.81
Ferro 80

330 -

320 -

310 A

290 -

280 1

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
X (m)



Se a barra for constituida por n segmentos

Trata-se de um sistema triadiagonal, cuja solugdo sdo as temperaturas nas interfaces [T}

fronteira [T, T;,] e as condutividades [k, ..., ky,], com:

Ax,, = xp

L . 3 0 0

Ax; Ax, Ax, Ry T ]
k2 e ks 0 0 L Axy
Ax, Ax, Ax; T 0
0 0 _ kn—Z . kn—l kn—l T,_» 0

Ax,_o  Ax,_q Ax,,_4 T, B k, r
0 0 kn—l _ kn—l _ kn Axn n_
Axp—q Axp—q  Axp]

, ..., ITn_1], dadas as temperaturas na

— Xm-1



Lei de Fourier da conducao em 3 dimensodes

Num meio conductor, o fluxo de calor (Wm_z) é proporcional ao gradiente de temperatura,
transportando calor em direcao as regides mais frias:

S T = 6T9+6‘T4+6‘TE
4=—rE ==X 0x l ay] 0z
¥ (Wm~tK~1) é a condutividade térmica do meio, depende da sua composicido e da temperatura.

A taxa de variacao da temperatura num ponto depende da distribuicao do fluxo de calor:

oT
PCp ot =—V-(=xVT)

p € a densidade, ¢, € o calor especifico do meio.



9 ] 9
—V - (—xVT) ==V -(q) = —divg
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Na presenca de fontes internas de calor...

Incluindo fontes internas de calor (reagdes quimicas, decaimento radioativo, ou outras) dadas por gy (Wm_3),
obtém-se a forma mais geral da lei de Fourier:

oT ,
pep 5y ==V (=xVT) + qv

Em equilibrio T = const, tem-se:
V- (=2VT) + 4y = 0
No caso y = const (material homogéneo, com pouco gradiente de temperatura), fica a equagdo de Poisson:

VZT = _1 qV
X

Na auséncia de fontes internas, temos a equacao de Laplace:

ViT =0



Equacao de Poisson da electrostatica

o potencial gerado por uma distribuicao continua de carga elétrica numa placa satisfaz a equacao:
0%V 0%V p
+ —

dx?  0y? £o
em que V é o potencial elétrico, p(x, y) a densidade volumica de carga e &, a permitividade elétrica
do meio.

Em trés dimensoes, seria:
72y = 62V+62V+62V_ P
~0x2  dy?  9z2 g




Equacao de Poisson

Eqg. Poisson da electrostatica:

2y - 9%V N 9%V N o’V p
C0x%  9y?  0z2 g

Eq. de Fourier da conducao de calor em meio homogéneo:

I aT 6T+6T_ 1
022 T ayr oz v

Forma geral:

0%V 9 %V
Vet et ez T/

Caso particular (equacao de Laplace): f(x,y, z)=0




Problemas de condicao fronteira

A equacao de Poisson ndo pode ser resolvida progressivamente a partir de um ponto, como fizemos com as
trajetodrias. A solucao é sempre global.

Vamos considerar o caso 2D. Na forma discreta, a equacao pode escrever-se, usando diferencas finitas centradas:

0% _Pi-1,j =200 + bt

ax2 "~ Ax?
0°¢ _ Pij-1—20i; + i1
dy? Ay?

Onde:

bi; = d(xi,v7)
x;=({—1DAx;i=0,...M—1
yi=(G—-1DAy;j=0,.,N-1



Diferencas centradas

A diferenca finita centrada, constitui uma aproximacao de segunda ordem, i.e.:
0°¢p Gi—1;—2¢i; + Pitej
axZ Ax?

Resultando da soma das duas séries de Taylor:

d¢ 1d*¢ 1d°¢

+ E(Ax?)

¢(X+AX) _¢(x)+_¢Ax+§d—xqsz +?EA)C3+".
¢(x—Ax)=¢(x)——Ax+EFA 2_§WA + -
2¢ 4¢
¢(x+Ax)+cl)(x—Ax)—2¢(x)+—A +ZWA + ..

etc.



Equacao de Poisson discreta, em diferencas
centradas

Se for Ax = Ay = A, fica
Gic1j+ Givrj + Gijo1 + Pije1 — 4Py = A%
(i=1,.,M—2j=1.,N—2)

onde se notou que as diferencas centradas sé se podem calcular nos pontos interiores do dominio.
Na fronteira, os valores (i = 0,M — 1;j = 0,N — 1), tém que ser impostos.

A solucao depende da fronteira!



Metodo da relaxacao

A solucao satisfaz:
bi1,j + Piv1j + Pij-1 + Pijr1 — 4di; = A%fi

Comegamos por aribtrar uma distribui¢ao para ¢, por exemplo ¢ = 0, e vamos melhorar essa
estimativa, de forma iterativa:

Dada uma estimativa do campo ¢, na iteragao n existe um erro (residuo R):
2f . _
Gitijt Pl TPl Di i — 4L — A%fij = Ry
Se se corrigir:

R:
n+l _ 4n LJ
i =Pt

O erro sera anulado (mas s6 nesse ponto!)



Sobre-relaxacao simultanea

S6 se mantém um array de ¢. Faz-se:
Gij =i+ 'BT

i.e., a medida que se altera um ponto de grelha o novo valor ja é utilizado no cdlculo do residuo dos

pontos adjacentes.
1<p<2

[ é o parametro de sobre-relaxagdo. Pode mostrar-se que o método converge mais rapidamente
com:

1 1)\Y?
,Bopt = 2—ﬂ\/§<m+m>



Python: resolve V4V = f

def poisson(f,V0,X,Y, maxiter,maxres,beta0l):
[M,N]=f.shape; #determina a dimensido das matrizes
if f.shape!=X.shape or X.shape!=Y.shape \
or VO0.shape!=X.shape:
print ('Error in matrix size')
return V0,0,1e30,betal
dx=X[2,1]-X[1,1],;dy=Y[1,2]-Y[1,1]
if dx!=dy: #Admite-se espagamento regular
print ('Error in dx,dy')
return VO0,0,1le30,betal
delta=dx
if (betal0<l) or (beta0>2): #parametro de sobrerrelaxacido
beta=2-np.pi*np.sqrt(2.) *np.sqrt(l./M**2+1 . /N**2)
else:
beta=betal
V=V0 #inicializa a matriz solucéo
iter=0
resid=2*maxres #garante a primeira iteracdo
pngs=[]



python

while resid>maxres and iter<maxiter: #iteracdes
iter=iter+l
resid=0; wvmax=0
for i in range(1,M-1): #vai de 1 a M-2
for j in range(1,N-1):
R=V[i,j-1]1+VI[i,j+1]1+V[i-1,3]1+\
VI[i+l,3j]-4*V[i,j]l-delta**2*f[i, j]
V[i,jl=VI[i,j]l+beta*R/4;
resid=max (resid,abs (R))
#condigdes fronteira: entram aqui!
#se ndo se fizer nada V na fronteira fica sempre o mesmo
#o0 que é uma condigdo fronteira possivel
vmax=np.max (np.abs (V))
resid=resid/vmax #residuo relativo
return V,iter,resid,beta



Main V4T = 0

Lx=1.;M=51;N=31;delta=Lx/ (M-1) #deltax=deltay=delta
X=np.zeros((M,N)) ;Y¥=np.zeros((M,N)) ;ro=np.zeros((M,N))
f=np.zeros ((M,N))

for i in range (M):

for j in range(N):

X[i,j]=i*delta; Y[i,j]l=j*delta
maxiter=3000;maxres=1.e-8 # erro relativo
V0=288.*np.ones ((M,N)) #temperatura inicial inclui cond front
Dirichlet
for ix in range (M) :

VO[ix,0]=288-50*np.sin(ix*np.pi/M) **2
V,niter,res,beta=poisson(f,V0,X,Y, maxiter,maxres,0)
plt.figure()
map=plt.contourf (X,Y,V,cmap='jet') # grafico de isolinhas
plt.colorbar (map,label='T")
plt.xlabel('m') ;plt.ylabel('m') ;plt.axis('equal’) ;
plt.title(r'$\nabla*{2} T=0,iter=%6i,Resid=%5.1le,\beta=%5.2f §’\

% (niter,res,beta))



O Codigo anterior (tal como esta...)

Resolve a equacdo V2V = f com a condic3o fronteira imposta
(previamente) nos pontos de fronteira da matriz V



V2T = 0, iter = 566, Resid = 9.8e — 09, B = 1.50
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V2T =0, iter= 124, Resid =9.2e — 09, = 1.83
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280
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Vamos repensar a condicao fronteira

#condigcdes fronteira: entram aqui!

#se ndo se fizer nada V na fronteira fica sempre o mesmo

#o0 que é uma condigdo fronteira possivel

(55),.. =0 Fronteiraisolante (fluxo de calor zero)
for ix in range (M) :
V[ix,N-1]1=V[ix, N-2] #topo
for iy in range(2,N):
V[0,iy]=VI[1l,iy] #esquerda
V[M-1,iy]=V[M-2,iy] #direita



V2T =0, iter =1041,Resid = 1.0e — 08,3 =1.83
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Impde-se a derivada normal:
Condicdao de von Neumann
(converge mais lentamente)

H
Impde-se a fungao:
Condicao de Dirichlet
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Lei de Fourier da conducao

Num meio conductor, o fluxo de calor (Wm‘z) é proporcional ao gradiente de temperatura,
transportando calor em direcdo as regides mais frias:
R T 6T_,+6Té+6Tl_€
= — — —l —_— —_—
1=74 Nax' "oy’ 7oz
¥ Wm™1K™1) é a condutividade térmica do meio, depende da sua composicdo e da temperatura.

A taxa de variacao da temperatura num ponto depende da distribuicao do fluxo de calor:
aT
pepaz ==V (=xVT)

p € a densidade, ¢, € o calor especifico do meio.



Na presenca de fontes internas de calor...

Incluindo fontes internas de calor (rea¢des quimicas, decaimento radioativo, ou outras) dadas por

qy (Wm‘3), obtém-se a forma mais geral da lei de Fourier:
aT .
pepaz ==V (=xVT) + qv

Em equilibrio T = const, tem-se:
V- (=xVT)+ 4y =0

No caso y = const (material homogéneo com pouco gradiente de temperatura), fica a equacao de

Poisson:
V2T oy
=—=-q
X 14

Na auséncia de fontes internas, temos a equacao de Laplace:
V2T =0



poisson.py v2 com condicdes fronteira opcionais (von Neumann)

def poisson(f,V0,X,Y,maxiter,maxres,\ #posicionais (obrigatédrias)
beta0=0. ,BxL=[] ,BxH=[] ,ByL=[] ,ByH=[] ,movie="'"  passo=1) : #kwargs
[M,N]=f.shape; #determina a dimensdo das matrizes

V=V0 #inicializa a matriz solugéo
iter=0; resid=2*maxres
while resid>maxres and iter<maxiter: #iteracdes
iter=iter+1l;resid=0; wvmax=0
for i in range(1l,M-1):
for j in range(1,N-1):
R=V[i,j-1]+V[i,j+1]+V[i-1,3]+V[i+1l,3j]-4*V[i,j]l-delta**2*f[i, j]
V[i,jl=V[i,j]l+beta*R/4;
resid=max (resid,abs (R))
if len(BxL)'=0: #caso contrario: Dirichlet, mantem V
V[0, :]1=V[1, :]1+BxL*dx #BxL=(dT/dn) em x=0 (n normal a parede)
if len(BxH) '=0:
V[M-1,:]=V[M-2, :]+BxH*dx #BxH=(dT/dn) em x=Lx
if len(ByL) !'=0:
V[:,0]=V[:,1]+ByL*dy
if len(ByH) !'=0:
V[:, N-1]=V[:, N-2]+ByH*dy
vmax=np.max (np.abs (V) ) ; resid=resid/vmax #residuo relative
return V,iter,resid,beta



mailn
import numpy as np;import matplotlib.pyplot as plt
Lx=1.;Ly=1.2;M=51;N=31;delta=Lx/ (M-1)
X=np.zeros((M,N)) ;Y=np.zeros((M,N)) ;ro=np.zeros((M,N)) ;f=np.zeros((M,N))
for i in range (M) :

for j in range(N):

X[i,j]l=i*delta; Y[i,jl=j*delta

maxiter=3000;maxres=1.e-8 # erro relativo
V0=288.*np.ones((M,N)) #temperatura inicial inclui cond front Dirichlet
for ix in range (M) :

VO[ix,0]=288-50*np.sin(ix*np.pi/M) **2
BxH=np.zeros ((N)); ByH=-np.ones((M))*10 #cond front von Neumann
[V,niter,res,beta]=poisson(f,V0,X,Y, maxiter,maxres,passo=10,\

movie='T3' 6 BxH=BxH, ByH=ByH)
plt.figure(2)
map=plt.contourf (X,Y,V,cmap='jet') # grafico de isolinhas
plt.colorbar (map,label='T"')
plt.xlabel ('m') ;plt.ylabel('m') ;plt.axis('equal’') ;
plt.title(r'$\nabla*{2} V=f,iter=%6i,Resid=%5.1le,\beta=%5.2f §$' % \

(niter,res,beta))



for 1x 1n range (M) :

VO[ix,0]1=288-50*np.sin (ix*np.pi/M) **2
BXH=np.zeros((N));ByH=—np.ones((M%¥*1O

8 6V’ZV= f,iter = 10,Resid= 4.702e — 03, = 1.8323
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BxL=np.zeros ((N) ) ;ByH=np.zeros ((M))
[V,niter, res,beta]=poisson(f,V0,X,Y,maxiter,maxres, betal
, BxL=BxL, ByH=ByH)

V2V = f, iter = 773,Resid = 9.918e — 09,8 = 1.8323
0.6

344

V2V = f, iter =5, Resid = 8.643e — 03,8 = 1.8323
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