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FISICA DOS MEIOS CONTINUOS

Problemas - Série 5
Navier-Stokes

1. O problema do escoamento viscoso em 2D, através de um cilindro circular de raio a, envolve o
célculo do campo de velocidades u = [u(z,y), v(x,y), 0] que satisfaz

(u-V)u:—%—i—yVQu, V-ou=0,

com as condicoes de fronteira
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Reescreva este problema na forma adimensional usando as variaveis adimensionais
! / / 2
x =x/a, ' =u/U, p =p/(pU~)

em vez de X, u e p. Sem tentar resolver o problema, mostre que o padrao de linhas de corrente
depende de v, a e U apenas através da combinagdo Re = Ua/v. Usando o cddigo fornecido
(code2-cilinder.py), verifique que escoamentos com o mesmo nimero de Reynolds sdo dinamica-
mente semelhantes (varie estas 3 quantidades de forma a manter Re constante).

2. a) Defina o nimero de Reynolds, Re, e explique o seu significado.

b) O coeficiente de arrasto é defindo como a razao entre a forga de arrasto e a energia cinética
por unidade de comprimento do fluido, ¢, = p%}g‘k, onde A é a area de referéncia do objecto sobre
o qual o fluido escoa. Mostre que no regime de Stokes, o coeficiente de arrasto de uma esfera

depende apenas do nimero de Reynolds.

c¢) Qual é a forga de arrasto sobre duas esferas com diametros diferentes e 0 mesmo nimero de
Reynolds, quando uma se move em ar e a outra em agua ? A razao entre as densidades do ar
e da dgua é 0.125 x 1072 e entre as viscosidades ¢ 1.875 x 1072, Suponha que o coeficiente de
arrasto depende apenas do numero de Reynolds.

d) A poténcia necesséria para compensar a for¢a de arrasto num automovel, a velocidade u =
30m/s, com uma érea de referéncia A = 4m?, é determinada num tinel de vento. A 4rea de
referéncia do modelo nao pode exceder A,, = 0.6m?. Qual é a velocidade do ar que deve ser
usada no tunel ?

e) Em geral, o nimero de Reynolds nao é suficiente para garantir a semelhanga dinamica entre
dois escoamentos diferentes. Justifique esta afirmacgao usando a equacao de Navier-Stokes adi-
mensional, ou dé um exemplo concreto de dois escoamentos diferentes com o mesmo numero de
Reynolds.

3. a) Defina o nimero de Reynolds, Re, e explique o seu significado. Mostre que no limite Re< 1
a equacgao de Navier-Stokes se reduz a equacgao de Stokes.

b) A linearidade da equacao de Stokes implica a sobreposigao de solugoes e a sua reversibilidade.
Discuta as implicagoes desta linearidade no movimento de microorganismos em meios fluidos.



c¢) Considere agora uma esfera com velocidade constante num fluido estacionario. Estime o valor
dos parametros que permitem a descricao deste escoamento pela equacao de Stokes.

d) O fluido exerce uma forga de resisténcia (drag) sobre a esfera, que pode ser obtida (a menos
de constantes) por andlise dimensional. Use andlise dimensional para derivar a forga de Stokes.

e) Calcule a forca de elevagao (perpendicular a velocidade) sobre a esfera e compare com a forca
correspondente exercida por um fluido ideal. Comente.

. a) A partir da equacao de Navier-Stokes derive a equagao de Stokes justificando todas as aprox-
imagoes. Discuta a linearidade desta equacao e indique a sua consequéencia para a reversibilidade
temporal de escoamentos neste regime.

b) Dado um campo de velocidades, discuta os passos necessérios para calcular as forgas de
elevacao e de arrasto sobre um volume arbitrario, no dominio de escoamento. Considere uma
esfera solida numa corrente livre e usando argumentos de simetria, mostre que no regime de
Stokes a forga de elevagao é nula e a forca de arrasto é diferente de zero. Qual é a direcao e o
sentido da forca de arrasto?

¢) Usando andlise dimensional mostre como a for¢a de arrasto na esfera, considerada na alinea
anterior, varia com o raio da esfera, com a viscosidade do fluido e com a velocidade da corrente.

d) Nas condigoes da alinea b) quais sao as condigoes de fronteira na superficie da esfera? E quais
sao as condigoes de fronteira se a esfera solida for substituida por uma gota liquida?

. Um fluido escoa lentamente com velocidade U através de uma bolha esférica de raio a, constituida
por ar. Considere que a tensao tangencial é nula, ty = 0, em r = a.

a) Mostre que a componente normal da tensao em r = a é t,, = (3nU/a) cos .

b) Mostre que a forga de arrasto na bolha é D = 47mnUa na diregdo do escoamento livre.

c¢) Considere agora que, no lugar da bolha de ar, temos uma gota constituida por outro fluido
com viscosidade 7. Mostre que a forca de arrasto é

/2
D =4mUa (M)
n+n

d) Discuta os limites 77/n — 0 e /7 — 0.

. Uma esfera de raio a roda com velocidade angular €2 num fluido de extensao infinita.
a) Mostre que para equagao de Stokes sem forca volumétrica as condigdes de fronteira apropriadas
sao satisfeitas por um campo de velocidade da forma

u=Q xxf(r),

onde r = |x|, f(r) deve ser determinado e o campo de pressao é constante, py.

b) Mostre que a tensao exercida na superficie da particula pelo fluido é —(pyx + 3uf2 X x)/a,
onde pu é a viscosidade dinamica.

c) Mostre que o torque que deve ser exercido sobre a esfera para manter o movimento é 8wua3<Q.

Sugestao: o torque exercido pelo fluido na particula é dado por

G= x X (o -n)dS (1)

x|=a

onde a normal n; = z;/a.



7. Considere o escoamento de Stokes em duas dimensoes a volta de um cilindro circular de raio a.
Longe do cilindro estacionario, o fluido escoa uniformemente com a velocidade U. O campo de
velocidades ¢é analisado em termos de uma fungao de corrente, ¥(r, ), onde r e 6 sdo varidveis
polares com o eixo § = 0 na diregao do escoamento. Sugestao: use u =V x (¢z)

a) Mostre que a equacado para 1 é:

#? 10 18\
(w*za*raw) ¥ =0 @)

e que as condicoes de fronteira no cilindro sao

o oy _
E_ae—(), em r = a, (3)
enquanto, longe do cilindro,
Y — Ursinf quando r — oo (4)

onde U = |U|.
b) Considere uma solugao da forma ¢ = f(r)sinf [por qué?] e mostre que

D
P (Ar3 + Brlogr 4+ Cr + 7) sin (5)

onde A, B, C' e D sao constantes.

c¢) Mostre que néao é possivel selecionar valores das constantes para satisfazer todos os condigoes
de fronteira.

Nota: Pode-se mostrar que nao héa solucao para o escoamento de Stokes a volta de um cilindro.
Como estabelecido por Proudman e Pearson (1957, J. Fluid Mech. 2, 237-262), é preciso consid-
erar um efeito inercial fraco nas equacoes de Navier-Stokes para derivar o campo de velocidade
neste problema.

Os codigos necessdarios para resolver os exercicios estao disponiveis em: https://github.com/
rcvcoelho/lbm-python.git.
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