TEOREMA DA COMPLETUDE DE GODEL

FERNANDO FERREIRA

As nogoes da Teoria da Recursdo (e.g., recursividade, recursividade enumerdvel, redutibili-
dade, etc.) apenas se aplicam diretamente a conjuntos de nimeros naturais. Porém, por meio
da atribuicao de nimeros de Godel, torna-se possivel empregar (derivadamente) os conceitos da
Teoria da Recursao a certas outras estruturas. Foi isso que se fez quando falamos em conjuntos
(in)decidiveis de maquinas de registros. No que se segue, trabalhamos com linguagens do célculo
de predicados em que ocorram somente um numero finito de simbolos néo légices."Para simplificar
a exposicao acerca das numeragoes de Godel, vamos momentaneamente cingir-nos a linguagem da
aritmética: nesta, os simbolos nao légicos sdo 0 (constante), S (simbolo funcional undrio), +, -
(sfmbolos funcionais bindrios), < e = (simbolos relacionais bindrios). O €onjunto de varidveis é
numeravel. Tomamos concretamente: vg, v, va, etc,

Associamos a cada um destes simbolos da linguagem da aritmética um ntumero natural, de
acordo com a seguinte tabela:

(D=falv]— ]3| 0o f+ ] - =<
T[3]5 79111371517 [197]21 232527

Para além disso, a cada varidvel v; associamos o nimero 29 + 2i. Por exemplo, aos simbolos
da expressdo aritmética <+4SSvpS0v1, que mais usualmente se escreve S(S(vg)) + S(0) < vy,
associamos, respetivamente, 0s ndmeros 27,.21,719, 19, 29, 19, 17 e 31. A esta expressao da
linguagem da aritmética fazemos corresponder o seu nimero de Godel:

227 . 321 . 519 . 719 . 1129 . 1319 . 1717 . 1931.

Em geral, se ng, n1, ..., ng_1 sao os.numeros que correspondem a sequéncia de simbolos duma
dada expressao s da linguagem, designamos por numero de Godel dessa expressao, e escrevemos
#(s), o ntmero IT;cpp;*. Nao ¢ dificil de mostrar que o predicado undrio Expr, verdadeiro dos
numeros de.Gédel das expressoes da linguagem, é recursivo primitivo. Primeiramente, define-se a
relagao bindria Exprcomp(w,; k): w = ;< pl(-w)i AVi < k((w); é impar). Agora, Expr(w) define-se
por: 3k <aw Exprcomp(w, k). Seja:

comp(w) :=) menor numero k < w tal que Exprcomp(w, k).

Também se define facilmente, de modo recursivo primitivo, a operagao bindria * que a um par
de (ntumeros de Godel de) expressoes faz corresponder (o nimero de Godel de) a sua concatenagao:

wxz = w- H pEZLZpWHr

i<comp(z)

Ou seja, se s e t sdo espressoes da linguagem, entdo #(s't) = #(s) * #(t). Observe-se que se
uma expressao s é subpalavra de uma expressao t, i.e., se existe uma expressao u tal que u's é
segmento inicial de ¢, entao o nimero de Godel de s é inferior ou igual ao niimero de Godel de t,
sendo mesmo estritamente inferior caso s seja subpalavra prdpria de t. Esta observagao é util pois,
como exemplificaremos, permite efetuar de modo simples defini¢oes de certos predicados e fungoes
numéricas que advém de definigoes por inducao na complexidade de formulas ou termos.

Através da correspondéncia que a cada expressdo faz corresponder o seu nimero de Gdodel,
podemos falar de conjuntos recursivos (ou decidiveis) de expressdes, conjuntos recursivamente
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enumeraveis de expressoes, etc. E-nos também conveniente apelar sistematicamente a tese de
Church como modo de evitar trabalho técnico moroso, ainda que conceptualmente claro. Por
exemplo, através do apelo a tese de Church, aceitamos como evidente que o conjunto (dos nimeros
de Godel) das férmulas é recursivo, ou que a aplicagdo terndria que a cada (ntmero de Gédel duma)
férmula ¢, (ntimero de Godel duma) varidvel z e (ndmero de Gédel dum) termo ¢ faz corresponder
(o nimero de Gédel de) a férmula ¢7 é uma fungdo recursiva. Se quiséssemos evitar o apelo a tese
de Church terfamos, por exemplo, que comegar por definir o predicado unario Termo, verdadeiro
dos numeros de Godel de termos da linguagem da aritmética:
Termo(w) = w =2V 3i < w(w = 227%) v Ju < w[Termo(u)A
(w=2Y%uV Iz <w(Termo(z) A (w=2%"xuxzVw=22xuxz)))]

Note-se que se estd a efetuar uma definigao por recursao ao longo dos valores, o que mostra que
o predicado Termo é recursivo primitivo. Este caso nao é terrivelmente complicado, tal como
nao seria também muito complicado definir os predicados undrios. F'ml e F'mlFec verdadeiros
de, respetivamente, os numeros de Godel de féormulas e férmulas fechadas. No entanto, este tipo
de discussao pode tornar-se rapidamente bastante técnico sob o ponto de vista da especifica¢do
exata de predicados ou fungoes recursivas, ainda que o resultado final seja’sempre claro com o
apelo a tese de Church. Por exemplo, no préximo lema admitimos que a prenifixacao duma
férmula é uma operacao recursiva. Isto é claro mas, rigorosamente, é mister especificar uma forma
particular de prenifixicar, sem a qual a operacao.nao estd bem determinada. Um outro exemplo
consiste na passagem duma férmula em forma prenexa para a sua Herbrandizagao, o que envolve
algumas opgoes de especificagao, nomeadamente as relativas aos novos simbolos funcionais — as
fungoes de indice. Observemos que a Herbrandizacao de cada férmula apenas envolve um niimero
finito de fungoes de indice e que, como se tornaréd claro, apenas estamos interessados em tomar
Herbrandizagoes de férmulas tomadas individualmente. Claro que estas fungoes de indice podem
ter diversas aridades. Podemos fixar, a partida, um conjunto numeravel de funcoes indice para
cada aridade: f{ é a (i + 1)-ésima funcio de fndice'de aridade k. Podemos enumerar estas fungoes
da seguinte forma:

fg?fol?f??fg’f%’fg’fg?f%?f%?' b

e a cada um destes simbolos associar, respetivamente, os niimeros pares 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, etc.
Por exemplo, a Herbrandizagao da férmula Vv, JveVusVus3us ¢, onde ¢ nao tem quantificadores, é
definida como sendo,aférmula 3vs3vs((645) %5 1) 11 (1), O1de se toma sempre a primeira fungao
de fndice (segundo a enumeracdo acima) que esteja disponivel (com aridade apropriada) ao se ir
“varrendo” os quamtificadores universais da férmula dada da esquerda para a direita. As novas
expressoes (com/as fungdes de indice) codificam-se do modo 6bvio, havendo agora também entradas
pares. Dadas estas especificagoes, a tese de Church assegura que a operacao de Herbrandizagao
é.recursiva. Apesar_ de apenas termos descrito o processo de Herbrandizacao para férmulas em
forma prenexa, por abuso de linguagem também podemos falar na Herbrandizacao duma férmula
em geral. Tal pressupoe que se especifique primeiramente uma forma de obter uma forma prenexa
logicamenteequivalente a féormula de partida. Usando a tese de Church, admitimos que temos
um tal processo recursivo de prenifixacdo. Uma ultima nota: sequéncias finitas wy, ..., wi_1 de
expressoes da linguagem podem facilmente codificar-se por niimeros do modo usual: II; . p?(wi’).

Deixamos, a partir de agora, estes assuntos. O seguinte lema usa a nocao de consequéncia
légica do cdlculo de predicados sem igualdade (ainda que, como veremos, o resultado também seja
verdadeiro no contexto do célculo de predicados com igualdade).

Lema 1. Seja £ uma linguagem do cdlculo de predicados sem igualdade. O conjunto dos niumeros
de Gédel de formulas fechadas logicamente vdlidas de L € recursivamente enumerdvel.

Demonstragao. Uma férmula fechada ¢ é logicamente vélida se, e somente se, a sua Herbran-
dizacdo ¢ é logicamente valida. Seja ¢! uma sua Herbrandizacio calculada de forma efetiva: ¢
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é3dxy ... xpdp(x,. .., 2,), onde ¢y nao tem quantificadores (a aplicagdo ¢ ~ ¢y é computdvel).
Pelo Teorema de Herbrand, tem-se = ¢! se, e somente se, existem termos fechados t1 1,...,t1 ,
ceos bk, ..oyt (na linguagem expandida £/ com as fungdes de indice para a férmula ¢) tais que
VE  du(tia, ... tin) é uma tautologia. Assim, ¢ é logicamente valida sse,
11, s timy - s th1s - - - thn) [ Sequéncia finita de termos fechados
{ de £ tal que VE_ ¢p(tin, ... tin) é uma tautologia ]

Note-se que a quantificagao existencial é, a menos da codificagao de sequéncias de termos, uma
quantificacao numérica. O predicado entre paréntesis retos é, pela tese de Church, decidivel. Logo,
a condicao é recursivamente enumeravel.

O

Definicao 1. Uma teoria T duma linguagem do cdlculo de predicados com igualdade diz-se recur-
sivamente axiomatizavel se tiver uma axiomdtica recursiva, i.e., se existir wm conjunto A decidivel
de formulas fechadas tal que Teoriag = T.

Podemos agora enunciar e demonstrar a forma abstrata do. Teorema da Completude de Gédel:

Teorema da Completude de Godel (versao abstrata). Seja T uma teoria recursivamente
axiomatizavel. Entdo os numeros de Gddel dos elementos de T formam um conjunto recursivamente
enumerdvel.

Demonstragao. Suponhamos que ¢ € T. Equivalentemente; A = ¢, onde A é uma axiomdtica
recursiva de T. Tendo em conta que o lema anterior se aplica apenas ao cédlculo de predicados sem
igualdade, convém-nos usar a nogao de consequéncia logica do calculo de predicados sem igualdade.
Com esta nogao, tem-se que ¢ € T é equivalente a dizer que AU IG = ¢ (onde IG é o conjunto
dos axiomas da igualdade). Pelo Teorema da Compacidade, existe um subconjunto finito F' (que
podemos encarar como uma sequéncia finita) de AUTG tal que F = ¢. A decisao “F C AUIG”
é efetiva (pois A é decidivel por-hipdtese ey pela tese de Church, IG é decidivel). Ora, F = ¢ é
equivalente a dizer que a férmula fechada (Agepl) — ¢ é logicamente vélida. Assim, para toda a
férmula fechada ¢, ¢ € T se, e somente se,

3F finito [# é tal'que: F C AUIG A (( /\ 0 — ¢) é logicamente vélida)].
0cF
Observe-se que a quantificacao 3F é, a menos de codificacao apropriada, uma quantificagao existen-
cial numérica. Por sua vez, a decisdo, dependente de F', “F' C AUIG” é efetiva. A tese de Church e
o lema anterior asseguram que & decisio, dependente de ¢ e F, “(Ager — ¢) é logicamente vélida”
estd em X;. Logo, a condigdo entre paréntesis retos é 1 (em F e ¢). O resultado é agora con-
sequéncia do facto, j4 mencionado, de que os conjuntos recursivamente enumeraveis sao fechados
para as quantificacoes existenciais numéricas. ([

Se se tomar para T a teoria Teoriag dada pela axiomatica vazia, o resultado anterior diz que o
conjunto (dos numeros de Godel) das férmulas fechadas logicamente vélidas do célculo de predi-
cados com igualdade é recursivamente enumerével.

Corolario 1. Toda a teoria completa, recursivamente axiomatizdvel, é decidivel.

Demonstragao. Seja T uma teoria completa e recursivamente axiomatizavel. Pelo teorema acima,
o conjunto (dos nitimeros de Godel) das férmulas de T é recursivamente enumerdvel. Mas, dada
uma qualquer férmula fechada ¢, tem-se que ¢ ¢ T se, e somente se, ~¢ € T. Ora, esta ultima
condicao também é recursivamente enumerdvel. Logo, tanto (o conjunto dos nimeros de Godel
de) T como o seu complementar sdo recursivamente enumerdveis. Como sabemos, isto implica que
o conjunto dos nimeros de Godel de T é recursivo. (]

Como exemplos temos que a teoria das ordens lineares densas sem extremos e a teoria dos corpos
algebricamente fechados numa dada caracteristica sao teorias decidiveis.



