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TEMA 3
EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Os proximos temas irdo abordar a resolucdo de equacoes diferenciais (ED’s).
Como o nome indica, uma equacgdo diferencial é uma equagdo que envolva uma
(ou mais) derivadas de uma fun¢do desconhecida. Uma grande parte dos
problemas em fisica envolve este tipo de equac¢des: o0 movimento de fluidos,
circulacio da corrente eléctrica, propagacdo de ondas, fluxos de calor. No
entanto as equacdes diferenciais sdo fundamentais para compreender a
dinamica de muitos outros sistemas, desde a biologia a economia.

Equacgoes Diferenciais Ordinarias (EDO’s)

Uma equacdo diferencial designa-se ordindria sempre que inclua apenas
derivadas em ordem a uma tinica varidvel independente, como é o caso dos
exemplos apresentados a seguir. A ordem de uma EDO é dada pela maior ordem
das derivadas presentes.

As EDO’s sdo usadas numa grande variedade de problemas fisicos. Alguns
exemplos incluem:

Termodinamica
Lei de Newton do Arrefecimento (arrefecimento de um corpo a temperatura T,
num ambiente a Ta, com um coeficiente de transferéncia o) - EDO 12ordem:

dT
= —al =Ty

Mecénica
Deslocamento vertical de um corpo de massa m, com velocidade inicial vo, num
campo gravitico com aceleracdo g - EDO 22 ordem:

d?z
P

Esta EDO de 22 ordem pode ser decomposta num sistema de EDO’s de 12 ordem:

dv_

a9
dZ_
FTa



x A y Ciéncias
Modelagao Numérica DEGGE C ULisboa

Dinamica de populacdes

Variagdo do numero de elementos de uma determinada populagao (N), com taxa
de crescimento r, inseridos num ecossistema com capacidade limite B - EDO 12
ordem:

N _ o N
dt_r( B)

Resolucao de ED’s

A resolucdo analitica de equacgdes diferenciais, abordada em cursos de Calculo
Diferencial, permite determinar uma funcao a partir da sua equagao diferencial,
como por exemplo no caso da equacdo geral do movimento de um corpo que
relaciona a velocidade (v) com a aceleragao (a):

dv
a9
Integrando:
vI tr
f V= —g.dt
Vo to
Entao:

v =1 — g(t—tp)

Tal como o exemplo anterior indica, a solucdo da equacgao diferencial anterior
admite uma infinidade de solugdes, i.e. vo pode tomar qualquer valor. A figura
abaixo exemplifica varias solugdes possiveis para a equagdo anterior, bem como
as suas implicagcdes na trajetoria de um corpo, lancado a altura de 10m:

Exemplo de problema do valor inicial
. 16

2
6h v=v, - gt | 8l y=10+v,t-g.t

Velocidade vertical (m.s“)
Deslocamento vertical (m)

0 . .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 0 0.5 1 15 2 25
Tempo (s) Tempo (s)

Apesar de todas as rectas no grafico da esquerda corresponderem a solucdes
possiveis da equacdo, é fundamental definir uma condi¢do adicional (que pode
ser o valor inicial ou outro) que permita identificar a solugdo para um problema
em particular - Problema de Cauchy. Este problema pode ser enunciado do
seguinte modo:
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Pretende-se determinar y(t), com t pertencente ao intervalo de integracdo, que
satisfaca as seguintes condicdes:

y'(®) = f(t,y(0)
y(t=0) =y,

Este problema é abordado em mais detalhe no Tema 4.

Métodos numéricos - diferencas finitas

Em muitos problemas fisicos, em particular problemas nao lineares, os métodos
analiticos nem sempre permitem resolver ED’s. E, por isso, particularmente
relevante o estudo de métodos numéricos que permitam resolver problemas
diferenciais.

A resolucdo numérica de equacgdes diferenciais do tipo y'(t) = f(t,y(t)), com
y(ty) = yo, pode ser feita através do calculo de valores aproximados de y num
determinado conjunto (discreto) de valores de t.

O valor de y’(to) corresponde ao declive da recta tangente a fun¢do no ponto to.
Pode-se entdo assumir que, para um t; suficientemente préoximo de to, o valor da
solucdo y(t) se encontra dentro de um intervalo de erro definido:

Ya
Tangent line
¥ =¥+ flEg, yo) & —1p)
- D Solut
olution
t ________
9(t)) Y=ol
Yol---

-
1 4

Retirado de Boyce & Di-Prima, Elementary Differential Equations and Boundary Value Problems, 10t ed, 2012, Wiley.

A transformacdo de uma ED de um dominio continuo para um dominio discreto,
e a sua transformacao numa equacao algébrica implica a sua discretizagdo.

E necessario definir inicialmente o intervalo de discretizacio At adequado bem
como a malha de N pontos que define o dominio discreto de integragao:

t =ty + kAt k ={1,2,..,N}

Definido o dominio, pode-se substituir as derivadas pela sua aproximacao
algébrica. O método mais simples consiste na aproximacao por diferengas finitas:
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(@)~

Neste caso representam-se as diferencas finitas avangadas. Notar que esta
expressao corresponde ao declive da recta tangente ao ponto y(a), tal como
acima descrito.

A escolha de um determinado método numérico exige algumas consideragoes
prévias:

a) Precisdo - relacionada com o erro de aproximacao

b) Estabilidade - o erro é estavel?

c) Convergéncia - a solugdo numérica converge para a solucao analitica
quando At - 07?7

De forma genérica, podem ainda definir-se trés tipos de diferencas finitas:

Avancadas
dy y(t+ A —y()
dt At
Retardadas
dy _y(®)-y(t— A0
dt At
Centradas
dy _ y (t+ At) —y(t — At)
dt ~ 24t
Y A
Avancadas

Y (A | T

y (O [ Retardadas 2

ntradas
y (t-At) |----------

t- At t t+ At ¢
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Método de Euler

0 Método de Euler é o método mais antigo e simples para resolver EDQ’s, tendo
sido desenvolvido por Euler por volta de 1768. E também muitas vezes chamado
de método da recta tangente.

Como o nome indica, consiste em aproximar em cada ponto, partindo de to, o
valor da fungao y(t) através do ajuste sucessivo de rectas tangentes, cujo declive
é dado por y’(t), tal como exemplificado na figura:

:,'.Il.
y = ¢,(t)
[tzr J’;,_r]
: “3.}'3}
] Ty = t
I |J'=¢'(ﬂ Y @"1”
' |
| |
o L
| | | |
| I | |
] : |
| | | I .
t, t t, t t

Retirado de Boyce & Di-Prima, Elementary Differential Equations and Boundary Value Problems, 10t ed, 2012, Wiley.

Partindo do ponto inicial conhecido (to,y0) , pode-se calcular (t1,y1) como o ponto
localizado sobre a recta tangente ao ponto inicial, para o instante t1. Conhecido o
valor de yi, pode-se tracar novamente uma recta tangente ao ponto que
permitird determinar (tz,y2), e assim sucessivamente, i.e.:

y(t+At) =y(@) +y'(t,y(t)).At
ou, na forma discreta:

Yirr =Yk +¥' (o yi)-h
Em que h corresponde ao intervalo entre os pontos da malha (neste caso, At).

O Método de Euler pode ser implementado de forma genérica segundo os
seguintes passos:

1 - Definir f{t, y)

2 - Atribuir valores iniciais a tp e yo

3 - Definir dt (At) e namero de pontos do dominio de integragdo N
4 - TteragOes i de 1 até N-1

ki=f(ti,y:) derivada no ponto i
Yir1 =yi + dt*kq cdlculo de y no ponto seguinte
tis1=ti + dt cdlculo de t no ponto seguinte

5-Outputdetey
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Exercicio 3.1
Considere a seguinte EDO: y'(t,y) = 3y + t2
Resolva numericamente a equagao para uma malha de 5 pontos, com intervalo
de 0.1 unidades, sabendo que to=0 e yp=2 .

=0.1
i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
Resolucao:

Iteracdo t Vi y i+l
i=1 0 2 6 (3x2+0) 2.6 (2+0.1x6)
i=2 0.1 2.60 7.81 3.38
i=3 0.2 3.38 10.18 8.47
i=4 0.3 8.47 25.5 11.02
i=5 0.4 11.02 33.22 14.34

Exercicio 3.1
7 T T T T T
©  Solugéo numérica 5°
6 Solugdo analitica 5o b
©  Solugao numérica At=0.01 5 °
5 - -
> o)
44+ i
o]
3 - .
26 ' : ‘ ' ' : :
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Como é possivel observar, para At=0.1 a solucdo numérica diverge rapidamente
em relacdo a solugdo real. Para At=0.01 a solu¢do numérica aproxima-se da
solucao real, indicando a existéncia de convergéncia. No entanto, pode-se ver que
o erro aumenta consideravelmente ao fim de poucas iteragoes.

Exemplo de c6digo em MATLAB para a resolucao do Exercicio 3.1:

dt=.1; % intervalo de tempo
N=5; % nUmero de pontos da malha

% inicializacdo dos vectores t e y
t=zeros (1,N);
y=zeros (1,N);

% condicdes iniciais t0 e yO
t(1)=0; y(1)=2;

% Método de Euler
for i=1:N-1

y(i+l)=y(i)+dt* (3*y (i) +t (i) .72); % para a EDO y'=3y+t"2
t(i+1)=t (i) +dt;
end
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Método de Crank-Nicolson
0O método de Crank-Nicolson assemelha-se ao Método de Euler, no entanto
utiliza-se um valor médio de y’(t, y), calculado nos dois pontos de cada intervalo
At, como representado na figura:

Y1 y' =flt, ¢(£)]

f[tn+1='¢ (tﬂ+lj] B

T

{FIt,, O, +

f[tn+1:¢'{tn+]}]}
l X

tﬂ tn+l ¢

Retirado de Boyce & Di-Prima, Elementary Differential Equations and Boundary Value Problems, 10t ed, 2012, Wiley.

f[tnr¢ttn)] I

Genericamente:

h ! !
Ye+1 =Yk + E(y (teYi) + ¥ (tk+1,Vk+1)) » k=01,..,N—-1
ou

h ’ ’
Yk = Yk-1 + E(y (tk—lfyk—l) + y (tk'yk)) ’ k = 11 21 'N

No entanto, Yy, (ou y; no segundo exemplo) ndo é conhecido - é precisamente
o que se pretende calcular.
Para o caso da EDO do Exercicio 3.1 (y'(t,y) = 3y + t?) tem-se:

h
Ye+1 = Vi + 5(33’k + t® + 3Yke1 + trer?)

Entao:
h ; ; 3h
Y41 = [}’k + 5(3}’1« + "+ i )]/(1 —7)

Exercicio 3.2
Resolva, para a mesma malha do Exercicio 3.1,a EDO y'(t,y) = 3y + t? usando o
Método de Crank-Nicolson (C-N).

Exemplo de c6digo em MATLAB para a resolucdo do Exercicio 3.2:

% Continuacao

% Método de Crank-Nicolson para a EDO y'=3y+t"2

y(1)=2; t(1)=0;

for i=1:N-1

t(i+1l)=t(i)+dt;

v (1+1)=(y(1)+0.5*dt* (3*y (i)+t(i)."2 + t(i+1).72))/(1-3*dt/2);
end
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Método de Runge-Kutta
Os varios métodos de Runge-Kutta permitem maior precisdo, mas envolvem
mais calculos para cada iteracdo. O método evolve uma média ponderada de
valores de y’(t, y) em diferentes pontos do intervalot, <t < t,,; e pode ser
escrito genericamente como:

M
yk+1:yk+hzbiKi , k=0
' M
Ki :f(tk +Ci-h:3’k +hz aUK])
J

i=1,2,.., N; h=At
Em que M corresponde ao numero de etapas do método, ou a sua ordem.

Método Runge-Kutta de ordem 4 (RK-4)
A expressao geral para o RK-4 é:

h
Ye+1 = Vi T E(K1 + 2K, + 2K3 + K,)

Em que
K, = f(tkrYk%l N ¥ : £ :
Z
K, = f(tx + E'yk-l'EKl) i ’/4?/ i
h o h | oy |
K; = f(ty + E:J%"‘EKZ) I pap? £ I
Ky = f(tisr, Yic + hK3) Ny | _ A
- lqb |
A TTe—=1 K i :
: e SN
| ' ““Hm_h,__‘ |
| | o
| i'] |
I | I
X; X1z X X

Retirado de Chapra & Canale, Numerical Methods for Engineers, 6th ed, 2010, McGraw Hill

Como se pode ver na figura, o RK-4 requer o calculo de valores de y’(t, y) em trés
pontos distintos, K1 corresponde a derivada no primeiro ponto do intervalo (t),
que é usada para determinar um ponto a meio do intervalo (t+1/2) onde se
avalia novamente o valor de y’, ou K;. O valor de K> é entdo usado para
determinar um novo ponto a meio do intervalo, onde se calcula um outro valor
possivel para a derivada, Ks. Por fim, K3 permite determinar um quarto ponto em
t+1, onde se avalia novamente o valor de y".

Tem-se entao 4 valores “possiveis” para y’ no intervalo [¢, t+1]: Ky, K2, K3 e K4. O
valor da derivada a usar para aproximar a fun¢do no ponto t+1, é uma média
ponderada dos quatro valores encontrados, sendo que se atribui mais peso aos
dois valores intermédios, i.e. Kz e Ka.
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A implementacdo genérica deste método é, assim, bastante semelhante ao
meétodo de Euler, aparte o calculo intermédio dos termos K.

Exercicio 3.3
Resolva, para a mesma malha do Exercicio 3.1, a EDO y’(t,y) = 3y + t? usando o

Método de Runge-Kutta de ordem 4 (RK-4).

Exemplo de c6digo em MATLAB para a resolucdo do Exercicio 3.3:

$Continuacao

3 Método Runge-Kutta 4
y(1l)=2; t(1)=0;

for i=1:N-1

tl=t(i); % 1?2 ponto

yl=y(i); % y no 1? ponto

K1=3*y(i)+t(i)~2; % y' no 1° ponto

t2=t (i)+dt/2; % ponto interm?dio no intervalo t t+l
y2=y (1)+0.5*dt*K1l; % 1° valor de y no ponto intermédio
K2=3*y(i)+t272; % y'avaliada em t2,y2

y3=y2+0.5*dt*K2; % 2° valor de y no ponto intermédio

K3=3*y3+t272; % y' avaliada em t2,y3
t(i+l)=t(i)+dt; % ultimo ponto do intervalo (t+1)
y4=y (1) +dt*K3; $ y em t+l
K4=3*y4+t (i+1)"2; % y' avaliada em t+1
y(i+1l)=y (i) +(dt/6) * (K1+2*K2+2*K3+K4) ;

end

Comparacgdo dos trés métodos para o exemplo do Exercicio 3:

Exercicio 3
7 T

> 4.5 o .

O  Euler -
O C-N

O RK-4

Sol. analitica

(&
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

E possivel observar a maior precisio dos Métodos C-N e RK-4.



Modelacio Numérica DEGGE Ciéncias
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TEMA 4
EQUACOES DIFERENCIAIS AS DERIVADAS PARCIAIS: PROBLEMAS
DE VALORES DE FRONTEIRA

No Tema anterior foi exemplificada a importancia de definir corretamente uma
condicao adicional que permita resolver a EDO, no caso de uma EDO de 12ordem.
Para EDO’s de ordem n, torna-se necessario definir n condi¢ées adicionais. Nos
temas anteriores foram apresentados problemas em era conhecido o 12 valor do
dominio, estes chamam-se problemas de valor inicial. No entanto, existem
aplicagdes em que as condi¢des ndo sdo conhecidas num Unico ponto, mas numa
série de pontos do dominio. Usualmente (mas ndo obrigatoriamente) estas
condi¢des correspondem aos extremos (ou fronteiras) do dominio, pelo que
estes problemas sao apelidados de problemas de valores de fronteira. A diferenga
entre estes dois tipos de problema é exemplificada na figura seguinte.

d,
— = ftx.x)
dy,
— = 6t x.5)
whereat =0,y = y; gand y, = ¥, ¢
¥
Mo h
Initial conditions B ¥,
Ya.0
0 t
P (a)
¥
— = fix,
2 (x. %)
where at x=0, y =y,
x=Ly=y Boundary
¥ condition
Boundary H
condition __H__H__"‘J’u-
I
0 L x

(b)

Retirado de Chapra & Canale, Numerical Methods for Engineers, 6th ed, 2010, McGraw Hill
Podem ser definidos dois tipos de condi¢do fronteira:

Dirichlet: fixam-se os valores de y(t1), y(tn) (ou de outros pontos no dominio)
Neumann: fixam-se os valores de y’(t1), y’(tn) (ou de outros pontos no dominio)

Isto é, no caso das condi¢des fronteira de Dirichlet, os valores da fun¢iao nos

extremos sdo conhecidos, no caso das condicdes fronteira de Neumann, os
valores das derivadas nos extremos sdo conhecidos.

10
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No tema anterior foram apresentados diferentes métodos que permitem resolver
problemas de valor inicial. Neste tema serdo apresentados métodos para a
resolucdo de problemas de valores de fronteira, utilizando as diferentes
condi¢des apresentadas anteriormente. Assim como nos métodos anteriores,
serdao utilizadas diferengas finitas, em que para cada ponto do dominio se
aproxima a derivada por diferencas entre dois pontos. Na generalidade, a
resolucao destes problemas pode ser resumida nas seguintes etapas:

1) Discretizacdo do dominio de integracgao
i.e. definir os N pontos da malha (1D, 2D, 3D, ...) onde se pretende resolver
o problema;

2) Discretiza¢do das equacao diferencial
i.e. substituir as derivadas pelo seu correspondente num dominio discreto
e escrever a equacao diferencial para cada ponto (y;) da malha;

3) Construcao do sistema de equacgdes discretas
o conjunto das equagdes para cada um dos N pontos pode ser organizado
num sistema de N equacgoes, e resumido em forma matricial, tal que:

Ay=b
em que y é a solucao.
4) Definicao das condig¢oes fronteira
modificar o sistema de forma a incorporar as condi¢gdes de fronteira
(Dirichelet, se conhecido o valor de y, ou Neumann, se conhecido y");
5) Solucao
resolver o sistema de equagdes em 4).

Discretizacdo de derivadas
Para uma dada Equacao Diferencial, podem substituir-se os valores das
derivadas pelo seu equivalente discreto.

12 ordem (ou 12 derivada): as aproximacdes discretas para as derivadas de
primeira ordem podem ser avancgadas, retardadas, ou centradas, como referido
anteriormente.

dy v+ Mx)-y(x) _ Yis1—Vi
X Ax Ax

Avangadas:

dy _ yO-yt-A) _ yi=Yi

Retardadas:
dt Ax Ax

d x+ Ax)—y(x— Ax oy
Centradas: d—z ~ 2 )=¥( ) _ Yit1=Vi-1

2Ax 2Ax

A precisao destas aproximacgdes pode ser obtida utilizando uma série de Taylor.
Para as diferencas avancadas:

Ax? 9%y
2 6x2

3 133
+ 2200 4 oax)h),
X

3! 0x3

y (x + Ax)=y(x)+Ax | +—

11
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entao,

dy] yx+ Ax)—yx) Axd*y
dxl, Ax 2 0x?

Ax? 933y

6 a3 + 0((Ax)®)

X

X

0 que significa que, para Ax pequeno, as diferengas avancadas tém um erro de
truncatura de primeira ordem O(Ax). O mesmo se passa para diferencas
atrasadas:

dy Ax? 9%y Ax3 93y
y (- 80) =y0) - axZ| +5-53| 23] +on?),
entao,
dy y(x) —y(x— Ax) Axd%y| Ax?03y
- — _ _ A 3
dxl, Ax + 2 0x? 6 0x3 +O0((Ax)7)

X X

i.e. 0 erro de truncatura é também de primeira ordem O (Ax).

Comparando os erros de truncatura obtidos para as equagdes avangadas e
retardadas, verifica-se que eles tém a mesma ordem, mas sinais opostos, pelo
que fazendo uma média das duas aproximag¢des obtém-se um erro de truncatura
de segunda ordem:

% avangadas + % ) atrasadas

X

_ ¥y (x+Ax) —y(x — Ax)
2 B 2Ax

+ 0((Ax)?)

O erro de truncatura da aproximacao por diferencas centradas é de segunda
ordem, portanto esta aproximacdo deve ser utilizada, sempre que possivel.

22 ordem (ou 22 derivada):
A aproximacgdo para a segunda derivada é dada por:

d’y\ _y(x+ Ax)—2y(x) +y(x — AxX)  yir1 = 2Vi +Yia
dx? . (Ax)? Ax?

Notar que esta expressao vem simplesmente da diferenca (discreta) entre os
valores das 12 derivadas avancada e retardada para o elemento i.
Os problemas que envolvem Equagdes Diferenciais as Derivadas Parciais, muito

comuns em problemas de fisica, sdo geralmente resolvidos de acordo com este
meétodo, pelo que serdo analisadas em mais detalhe para dois casos (1D e 2D).

12
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PROBLEMA DE VALORES DE FRONTEIRA - 1D

Consideremos um cabo circular de comprimento L, sujeito a determinadas
condig¢des fronteira nos extremos e a uma fonte de calor estacionaria:

T(x=0)=Ty T(x=L)=T.

x=0 x=L

A distribuicdo de temperatura no cabo pode ser escrita como uma equag¢ao de
Poisson:

02T

> = —f(%)

O0x?

Em que f{x) corresponde a fonte de calor e as temperaturas nas extremidades
sao fixas (c.f. Dirichelet).

Exercicio 4.1
Resolva o problema para uma malha com N=4 elementos e com condigdes

fronteira tais que:

T(x=0)=10°C; T(x=1L)=12°C;  f(x)=2K.m™2

Resolucdo do Exercicio 4.1:

Para resolver o problema, discretiza-se o dominio em N elementos, neste caso, 4:

[ [ I ]
i=1 i=2 i=3 i=4

De seguida, discretiza-se a derivada presente na equagdo e escreve-se a sua
expressao genérica:

Tiy1 — 2T+ Tj4
Ax? = —f(x:)

ou:
Tip1— 2T + Timg = —f (x;). Ax?

ou ainda:

al.Ti+1 + az.Ti + a3.Ti_1 = _f(xl).sz

Em que a1=1, az=-2 e a3=1 sdo os coeficientes da discretizacao.

13
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Pode-se entdo escrever o sistema de equagdes para o conjunto dos N=4 pontos:

T, — 2T, = —f(x1). Ax?
T; — 2T, + T; = —f(x,). Ax?
T, —2T5 + T, = —f(x3). Ax?

—2T, + T35 = —f(x,). Ax?

Este sistema pode ser escrito na forma matricial como:

201 0 o | T f(x)
1 -2 1 0 || & |_ gl T
0 1 -2 1 || T, f(x,)

. 0 0 1 '2__T4_ _f(X4)_

Finalmente, podem definir-se as condi¢oes fronteira, escrevendo as equagdes
para os pontos das extremidades:

T1=T0=10
T,=T, =12

E modificando o sistema de equagdes de acordo com as mesmas:

10 0 o0l & 210

1 -2 1 0 || & || -DXi(k)
01 -2 1T - D F(x,)
(o0 01T || 1

Pode-se entdo determinar T resolvendo o sistema matricial.

14
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Exemplo de cddigo em MATLAB para resolver o Exercicio 4.1:

N=4; % n° pontos da malha

dx=1; % intervalo dx

x=0:dx: (N-1) /dx; % dominio xx

A=zeros (N,N); % inicializacdo da matriz A
b=zeros(N,1); % inicializacdo do vector b
M(1,1)=1; b(1l)=10; % condicdes fronteira x=0
M(N,N)=1; b(N)=12; % condicdes fronteira x=L
fx=2; % valor de f K/m2

for i=2:N-1
% coeficientes da discretizacéo
al=1; az2=-2; a3=1;

% definicdo do interior da matriz A

M(i,i-1)=al; % elemento a esquerda da diagonal
M(i,i)=a2; % diagonal
M(i,i+1l)=a3; % elemento a direita da diagonal

% definicdo do interior do vector b
b(i)=-fx*dx"2;
end

T=M\b; % resolucdo do sistema de equacdes

% apresentacdo do resultado
figure

plot (x,T)

title('Exercicio 5.1")
xlabel ('x"); ylabel ('T(x)")

A distribuicdo de temperaturas no cabo circular pode finalmente ser
apresentada:

Exercicio 5.1
14 . .
13+ R
O
o
% 12}
x
|_
11+ .
10 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3
X
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PROBLEMA DE VALORES DE FRONTEIRA - 2D

A equacdo de Poisson também é valida para problemas a duas dimensdes
espaciais, contendo derivadas parciais de segunda ordem, em ordem ax’eay”

92T N 0°T
axz ayz - f(x'y)

onde f(x,y) é uma func¢do que representa fontes ou sumidouros de calor.

De seguida sera apresentado um problema para ilustrar a resolugao deste tipo de
equacoes.

Exercicio 4.2
Calcule a distribuicdo de temperatura numa placa, considerando a informacao da
seguinte figura:

Fronteira Isolada

oT_
Ay
A
Fronteira Isolada
aT
a0 30em| | =60 oC
30cm
< V| Ax=Ay=10cm
T=20°C

Resolucdo do Exercicio 4.2: JA

, . 13 14 15 16
Para resolver o problema, discretiza-se o 47 L L ¢ L
dominio em N pontos da malha, neste
caso, 16. Numeram-se os pontos da 31 & o0 ol o2
malha sequencialmente, como
representado na figura seguinte, de
forma a encontrar uma equagdo para 2t '3 5 o ¢
cada ponto, tal como se procedeu para as
equagoes a uma dimensao. k=[1 2 3 4

1+ ® ® ® ®
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Neste caso f{x;y;)=0 em todo o dominio, com a excec¢do das fronteiras inferior e
lateral direita, onde a temperatura tem um valor fixo.

De seguida, discretizam-se as duas derivadas para os pontos da malha x(i) e y(j),

aZT . Ti+1'j - ZTl,j + Ti—l,j
d0x? Ax?

2
a T - Ti,j+1 - ZTl,j + Ti,j—l
dy? Ay?
Como T tem duas dimensdes, consideram-se os indices i e j, respectivamente

para as dire¢des xx’ e yy’ Substituindo as aproximag¢des das derivadas na
equacdo de Poisson obtém-se:

Tiy1j—2T;j+Ti—qj Tijer— 2T+ Tij4
+
Ax? Ay?
como neste caso Ax = Ay, obtém-se:

=f@@))

Tip1,j + Timyj + Tyjun + Tijoy — 4Ty = f(x;)Ax?

ndo é obrigatério que Ax seja igual a Ay e nesse caso ndo se podia fazer esta
simplificacdo. Pode-se reescrever a equacao geral para este problema:

RTi+1,j + LTi—l,j + UTi,j+1 + DTi,j—l + CTi,j = f(xl-,j)sz

em que R(right)=1, L(left)=1, U(up)=1, D(down)=1 e C(center)=-4 sdo os
coeficientes da discretizagao.

Temos portanto dois referenciais para identificar um determinado ponto da
malha, a sua posicao (i, j) ou o indice absoluto (k).

Neste caso é necessario considerar separadamente os pontos do interior da placa
e dos diferentes lados, uma vez que tém condi¢des de fronteira diferentes. Os
pontos correspondentes sao:

Interior: k=6, 7, 10, 11;
Fronteira esquerda: k=5, 9;
Fronteira direita: k=8, 12;
Fronteira de baixo: k=2, 3;
Fronteira de cima: k=14, 15;
Cantos da placa: k=1, 4, 13, 16.

No interior, neste exercicio, ndo existe nenhuma fonte nem sumidouro, pelo que
a equacgdo para os pontos do interior se resume a:

RTi+1,j + LTi—l,j + UTi,j+1 + DTi,j—l + CTi‘j == 0
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Na fronteira esquerda temos uma condicdo de fronteira de Neumann, onde

aT o : o~
Pl 0, que representa uma fronteira isolada. Para aplicar esta condi¢do de

fronteira considera-se um ponto imaginario, situado fora do dominio, em (i-1), e
admite-se que este ponto tem o mesmo valor que Ti+1,j, dado que:

OT _ Tiyr,j=Ti1j _

0x Ax 0

entao,
Ti—1j =Tit1j

substituindo na equacao geral, obtém-se a equac¢do para os pontos da fronteira
esquerda:
(R + L)Ti+1,j + UTi,j+1 + DTi,j—l + CTi,j = O

T _
P
esta condicdo de fronteira considera-se um ponto imagindrio, situado fora do
dominio, em (j+1), e admite-se que este ponto tem o mesmo valor que Tij-1.

Na fronteira superior temos algo semelhante, mas aqui com 0. Para aplicar

OT _Tijra—Tij—1 _

0
ay Ay

entao,
Tij+1 = Tij1

substituindo na equacao geral, obtém-se a equac¢do para os pontos da fronteira
esquerda:
RTi+1,j + LTi—l,j + (U + D)Ti,j—l + CTi,j =0

Na fronteira inferior temos uma condicdo de fronteira de Dirichlet, onde T;;j=20,
portanto a equagao para os pontos da fronteira inferior resume-se a:

Ti,j - 20
Da mesma forma, na fronteira direita, temos:

Ti,j =60

Restam as equacOes para os 4 cantos da placa. Os cantos sdo pontos de
descontinuidade e devem ser tratados como isolados nas duas direc¢des, ou seja,
com condi¢Oes de fronteira de Neumann, emiej.

Canto inferior esquerdo: consideramos que é isolado nos dois sentidos, ou seja,
oT aT

aza_

18
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De onde se obtém que T;_;; = Tiyqje T;j—1 = T;j+1. Substituindo na equacéo
geral obtém-se a equacdo para este canto:

(R + L)Ti+1,j + (U + D)Ti,j+1 + CTi’j = O

Canto superior esquerdo: consideramos que é isolado nos dois sentidos, ou
seja,

oT _aT _
ox dy
De onde se obtém que T;_1j =Tiyqj€ Tijyq1 = Tijq.

Substituindo na equagdo geral obtém-se a equagao para este canto:

(R+L)Tiy1; + (U+D)T;j—1+CT;; =0

Canto superior direito: consideramos que é isolado nos dois sentidos, ou seja,

aT T _ 0
ox dy
De onde se obtéem que T}y =T e Tjj1 = T j-1.

Substituindo na equacao geral obtém-se a equagdo para este canto:

(R + L)Ti—l,j + (U + D)Ti,j—l + CTi,j = O

Canto inferior direito: consideramos que é isolado nos dois sentidos, ou seja,

aT T _
ox 0dy
De onde se obtéem que Ty =T;—qgje T;j_q = T 1.

Substituindo na equagdo geral obtém-se a equagdo para este canto:

(R+L)T;—1; + (U+D)T;j41 +CT;; =0

E preciso entdo considerar as interacdes entre os varios pontos da malha. Por
exemplo o ponto do interior k=6, interage com os pontos a sua esquerda (i-1, j)
ou (k=5), direita (i+1, j) ou k=7, acima (i, j+1) ou k=10, e abaixo (i, j-1) ou k=2.

O sistema de equacgdes, em que cada linha corresponde a um dos pontos da
malha, fica entio:
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( CT,+(R+L)T,+(U+D)Ts=0
T, = 20
Ty = 20
(R+L)T;+CT,+ (U+D)Tg=0
DT, +CTs + (R+ L)Tg + UTog =0
DT, + LTs + CTg + RT, + UT;o = 0
DTy + LTg + CT, + RTg + UT;; = 0
Tg = 60
DTs + CTo+ (R + L)Tyo+ UTy3 =0
DTg + LTy + CTyo + RT;; + UT;, =0
DT, + LTy + CTy; + RTy, + UT;s = 0
Ty, = 60
(U+D)Tyg+CTy35+ (R+L)T;4, =0
(U+ D)Tyo+ LT3+ CTy4 + RT;5s =0
(U+ D)Tyy + LTy, + CTys + RT1s =0
\ (U+D)Ty, + (R+L)T;5s +CTy =0

Ou, na forma matricial:

Ly 0 0 (U+D) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 07,1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o ollr

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o|Ts
(R+1L) C 0 0 0 (U+D) 0 0 0 0 0 0 o oflr,
0 0 ¢ (R+L) © 0 U 0 0 0 0 0 0o ollr

0 0 L c R 0 0 U 0 0 0 0 0o ollr

D 0 0 L ¢ R 0 0 U 0 0 0 o ollr

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 o ollr,

0 0 D 0 0 0 c (R+1L) 0 0 u o o ofln

0 0 0 D 0 0 L c R 0 0 U 0 olry,

0 0 0 0 D 0 0 L c R 0 0 v ollr,

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0|7,

0 0 0 0 0 0 (U +D) 0 0 0 C (R+L) 0 0|7

0 0 0 0 0 0 0 (U +D) 0 0 L c R ol|r,

0 0 0 0 0 0 0 0 (U +D) 0 0 L ¢ RllTs

0 0 0 0 0 0 0 0 0 W+D) 0 0 (R+1) cllrgl

Pode-se entdo determinar T para os varios pontos da placa resolvendo o sistema
matricial.

Codigo em MATLAB para resolver o Exercicio 4.2:

20

- o ey NN o
coocoFoocooTocoozgze




Modelagao Numeérica DEGGE

FC Ciéncias
ULisboa

%$Dados do exercicio

Tr=60;Td=20;

Lx=30; Ly=30; dx=10; dy=dx;
nx=Lx/dx+1; ny=Ly/dy+1l; N=nx*ny;

%Coeficientes da discretizacao
R=1; L=1; U=1; D=1; C=-4;

%Inicializacao da matriz A e do vector b
A=zeros (N,N); b=zeros(N,1);

$Preenchimento da matriz nos pontos do interior, linha a linha
for j=2:ny-1
for i=2:nx-1
k=(3-1) *nx+i; %numeracao geral, k
$pontos que interagem com o ponto k: U(up), D(down), L(left),
kU=k+nx; kD=k-nx; kL=k-1; kR=k+1;
A(k,k)=-4;
A(k, kU)=U; A(k,kD)=D; A(k,kL)=L;A(k,kR)=R;
end
end

$Fronteira Esquerda (isolada)
for j=2:nx-1

k=(j-1) *nx+1;

A(k,k)=C;

A(k,k-nx)=D; A (k,k+nx)=U; A (k,k+1)=R+L;
end

$Fronteira Superior (isolada)
for i=2:nx-1

k=(ny-1) *nx+i;

A(k, k)=C;

A(k,k-1)=L; A(k,k+1)=R; A(k,k-nx)=U+D;
end

%$Fronteira Inferior (T=Td)
for i=2:nx-1

k=1i;

A(k,k)=1; b(k)=Td;

end

$Fronteira Direita (T=Tr)
for j=2:1:ny-1
k=(j-1) *nx+nx;
A(k,k)=1; b(k)=Tr;
end

$Canto Inferior Esquerdo
A(1l,1)=C; A(1,2)=L+R; A(l,nx+1)=U+D;

$Canto Superior Esquerdo
k=(ny-1) *nx+1; A(k,k)=C; A(k,k+1)=L+R; A(k,k-nx)=U+D;

%Canto Superior Direito
A(N,N)=C; A(N,N-1)=L+R; A(N,N-nx)=U+D;

%Canto Inferior Direito
A(nx,nx)=C; A(nx,nx-1)=L+R; A (nx,nx+nx)=U+D;

$Resolucao do Sistema
T=A\b;

$Reorganizacao do vector T, numa matrix nx por ny
x=[0:dx:Lx]; y=[0:dy:Lyl;
for j=l:ny
for i=l:nx
k=(j-1) *nx+i;
Z(3,1)=T(k);
end
end
[X,Y]=meshgrid(x,y);

%Representacao da Solucao
figure
[c,h]l=contourf (X,Y,Z); colorbar; caxis([10 60])

title('Distribuicao da temperatura (C)'); xlabel('x(cm)'"); ylabel('y(cm)")

R(right)
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De onde de obtém a distribui¢cdo da temperatura na placa:

Distribuicao da temperatura (C)
30 T T T T

25

20

X(cm)

TEMA 5
EQUAGCOES DIFERENCIAIS AS DERIVADAS PARCIAIS: PROBLEMAS
TRANSIENTES

No capitulo anterior foram descritos métodos para resolver problemas de
valores de fronteira. Estas equacgdes eram estacionarias no tempo. Neste capitulo
vamos estudar equacgdes transientes, ou seja, que evoluem ao longo do tempo.
Estas equacgdes sdo utilizadas, por exemplo, em problemas de difusdo e adveccao.
Sao exemplos deste tipo de equagdes: problemas de transferéncia de calor, de
difusido de massa num meio, de difusao molecular, entre outros.

Equacao da Transferéncia de Calor

9°T _oT

dx2 ot
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Estas equacdes também podem ser resolvidas numericamente aproximando as
derivadas por diferencgas finitas. No entanto, neste caso ndo se tem apenas
derivadas parciais no espaco, mas também derivadas no tempo. Outra diferenca
é que, enquanto na resolucdo das equacdes elipticas se tem condicoes de
fronteira bem definidas, neste caso, tem-se condi¢des de fronteira no espaco e
um problema de valor inicial, como no caso das equacgdes diferenciais ordindrias.
Existem duas formas diferentes de resolver estas equagdes, que se denominam
de método explicito, e método implicito.

No método explicito calcula-se, explicitamente, o valor da variavel, que no caso
da equacdo da transferéncia de calor é a temperatura, para cada ponto da malha
e cada instante do tempo.

No método implicito escreve-se, para cada passo de tempo, um sistema de
equagdes, com uma equacao para cada ponto da malha e resolve-se o sistema,
num procedimento semelhante ao apresentado para os problemas de valor de
fronteira.

Os diferentes métodos serdo apresentados em seguida, juntamente com um
exemplo da sua utilizagao.

METODO EXPLICITO

O primeiro passo para resolver numericamente uma equacdo diferencial é
sempre discretiza-la. No método explicito as derivadas no tempo sdo
aproximadas por diferencas avancadas e as derivadas no espaco por diferencas
centradas, pelo que o método tem uma precisao de primeira ordem no tempo, e
de segunda ordem no espaco. Discretizando os varios termos da equacgao:

aT Til+1 _ Til

at At
onde At é o passo de tempo, i é o indice espacial do ponto a considerir, e a letra [
é utilizada para definir o indice no tempo. Esta aproximacdo é semelhante a
utilizada no método de Euler e de Runge-Kutta.

Para a discretizacdo no espaco utilizam-se diferencas centradas, no passo de
tempo L. Neste caso, como temos uma segunda derivada, a aproximacgao é:

0°T - TL, — 2T+ Th,
0x? Ax?

onde Ax é o espacamento horizontal da malha.
Substituindo as duas aproximacgdes, temos:

K Ty = 2T + T _ T/ - T
Ax? At

O termo T} aparece dos dois lados da equacdo. Reorganizando os termos de
forma a ficar o tinico termo em (1+1) do lado esquerdo da equacgdo, temos:
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T = Th, + (1 - 2¢)T} + ¢, T,

emque C; =k AATtZ

Esta equacgao pode ser aplicada a qualquer ponto da malha, onde a temperatura
para o novo passo de tempo, num determinado ponto da malha (T}*!) é obtida a
partir da temperatura do instante anterior, do préprio ponto (Tl-l) e dos pontos
vizinhos (T/_; e T, ;). O procedimento esta esquematizado na figura seguinte:

condicoes
fronteira

I (tempo)A

[0 e @ o e e o]

il+1 il+1
] o~ et > T T~
i-1,1 il 41, i-1,1 il i+l
ontllO| O O O O O @ |0
. il+1 il+1
" e s Sl e N
.. i-1,1 il 41, i-1,1 il i+
> |[[efe o o @ o o [0
:' il+1 il+1
' ~T | T~ "o > T T~
‘. i-1,1 il i+1,l i-1,| il i+l

il+1 i,l+1
| o~ "o el N
-1 0l i+ i-1,0 il i+ dicé
1 [[[0] 0 0 ® @ O o [o]]ondicoes
INiclials
>
1 2 3 v e NX-2 nx-1 nx I (X)

Tem de ser conhecida a temperatura inicial para todos os pontos da barra. A
partir destes calcula-se iterativamente a temperatura para os varios pontos da
barra no instante /=2. As temperaturas nas extremidades sao conhecidas para
todos os instantes (condi¢des de fronteira).

Exercicio 5.1
Uma barra longa e fina, de L=20 cm de comprimento, e com um coeficiente de
transferéncia de calor k=0.835cm?/s, encontra-se inicialmente a temperatura de
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202C. As duas extremidades da barra sao colocadas em gelo (T(0,L)=02C).
Calcule a evolucao da temperatura da barra, por difusdo, ao longo de 5 minutos,
considerando um espacamento horizontal Ax=5cm, e um passo de tempo At=2
segundos. Utilize o método explicito.

Resolucdo do Exercicio 5.1:

Para resolver este problema temos de comegar por discretizar a equacgdo da

difusdo, o que ja foi feito em cima. Portanto, partimos da equacao discretizada:
T = ¢, TL, + (1= 2C)T! + €T,

At
m =k—.
emque C; = k—

Podemos escrever um cddigo no matlab para resolver esta equacao. Neste
exemplo representamos a temperatura a cada 20 segundos, representando a
distribuicao inicial e final a vermelho e a verde, respectivamente.

%$Dados do Problema

k=0.835
L=20; %cm
dt=2; %seg

dx=5; %cm
t=0:dt:5%*60; %4min
x=0:dx:L;
N=length (x) ;

$Condicao Inicial; Temperatura 20 em toda a barra
Tinicial=20*ones (N,1);

%Condicoes Fronteira; Temperatura a 0 nas duas extremidades
Te=0; Td=0;
Tinicial (1)=Te; Tinicial (N)=Td;

%Representacao da temperatura inicial
figure (1)
plot(x,Tinicial, '-r', 'LineWidth', 2)
xlabel ("x(cm) ")

ylabel ('Temp ("“oC"')

ylim([-1 257)

%$Coeficientes da Discretizacao

Cl=k*dt/ (dx"2);

Tanterior=Tinicial;
for 1=1l:length(t)

Tnovo (1) = 0;
for i = 2:N-1
Tnovo (i) = Cl*Tanterior (i-1)+(1-
2*Cl) *Tanterior (i) +Cl*Tanterior (i+1);
end
Tnovo (N) = 0;

Tanterior=Tnovo;
if mod(t(l),20)==0
hold on
plot (x, Tnovo)
end
end
Tfinal=Tnovo;
plot (x,Tfinal, '-g', 'LineWidth', 2)
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Obtém-se a seguinte evolucdo da temperatura:

25 T T T T T T T T

Temp (°C

x(cm)

Na figura verifica-se que inicialmente a barra estava a 202C (linha vermelha),
com a excecdo das extremidades que estavam a 02C. Com o evoluir do tempo
(azuis) a temperatura no interior da barra vai diminuindo, encontrando-se
totalmente a 02C ao fim dos 5 minutos (verde).

Se alterarmos o At de 2 para 20 segundos o resultado obtido é:

200 T T T T T T T

150 -

100 -

50 -

Y/ V

Temp (°C

-150 -

-250 1 1 1 1 | 1 Il 1 1
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que tem um comportamento instavel, e a solu¢do numérica diverge da solucdo
exata.

Isto demonstra que neste método, o At e o Ax ndo podem ser escolhidos de
forma arbitraria, mas tém de satisfazer uma condicdo de estabilidade, dada por:

kAt 1
- <=

TS A2

No caso do problema, k=0.835cm?/s e Ax=5cm, pelo que para At=2s,
r=0.0668<0.5, ou seja, satisfaz o critério de estabilidade.

Quando considerado o At=20s, r=0.668>0.5, portanto o critério de estabilidade
nio é satisfeito, e como tal o método nio converge para a solugio certa. E
necessario ter sempre o critério de estabilidade em consideracdo quando se
utiliza o método explicito.

METODO IMPLICITO SIMPLES

Como foi discutido em cima, os métodos explicitos tém problemas de
estabilidade, além de nao utilizarem toda a informacgao disponivel para a solucao.
Como alternativa existem os métodos implicitos, cuja inica desvantagem é terem
algoritmos um pouco mais complicados.

No método implicito, a cada passo de tempo, resolve-se o sistema de equagdes
constituido por uma equacdo para cada ponto da malha. De forma resumida,
utiliza-se iterativamente, para cada passo de tempo, o processo descrito para os
problemas de valor de fronteira.

Para resolver a equagao da transferéncia de calor utilizando o método implicito,
comeca-se também por discretizar a equacgao.

As derivadas no tempo sdo aproximadas por diferencas avangadas (como no
método explicito) e as derivadas no espago por diferencas centradas. Este
método tem também uma precisdao de primeira ordem no tempo, e de segunda
ordem no espago. Discretizando os varios termos da equagao:

aT Til+1 _ Til

at At
onde At é o passo de tempo, e a letra [ é utilizada para definir o indice no tempo.
Para a discretizacdo no espaco utilizam-se diferengas centradas, no passo de

tempo [+1 (aten¢do que no método explicito era em [). Neste caso, como temos
uma segunda derivada, a aproximacao é:

0°T T — 2T/ +TH
O0x? Ax?

Substituindo as duas aproximacgdes, temos:

L

Ax? At

l l l l l
N T — 21 + TH _ TH! — T
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Reorganizando a equacao de forma aos termos em (/+1) ficarem do lado
esquerdo da equacao, temos:

—C T + 2C, + DTH = O T =T}
em que C; = kAATtZ
Para simplificar, vamos escrever a equacdo na forma
ATHY + BT/ + cTH! = DT}
onde A=-C1, B=2C1+1, C=-C1 e D=1.

Pode-se entdo construir um sistema com uma equac¢do para cada ponto da
malha, com as devidas alteragdes nos pontos onde se aplicam as condi¢des de
fronteira.

( condigao fronteira 1
ATV + BT} + CT4 =T
AT} + BT + cTH =T}

AT, + BT, + CcT Y, =T}, _,

AT, + BT, + CTii =T,
\ condicdo fronteira 2

Considerando, a titulo de exemplo, uma malha de 4 pontos, com condi¢des de
fronteira de Dirichlet, o sistema seria dado por:

TH! = condicdo fronteira 1
AT + BT + CTSH = T,
AT;*' + BT3H + CTy = T
\T}*! = condicdo fronteira 2

ou na forma matricial:

1 0 o ol cond. fronteiral]
A B c of|Tst? T}
0 4 B c||Ti*t|” T
00 01 [Ti“J cond. fronteira2

A temperatura para o novo instante e para todos os pontos da barra é obtida a
partir dos valores do instante anterior, de uma s6 vez, através da resolucdo deste
sistema. Este processo repete-se iterativamente, para cada passo de tempo.

Exercicio 5.2
Resolva o exercicio 5.1 utilizando o método implicito simples.
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Resolucdo do Exercicio 5.2:

Para resolver este problema temos de comegar por discretizar a equagao da
difusdo segundo o método implicito, o que ja foi feito em cima. Portanto,
partimos da equacao discretizada:

ATHY + BTHY + cTH = DT

em que C; = kAATtZ e A=-Cy, B=2C:-1, C=-C7 e D=1.

Podemos escrever um c6digo no matlab para resolver esta equagao.

$Dados do Problema
k=0.835;

L=20; %cm

dt=2; %seg % ou dt=20;
dx=5; %cm

t=0:dt:5*60; %$4min
x=0:dx:L;

N=length (x);

$Condicao Inicial; Temperatura 20 em toda a barra
Tinicial=20*ones (N, 1) ;

$Condicoes Fronteira; Temperatura a 0 nas duas extremidades
Te=0; Td=0;
Tinicial (1)=Te; Tinicial (N)=Td;

$Representacao da temperatura inicial

figure (1)
plot(x,Tinicial, '-r', 'LineWidth', 2)
xlabel ('x (cm) '); ylabel('Temp ("oC'); ylim([-1 25])

$Coeficientes da Discretizacao
Cl=k*dt/ (dx"2) ;
A=-Cl; B=2*Cl+1l; C=-Cl; D=1;

% Ciclo para percorrer os tempos
Tanterior=Tinicial;

for 1=1:length(t)

$Inicializacao das matrizes

M = zeros(N,N);
b = zeros(N,1);
%Condicoes Fronteira
M(1,1) = 1; b(l)=Te;

M(N,N)=1; b(N)=Td;

$Interior

end

$Resolucao do Sistema
Tnovo = M\b;
$Tnovo passa a ser o anterior, para a iteracao seguinte
Tanterior=Tnovo;
if mod(t(l),20)==
hold on
plot (x, Tnovo)
end
end
Tfinal=Tnovo;
plot(x,Tfinal, '-g', 'LineWidth', 2)
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Neste exemplo representamos a temperatura a cada 20 segundos, representando
a distribuicdo inicial e final a vermelho e a verde, respectivamente. O resultado é
igual ao obtido utilizando o método explicito:

25

Temp (°C

Neste caso o resultado obtido é o mesmo, quer se considere um At de 2 ou de 20
segundos. Ou seja, no método implicito a solu¢do converge, mesmo quando
r>1/2, o que permite mais liberdade na escolha dos valores de Ax e At.

METODO DE CRANK-NICOLSON

Finalmente apresentamos o ultimo método, que é uma alternativa ao método
implicito e que tém uma precisao de segunda ordem, tanto no espago como no
tempo. O que permite esta precisdo é o facto das aproximagdes das derivadas
serem calculadas no meio do passo de tempo. A derivada em ordem ao tempo é
aproximada por diferencas avancadas:

oT Til+1 _ Til
at At

mas as discretizagdes no espaco sdo centradas e sdo calculadas no ponto médio,
fazendo a média das aproximacdes obtidas em [ e em [+1:
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9°T 1 Ty = 2T + T} + T2 =21 + T
ox% 2 Ax? Ax?

s . ~ ~ e~ 9T _ ar
Substituindo as duas aproximac¢des na equacao da difusao, k -2 = p temos:

" 1(TL, = 2T} + T}y N THE — 2T + TH _ T/ — T}
2 Ax? Ax? At

Reorganizando a equacao de forma aos termos em (/+1) ficarem do lado
esquerdo da equagao, temos:

G

C C C
2THL 4 (m1— )T + 2T = = 2TL + (-1 + C)T} — -

2 2 2 Til+1
em que C; = kAATtZ
Para simplificar, vamos escrever a equacdo na forma

ATHE + BT + cTH} = DTL, + ET} + FT},,
onde A=C1/2, B=(-1-C1), C=C1/2, D=-C1/2, E=(-1+C1) e F=-C1/2.
Pode-se entdo construir um sistema com uma equagdo para cada ponto da

malha, com as devidas alteragdes nos pontos onde se aplicam as condi¢des de
fronteira.

( condicdo fronteira 1
AT[*1 + BT + CTI*Y = DT} + ET} + FT}
AT} + BT + €T} = DT} + ET} + FT}

AT, + BT, + cT Y, = DT, s + ET}.,_, + FT},_,
AT, + BT, + CT!HY = DT, _, + ET!,_, + FT.,
\ condicao fronteira 2

Considerando, a titulo de exemplo, uma malha de 4 pontos, com condi¢des de
fronteira de Dirichlet, o sistema ficaria:

I{ TH! = condicdo fronteira 1
4AT11+1 + BT/ + CTi*Y = DT} + ET} + FT}
AT}t + BT + CTHY = DT} + ET! + FT}
L TH! = condicdo fronteira 2
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ou na forma matricial:

o|Ti| _|pTi +ETE + FT
C||rit lDTll + ET! + FT;J
1 [T41+1J cond. fronteira2

o171 [cond.fronteiral]

SO O X -
ox o
o O o

Da mesma forma que no método implicito simples, a temperatura para o novo
instante e para todos os pontos da barra é obtida a partir dos valores do instante
anterior, de uma sé vez, através da resolucdo deste sistema. Este processo
repete-se iterativamente, para cada passo de tempo.

Exercicio 5.3
Resolva o exercicio 5.1 utilizando o método de Crank-Nicolson.

Resolucdo do Exercicio 5.3:

Para resolver este problema temos de comegar por discretizar a equagao da
difusdo segundo o método de Crank-Nicolson, o que ja foi feito em cima.
Portanto, partimos da equacgao discretizada:

ATHY + BT + cTH} = DTL, + ET} + FTY,,
onde C; = k AAth e A=C1/2, B=(-1-C1), C=C1/2, D= -C1/2, E=(~-1+C1) e F=-C1/2.

Utilizando o co6digo de MATLAB apresentado na pdagina seguinte, obtém-se
novamente a solugao:

25 T T T T T

Temp (°C
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%$Dados do Problema
k=0.835;

L=20; %cm

dt=20; %seg

dx=5; %cm
t=0:dt:5%*60; %4min
x=0:dx:L;
N=length (x) ;

%Condicao Inicial; Temperatura 20 em toda a barra
Tinicial=20*ones (N,1);

%Condicoes Fronteira; Temperatura a 0 nas duas extremidades
Te=0; Td=0;
Tinicial (1)=Te; Tinicial (N)=Td;

%Representacao da temperatura inicial
figure (1)
plot(x,Tinicial, '-r', 'LineWidth', 2)
xlabel ("x(cm) ")

ylabel ('Temp ("~oC"')

ylim([-1 257)

$Coeficientes da Discretizacao
Cl=k*dt/ (dx"2);
A=Cl/2; B=-1-Cl; C=Cl/2; D=-Cl/2; E=-1+Cl; F=-Cl/2;

% Ciclo para percorrer os tempos
Tanterior=Tinicial;
for 1=1:1length(t)

%$Inicializacao das matrizes
M = zeros (N, N) ;
b = zeros(N,1);

%Condicoes Fronteira
M(1,1) = 1; b(l)=Te;
M(N,N)=1; b(N)=Td;

%$Interior
for i = 2:N-1

M(i,i-1) = A;

M(lll) = B

M(i,i+1l) = C;

b (i) = D*Tanterior(i-1)+E*Tanterior (i) +F*Tanterior (i+l);
end

$Resolucao do Sistema
Tnovo = M\b;
$Tnovo passa a ser o anterior, para a proxima iteracao
Tanterior=Tnovo;
if mod(t(l),20)==
hold on
plot (x, Tnovo)
end
end
Tfinal=Tnovo;
plot (x,Tfinal, '-g', 'LineWidth', 2)
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