Mecanica Analitica

Série 1: Formula¢ao Lagrangeana

. [1] Considere uma cadeia de M esferas ligadas entre si por M — 1 ligagbes rigidas (comprimento
constante). Cada ligacdo pode mover-se livremente em qualquer diregdo. Se o movimento da
cadeia estiver limitada a superficie de uma mesa, quantos graus de liberdade tem o sistema?

5o OF _ OF
. [1] Mostre que a relfi(%ao Sar = tar
em coordenadas esféricas.

é valida para a dindmica de uma particula material descrita

. [3] Demonstre que o Lagrangeano de uma particula livre é:

(a) em coordenadas cartesianas:

L= (@) 1)
(b) em coordenadas cilindricas:
L=2(2+1%7+2) 2)
(c) em coordenadas esféricas:
L= % <7'“2 + r2¢? + r?sin® ¢92) . (3)

. Uma particula material estd sujeita a um potencial central V' (r) que s6 depende da distancia r
a origem do referencial. Escolha um sistema de coordenadas generalizadas apropriado, escreva
o Lagrangeano e obtenha as equacoes do movimento.

. Um péndulo esférico de massa m estd suspenso no teto e é capaz de rodar em qualquer direcao,
mantendo uma distancia [y constante ao ponto de fixacao. Escolha como sistema de coordenadas
generalizadas as coordenadas esféricas e escreva o Lagrangeano do sistema.

. [1] Mostre que um Lagrangeano L’ obtido a partir de outro L por adigdo ou multiplicagdo de uma
constante é fisicamente equivalente a L, ou seja, as equacoes de Euler-Lagrange sao invariantes
a estas transformacoes.

. [1] Considere a transformacao,

ar
L—L=L+— 4
- o (4)

onde F é uma funcao arbitraria dos ¢s e t, mas nao dos ¢s. Mostre que as equacoes de Euler-
Lagrange sao invariantes a este tipo de transformacao.

. Um péndulo simples de massa m estd suspenso verticalmente por uma barra rigida de compri-
mento [y e massa desprezavel, podendo oscilar num plano vertical.

(a) Escreva o Lagrangeano do sistema,

(b) Obtenha as equagdes do movimento;

(c¢) Considerando o limite de pequenas oscilagoes, determine a frequéncia de oscilagao em fungao
dos parametros do sistema;

(d) Usando o ficheiro de Mathematica fornecido, explore como dependem as trajetérias das
condigoes iniciais.
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[1] Uma barra rigida de massa m uniformemente distribuida e comprimento [ estd suspensa
verticalmente por uma extremidade (péndulo fisico). A barra pode oscilar livremente em torno
do ponto de suspensao num plano vertical e a aceleragao gravitica tem moédulo g. Determine
T e V como fungoes da coordenada 6 e velocidade 9 generalizadas, em que 6 é o angulo com a
vertical. Para tal, considere que a barra é dividida em porcoes infinitesimais de comprimento dl
e massa dm e integre ao longo da barra para obter T' e V. Escreva também o Lagrangeano do
sistema.

[1] Um péndulo de massa m estd suspenso por uma barra de comprimento ! no teto de um
comboio em movimento retilineo. Considere a massa da barra desprezavel e uma aceleragao
continua do comboio, de intensidade a, partindo de uma velocidade inicial de mdédulo vg na
direcdo e sentido da aceleracdo. A aceleracao gravitica é vertical e de intensidade g. Assuma
que (x,y) sao as coordenadas espaciais do sistema no referencial Terra (fora do comboio). Ha
apenas um grau de liberdade, 6, representando o angulo entre o péndulo e a vertical.
(a) Escreva o Lagrangeano L(6,0,1);
(b) Mostre que a equagao do movimento é

é—l—%sin@—i—%cos@zo ; (5)

(c) Determine o angulo 6 para o qual o péndulo fica em equilibrio;
(d) Defina 6(t) = 6oq + n(t). Usando séries de Taylor, mostre que para n(t) muito pequeno
(limite de pequenas oscilagoes em torno do equilibrio), a equagao para o 7(t) é,

i+ wn=0 . (6)

Isto significa que o péndulo faz um movimento harménico simples, em torno do ponto de
equilibrio, com frequéncia w. Mostre que,

92 + CL2
W= YL (7)

e compare este resultado com o obtido para um péndulo simples.

[2] Uma pérola de massa m desliza, sem atrito, num fio circular de raio a animado de rotagao
em torno do seu diametro vertical, com velocidade angular w constante.

(a) Escreva o Lagrangeano do sistema e determine as constantes de movimento que possam
existir;

(b) Localize as posicoes de equilibrio da pérola para w < w. € w > we, onde w, = /g/a. Quais
destas posigoes de equilibrio sao estaveis e quais sao instaveis?

(c) Determine as frequéncias de oscilagao para vibragoes de pequena amplitude préximas dos

pontos de equilibrio estaveis.

Um péndulo de massa m esta suspenso verticalmente por uma mola de constante k e comprimento
de equilibrio [y podendo oscilar num plano vertical.

(a) Escreva o Lagrangeano do sistema;

(b) Obtenha as equagdes do movimento;

(c¢) Usando o ficheiro de Mathematica fornecido, explore como dependem as trajetérias das
condigoes iniciais.
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Um péndulo duplo de massas m; e mg esta suspenso verticalmente por duas barras rigidas de
comprimentos [; e lo, respetivamente, ambas de massa desprezavel, podendo oscilar num plano
vertical.

(a) Escreva o Lagrangeano do sistema;

(b) Obtenha as equagdes do movimento;

(c) Usando o ficheiro de Mathematica fornecido, explore como dependem as trajetérias das

condicoes iniciais;

(d) Mostre que, no limite ms = 0 obtém a equacao do movimento do péndulo simples;

(e) Obtenha as equagoes do movimento no limite m; = 0.

[2] Duas massas pontuais m; e ma (m; # maz) estao ligadas por um fio de comprimento [ que
passa através de um orificio numa mesa horizontal. O fio e as massas movem-se sem atrito,
estando m1 na mesa e mgy livre para se deslocar numa linha vertical.

(a) Escreve o Lagrangeano do sistema;

(b) Qual deve ser a velocidade inicial de mj para que mg permaneca em repouso, a uma
distancia d abaixo da superficie da mesa?

(c) Se my for ligeiramente deslocada na dire¢ao vertical, irdo resultar pequenas oscilagdes nas
duas massas. Use as equagoes de Lagrange para encontrar os periodos destas oscilagoes.

[2] Considere uma particula de massa m que se pode mover sobre uma superficie esférica fixa
de raio a. Designe por g o médulo da aceleracao da gravidade, vertical e uniforme. Considere,
apenas, o movimento da particula no plano vertical passando pelo centro da esfera; designe por
0 o angulo que o vetor de posicao da particula, em relagao ao centro da esfera, faz com a vertical,
sendo 6 = 0 para a particula colocada no “alto da esfera”.

(a) Supondo nao existir atrito, obtenha o Lagrangeano
1 22 | 242
L:§m<r +T9>—mgrcost9 ; (8)

(b) A condigdo de aderéncia (r = a) é imposta de forma suplementar. Mostre que a esfera
exerce sobre a particula uma forga radial, dirigida para fora da esfera, com o valor N =
mg cos § — mab?.

[2] Uma particula de mass m pode deslizar, sem atritio, sobre a superficie de uma hemi-esfera de
raio a e massa M. A hemi-esfera desliza, também sem atrito, sobre uma superficie horizontal.
Admita que a aceleragdo da gravidade é vertical e uniforme, de médulo g. Inicialmente, o
sistema estd em repouso, com a particula colocada no ponto mais alto da semi-esfera; a seguir,
a particula é deslocada, infinitesimalmente, para fora deste ponto, iniciando-se o movimento de
todo o sistema.

(a) Mostre que o Lagrangeano do sistema é
1 2 L 940 ;
in(m—i-M)x —i—imae + matf cos — mgacosf 9)

onde 0 é o angulo com a vertical, do vetor de posicao da particula em relagao ao centro da
hemi-esfera, e = é a posicao desse ponto;

(b) Determine as constantes do movimento, bem como os seus valores, para os dados do pro-
blema.



17. [4] Um disco de raio R e massa m desce, sem deslizar, ao longo de um plano inclinado, de massa
M e angulo o com a horizontal. Assumindo que o plano pode deslizar sem atrito ao longo da
horizontal, escreva o Lagrangeano do sistema, as constantes do movimento e as equacoes da
dinamica.
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