
EXERCÍCIOS – FOLHA 6

6.1. Prove que } ‹ }1 e } ‹ }8 são de facto normas em Cnˆ1.

6.2. Prove que:

(a) Para qualquer v P Cnˆ1, }v}8 § }v}2 § }v}1.

(b) Para qualquer v P Cnˆ1, }v}1 §
?
n}v}2 e }v}2 §

?
n}v}8.

6.3. Seja } ‹ } uma norma em Cnˆ1. Prove que
ˇ̌
}u} ´ }v}

ˇ̌
§ }u ´ v}, u,v P Cnˆ1.

6.4 (desigualdade de Hölder). Prove que, se p, q P N forem tais que 1
p `

1
q “ 1, então

|u
˚
v| § }u}p }v}q, u,v P Cnˆ1.

[Sugestão. Considere a função fpxq “ p1 ´ �q ` �x ´ x�, 0 † x † 1, para provar que

↵��1´�
§ �↵ ` p1 ´ �q�, ↵, � P R`

0 ,

e conclua que
ÿ

1§i§n

|uivi| §
1

p

ÿ

1§i§n

|ui|
p

`
1

q

ÿ

1§i§n

|vi|
q

“ 1

para quaisquer u,v P Cnˆ1 com }u}p “ }v}q “ 1.

6.5. Usando a desigualdade de Hölder, prove que, se u P Rnˆ1 for tal que
∞

1§i§n ui “ 0, então

|u
T
v| § }u}1

ˆ
vmax ´ vmin

2

˙
, v P Rnˆ1;

para qualquer v P Rnˆ1, pomos vmax “ max1§i§n vi e vmin “ min1§i§n vi.

6.6. Seja p • 1 um número real (arbitrário).

(a) Prove a desigualdade de Minkowski:

}u ` v}p § }u}p ` }v}p, u,v P Cnˆ1.

[Sugestão. Observe que

|↵ ` �|
p

§ |↵| |↵ ` �|
p´1

` |�| |↵ ` �|
p´1, ↵, � P C,

e use a desigualdade de Hölder com p e q “
p

p´1 .]
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(b) Conclua que } ‹ }p é de facto uma norma em Cnˆ1. Além disso, prove que

}v}8 “ lim
pÑ8

}v}p, v P Cnˆ1.

6.7. Determine a norma euclideana das matrizes
«
1 ´2

´1 2

�
,

»

—–
0 1 0

0 0 1

1 0 0

fi

�fl e

»

—–
4 ´2 4

´2 1 ´2

4 ´2 4

fi

�fl .

6.8. Determine a norma espectral }A}s da matriz

A “

?

3

3

«
3 ´1

0
?

8

�
.

Observe que A é invert́ıvel e calcule }A
´1

}s.

6.9. Considere as normas vectoriais } ‹ }1 e } ‹ }8 em Cnˆ1 e as respectivas normas matriciais

} ‹ }
1
1 e } ‹ }

1
8 induzidas em Cnˆn. Prove que

}A}
1
1 “ max

1§j§n

ÿ

1§i§n

|ai,j| e }A}
1
8 “ max

1§i§n

ÿ

1§j§n

|ai,j|, A P Cnˆn.

Calcule }A}
1
1 e }A}

1
8 para A “

?
3
3

«
3 ´1

0
?

8

�
.

6.10. Calcule a norma espectral } ‹ }s e as normas induzidas } ‹ }
1
1 e } ‹ }

1
8 de cada uma das

matrizes do Exerćıcio 5.7.

6.11. Seja P P Cnˆn uma matriz invert́ıvel, seja } ‹ } uma norma matricial em Cnˆn e defina

} ‹ }P : Cnˆn
Ñ R por

}A}P “ }P
´1
AP}, A P Cnˆn.

Prove que } ‹ }P é uma norma matricial.

6.12. Demonstre a Proposição 8.4.

6.13. Para qualquer A P Cnˆn, definimos o resolvente de A como sendo a função de variável

complexa R : Cz�pAq Ñ Cnˆn definida por

Rpzq “ pzIn ´ Aq
´1, z P Cz�pAq.

Prove que, se } ‹ } : Cnˆn
Ñ R for a norma matricial induzida por uma norma } ‹ } : Cnˆ1

Ñ R,
então

}Rpzq} §
1

|z| ´ }A}
, z P Cz�pAq, |z| ° }A}.

6.14. Considere a norma euclideana }‹}2 em Cnˆ1. SejaA P Cnˆn e sejam �1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �r °

0 todos os valores singulares (com repetições) de A. Prove que }A}2 “

a
�2
1 ` �2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` �2
r .

6.15. Prove que, se A,B P Cnˆn forem normais, então ⇢pAq “ }A}s e ⇢pABq § ⇢pAq⇢pBq.
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6.16. Seja A P Cnˆn e sejam �1 ° �2 ° ¨ ¨ ¨ ° �r ° 0 os valores singulares de A. Prove que:

(a) |�| § �1 para qualquer � P �pAq.

(b) Se A for invert́ıvel, então �r § |�| para qualquer � P �pAq.

6.17. Considere a matriz A “

«
1{2 1

0 1{2

�
P C2ˆ2.

(a) Calcule A
k e ⇢pA

k
q para qualquer k P N.

(b) Justifique que ⇢pA
k
q “ ⇢pAq

k para qualquer k P N.

(c) Que pode dizer sobre limkÑ8 A
k, limkÑ8 }A

k
}s, limkÑ8 }A

k
}

1
1 e limkÑ8 }A

k
}

1
8, onde

} ‹ }
1
1 e } ‹ }

1
8 são as normas induzidas por } ‹ }1 e } ‹ }8, respectivamente.

6.18. Considere a matriz A “

«
1{2 1

1{8 1{2

�
P C2ˆ2 e, escolhendo v0 P C2ˆ1, defina a sucessão

`
vk

˘
kPN por vk`1 “ Avk para qualquer k P N. Prove que limkÑ8 vk “ 0 (independentemente

da escolha de v0).


