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|. FUNDAMENTOS

1.I. Definigéio de cartografia

|.2. Definigéo de mapa e carta
|.3. Classificagdo das cartas

|.4. Cartografia portuguesa atual
1.9. Superficies de referéncia
|.6. Jata geondésicos

|.7. Projecdes cartogréaficas
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|.8. Propriedades das projecies cartograficas

1.9. Classificacéo das projecies cartograficas




.|. DEFINICAD DE LARTOGRAFIA
|. Fundamentas

The International Cartographic Association (ICA) is “the world authoritative body”

for Cartography, the discipline dealing with the conception, production,
dissemination and study of maps.” The mission of the Association is to promote the
discipline and profession of Cartography and GlScience in an international context.
The ICA is the prime international body for Cartography and GlScience (see
www.icaci.org for more information).

-~ International Cartographic Association
iw ! Association Cartographique Internationale

N R
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https://icaci.ora/files/documents/reference docs/ICA Strategic Plan 2011-2013.pdf



https://icaci.org/files/documents/reference_docs/ICA_Strategic_Plan_2011-2019.pdf

1.2. DEFINIGAD DE MAPA E CARTA
|. Fundamentos

Chama-se mapa a qualquer representagéo plana da superficie da Terra, ou de outro
corpo celeste, na qual sdo representadas as posigies relativas dos varios objetos,
numa determinada escala e numa determinada projecdo cartografica.
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2. DEFINICAD DE MAPA E CARTA
|. Fundamentos

A escala de uma carta & uma relagdo de proporgéo entre a realidade e a sua
representacao;

Por exemplo, a escala 1100 000 indica que as dimensdes do terreno foram
reduzidas 100 000 vezes para serem representadas na carta.

Existem Z tipos de escala :

Numérica (A)

Grafica (B) ® 1:100.000
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|. Fundamentos

A palavra mapa teve origem na |dade Média e era usada para designar apenas as
representacoes terrestres.

A partir do século XIV, os mapas maritimos passaram a ser conhecidos por cartas,
designagio essa que, posteriormente, se estendeu a outros tipos de representagio
cartografica.

Atualmente, o termo carta € utilizado para designar qualquer tipo de mapa,
independentemente da sua especificidade.
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|. Fundamentos

A representagao dos elementos do terreno sobre uma carta pressupie:

- uma escolha em nadmero, dado que apenas alguns elementos poderdo ser
representados,

- e uma escolha em importancia, dado que serdo representados apenas oS
elementos que correspondam a determinados critérios.

Dado isto, uma carta & um documento cuja construgio é subjetiva e submetida a
normas pré-definidas de selegdo e de representagéo, correspondendo sempre a
uma representacdo incompleta do terreno independentemente da escala.
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|. Fundamentaos

Um dos sistemas mais consensuais de classificagéo das cartas consiste em agrupéa-las em
duas grandes classes, de acordo com o seu objetivo:

As cartas de base sdo aquelas cujo objetivo & a
representacdo da superficie da Terra, dos
objetos que a ocupam e de outra informagéo
geogréfica de caratér genérico.

Nestas cartas estdo representados os
acidentes topograficos naturais e artificiais,
tais como o relevo do terreno, os cursos de
agua, os aglomerados populacionais e as vias

de comunicagdo, e também os objetos de
caracter abstrato, tais como as fronteiras
entre estados e outros limites administrativos.

As cartas tematicas sdo aquelas cujo objetivo &
representar informagéo, ou apoiar atividades,

de carater especializado.

Existe uma grande diversidade de cartas
tematicas, parecendo ndo haver limite para o
tipo de informagéo que pode ser representado
cartograficamente.
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|. Fundamentaos

Cartas Destinadas & cobrir as  zonas  [aptas gengraficas
topograficas  terrestres, de acordo com a escala, e
em consequéncia com o detalhe da Cartas corogréficas

representacao
g 5 Cartas topograficas propriamente ditas
Cartas Destinadas & cobrir as zonas Nao existindo em Portugal cartografia
hidrograficas  costeiras e ocednicas hidrografica de base propriamente dita, o

seu papel €& desempenhado pels
cartografia nautica
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|. Fundamentaos

Cartas topogréaficas

Cartas geograficas

Cartas corogréficas

Cartas topogréaficas
propriamente ditas

Cartas de pequena escala, inferior a |: 900 000, que representam os
tragos mais gerais de vastas regities do globo terrestre

Cartas de escala intermédia, entre 000 000 e 1:00 000, que
representam paises ou regiges

Cartas de grande escala, superior a I:a0 000, que representam os
aspetos geograficos mais salientes da superficie terrestre

0 termo planta cartogréfica € utilizado para designar as cartas
topogréficas de maior escala, superior a I:10 000, representando dreas
suficientemente pequenas para que a curvatura da Terra possa ser
ignorada e a escala se possa considerar constante
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|. Fundamentaos

Cartas tematicas

Cartas Cartas que representam as divisdes administrativas de um territorio e os
administrativas centros populacionais mais importantes
Cartas fisicas Cartas que representam, essencialmente, os aspetos naturais da topografia

e hidrografia da superficie terrestre; cartas hipsométricas (altitude) e
cartas batimeétricas (profundidade)

Cartas nauticas Cartas concebidas expressamente para apoiar a navegagdo maritima sendo
por imperativos de sequranga sujeitas a atualizagiies permanentes

Cartas Cartas destinadas a representar a distribuigio geografica dos parametros
demograficas demograficos de uma regido, designadamente a distribuigdo e densidade da
populagéo, os indices de natalidade e mortalidade, entre outros
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Cartas Cartas que se destinam a representar informagdo de caréter
meteoroldgicas meteorolagico, tais como as cartas climaticas e as cartas de tempo




|. Fundamentaos

Cartas tematicas (cont. ...)

Cartas geoldgicas

Cartas geomorfoldgicas

Mapas de estradas ou
cartas itinerarias

Cartas ou plantas
urbanas

Cartas ou plantas
cadastrais

Cartas destinadas a representar informagéo sobre a geologia de uma
regido terrestre ou maritima

Cartas destinadas a representar informagdo sobre as formas do
relevo da superficie e a sua génese

Cartas destinadas a representar as vias de comunicagio (estradas,
caminhos, caminhos de ferro, etc.) e outra informagéo complementar
de interesse ao viajante (distancias, postos de reabastecimento,
oficinas, hotéis, etc.)

Cartas de grande escala destinadas a representar ruas, edificios,
monumentos e outros objetos de interesse para quem percorre ou
utilize as zonas urbanas

Cartas de grande escala destinadas a representar os limites de
propriedade ristica ou urbana e a localizagio das construgies
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|. Fundamentos

Existem trés entidades em Portugal com atribuigdes legais no ambito da produgéo

cartogréfica:

Diregdo-Geral do Territdrio - DGT

(resultante da fuséo do Instituto Geografico Portugués - IGP e da Diregéo-Geral de
Ordenamento do Territdrio e Urbanismo- DGOTDU)

www.dgterritorio.pt

Centro de Informagéo Geoespacial do Exército - ClGeok

(antigo Instituto Geografico do Exército- IGeok)
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www.igepe.pt

Instituto Hidrogréfico - IH

www.hidrografico.pt




|. Fundamentaos

Principal produgdo cartografica da DGT

Designagén/Série Escala Projecéo Elipsdide N.? folhas
Carta de Portugal [:10 000 TM/Gauss GRSBO 2 416
Carta de Portugal =
M78100- Lontinents (*) 150 000 TM/Gauss GRSE0 [75 :%
M781I- Agores ' U™ Hayford 0 £
P722- Madeira UT™ Hayford 4 n
Carta de Portugal Er
MEB4- Lontinents (*) [:00 00O TM/Gauss GRSB0 a3 Eﬁ
Carta de Portugal %
M585- Continente TM/Gauss Hayford 8 E
M587- Agores [:200 00D UT™ Hayford Z N
P521- Madeira UT™ Hayford | =
Carta i Partuge 1500 000 TM/Bauss BRSAD | 5
Lontinente =
Carta de Portugal

. [ 500 000 TM/Gauss GRSBO |

Lontinente

Carta de Portugal Continental e 7 500 000

Regides Autondmas Lambert Hayford I

(*) nas folhas anteriores a 2002 (1:50 000) e anteriores a 2008 (1100 000) elipsdide de Bessel e projecéo de Bonne

Fonte: DGT, fevereiro 2020




|. Fundamentaos

Principal produgéo cartografica do ClGeok

Designagdn/Série Escala Projegén Elipsdide N.? folhas
Carta Militar de Portugal *
ME88- Lontinente TM/Gauss WE384 ) bz -1
[:25 000 WGS84 (**) i =
MEES- Agores UT™ WESS4 (**) (S =
FPB2I- Madeira LM 3
Carta Militar de Portugal §
M782/M783- Lontinente :a0 000 TM/Gauss B g g
Carta Militar de Portugal E
W86 Cantinente 1250000 TM/Gauss U : s
Carta Oficial de Estradas de E
Portugal (2014) 500 000 UM WhSEl ! =
(*) até abril de 2001 elipsdide de Hayford %
(**) antes da 28 edicéio elipsdide de Hayford §

Fonte: |GeoE, fevereiro 2020




|. Fundamentaos

Principal produgéo cartografica do IH

Designagéo/Série Escala Projecéo Elipsdide N.? folhas
:3 500000 a 3
Pequena escala 1 000 000 Mercator WGSB4 =
Média escala '?E
Lontinente 1 000 000 Mercator WGSB4 d S
Apores 8 Mercator WGSB4 3 &
Madeira [:1a0 00O Mercator WGS84 2 g
Grande escala i
Lantinente 1150 000 Mercator WESB4 23 S
Agores 8 Mercator WGS84 18 S
Madeira l:a 000 Mercator WGS84 0 5
Navegagio de recreio [:1a0 000 Mercator WGS84 12 §
Apoio 3 Pesca l:1a0 000 Mercator WGS84 3 =

Fonte: [H, fevereiro 2020




.9. QUPERFICIES DE REFERENCIA

|. Fundamentaos

A superficie topografica da Terra apresenta uma forma muito irreqular e complexa
pelo que ndo pode ser utilizada diretamente para a realizagdo de célculos.

A superficie que melhor se aproxima da forma da Terra & o geoide, que é uma
superficie equipotencial que corresponde aproximadamente ao nivel médio das
aguas do mar.
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Feference Feference
Topographic Ellipsoid Geoid
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2. QUPERFICIES DE REFERENCIA

|. Fundamentaos

0 geoide & uma superficie ondulataria,
suave e continua e que ficticiamente se
estende sob os continentes ao mesmao nivel
e que, por definigdo, & perpendicular em
cada ponto & diregéo da gravidade.

Earth's Gravity Field Anomalies {milligals)

-50 -40 <30 <20 <10 O 10 20 30 40 0

Esta superficie ndo & simétrica em relagfo ao eixo de rotagéo, sendo irregular a
distribuigdo de densidades no interior da Terra (o monte Everest tem cerca de 8
km de altitude e a fossa das Marianas tem cerca de | km de profundidade).
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|. Fundamentaos

Chama-se superticie de referéncia a uma superficie tedrica destinada a servir de
modelo da superficie da Terra:

® Superficie de referéncia geodésica (elipsoide de referéncia) & um modelo com

formas e dimensdes tdo proximas quanto possivel das da Terra, destinado a

estabelecer com grande exatidao, as posigdes relativas entre os varios lugares;

® Superficie de referéncia cartografica &€ um modelo da superficie da Terra com

base no qual se realizam célculos destinados a construir as projegdes cartograficas
(plano, estera e elipsoide de revolugéo).
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|. Fundamentaos

A melhor forma de representar a superficie da Terra depende, de algum modo, da
extensdo da 4rea que se pretende representar:

® Para regides suficientemente pequenas (alguns km de raio), o erro em se ignorar a
curvatura da Terra pode, em geral, ser desprezado (considerando-se o plano), pelo
que as posigies relativas de todos os pontos séo preservadas;

® Para reqides vastas & necessério ter em conta a curvatura da Terra: em alguns
casos, bastara considerar a esfera; noutros casos, Serd necessério recorrer a uma
melhor aproximagdo, o elipsoide de revolugéo, com o objetivo de minimizar as
distorgies. pole
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J. OUPERFICIES DE REFERENCIA

|. Fundamentaos

® [onsiderando uma esfera com um raio de cerca de 6 370 km existe um erro de
aproximagao de cerca de |0 km;

® [onsiderando um elipsoide (achatamento) com um raio equatorial de b 378 km e
um raio polar de b 397 km, existe um erro de aproximagdo de cerca de ol m.

approx. 21 km. I T~

R

/
/
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.6. ZA74 GEDDESICOS
|. Fundamentos

A expressdo datum geodésico & utilizada para designar o conjunto dos parmetros
que constituem a referéncia de um determinado sistema de coordenadas
geogréficas, designadamente o elipsoide de referéncia, definido através das
medidas do semi-eixo maior e do semi-eixo menar, e a sua posigéo relativamente ao
globo terrestre.
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|. Fundamentos

Datum local

.6. JAT/A GEDDESICODS

A posigdo do elipsoide de referéncia é estabelecida através da latitude, longitude e
altitude de um ponto de fixagao, bem como de um azimute medido, a partir deste ponta,

para uma outra posigéo.

Eixode
rotacdo da
'+ Terra

Ponto de
fixacéo

elipsoide
geoide

Datum local

Eixode
rotacdo da
'+ Terra

geoide

Datum global
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|. Fundamentos

Datum global

.6. JAT/A GEDDESICODS

A posicéo & escolhida de modo a, tanto quanto possivel, fazer coincidir o centro de

massa da Terra com o centro geométrico do elipsoide e o eixo de rotagéo da Terra

com o eixo menor (de revolugdo) do elipsoide.

Ponto de
fixacéo

elipsoide

Eixode
rotacdo da
'+ Terra

geoide

Datum local

Eixode
rotacdo da
'+ Terra

geoide

Datum global
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|.6. JATABED

|. Fundamentaos

Ellipsoid globally best

the geoid

Region of

Ellipsoid regionall
best fit p 9 Y

best fitting to the
geoid

The geoid

DESICOS
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.0. ZATA GEODESICDS
|. Fundamentos

N (s data |ocais sao utilizados para a cobertura geodésica de paises ou regides,
minimizando localmente as distancias entre o elipsoide e o genide

(adopta-se um elipsoide cujas dimensies se aproximem o melhor possivel da forma de um dado pais
ou reqido e cujo eixo de revolugio seja paralelo ao do geoide)

N s data globais destinam-se a servir de suporte a sistemas geodésicos,

cartograficos ou de posicionamento globais e procuram minimizar as diferengas
entre o elipsoide de referéncia e o geoide, em todo o globo
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(adota-se um elipsoide cujas dimensies se aproximem o melhor possivel a toda a superficie terrestre,
coincidindo o eixo de revolugdo e o centro geométrico deste elipsoide respetivamente com o eixo de

rotagdo e com o centro de gravidade do genide)




|. Fundamentaos

Jata geodésicos utilizados em Portugal

Designagéio comum Elipsdide Ponto de fixagéao Observagies
Datum Lishoa Hayford Castelo de S. Jorge Obsoleto
Datum 73 Hayford Melrica Obsoleto =1
Datum Porto Santo Hayford Porto Santo Obsoleto §
Datum S. Braz Hayford S. Braz (llha de S. Miguel) Obsoleto En.
Datum Base SW Hayford Base SW (Ilha Graciosa) Obsoleto %:
Datum Observattrio Hayford (bservatdrio (Ilha das Flores) Obsoleto E
Datum Selvagens Clarke Marco astrondmico (Selvagem Obsoleto =
Grande) &

Datum Europeu (ED50) Hayford Potsdam (Alemanha) Obsoleto =
WESS4 WESRA ) Eeqd.esia, sistemas dg

posicionamento globais
ETRSB9/ITRFA3 BRSO : deodesia, sistemas (e

posicionamento globais




.7. PROJECOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentos

A transformacgao da superficie da Terra numa superficie plana & uma operagéo
complexa que pressupe:

® 3 projecdo da superficie fisica da Terra sobre um elipsdide de referéncia por
meio de projetantes normais ao elipsdide em cada um dos seus pontos (método de

projecdo de Helmert) - GEDDESIA;

" 3 projecdo dos pontos sobre o elipsdide num plano obedecendo a uma
determinada lei (sistema de projecéo ou representagdn), geomeétrica ou analitica,
que traduza a posigio de cada um dos pontos na carta, em fungdo da
correspondente posigéo sobre essa superficie - CARTOGRAFIA.

N34/39930 - ZZ0Z/1Z0Z eYedbonie] - oieaey euy




|. Fundamentaos

|./.PROJECOES CARTOGRAFICAS

Geoid Coordenadas Geodésicas:
. Latitude () E
< .
Ellipsoid GEODESIA Longitude () 3
() Altitude elipsoidal (h) H
Reduction Coordenadas Planas E
and B -
Projection CARTOGRAFIA ou Cartogréficas: h
v Distancia a Meridiana (M) %

Distancia a Perpendicular (P)

Altitude ortométrica ou cota (H)




. /.PROJECOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentas

"
Hlh
GEODESIA
/ N
h=H+N
Terreno Elipsoide Geoide

Map plane
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./. PROJECOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentos

A construgdo de uma projecdo cartogréfica pode considerar-se como o conjunto
de duas operagies independentes:

" 3 reducdo da superfice de referéncia cartografica a dimensdes apropriadas,
atraves da aplicagdo de um fator de redugdo constante (escala natural ou principal
da projecan);

" 3 planificagfo desse modelo reduzido através do processo geométrico ou das
tarmulas de transformagdo caracteristicas da projegéo utilizada.
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/. PROJECOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentaos

0 primeiro passo do processo de transformacéo ndo envolve qualquer deformagéo,
as posigies relativas de todos os pontos sdo preservadas e a escala natural
constitui uma relacéo constante entre os comprimentos medidos na superficie de
refergncia e na sua versdo reduzida.

0 sequndo passo do processo de transformacéo ja implica deformagies, uma vez
que nem a esfera nem o elipsaide sdo planificaveis. Estas deformagdes vao afetar

as propriedades geométricas da superficie de referéncia, alterando a forma e as
dimensies dos objetos que nela estdo projetados, bem como as posicies relativas

A\

entre eles.
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.7. PROJECOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentos

0 caminho mais curto entre dois pontos sobre uma superficie esférica & um arco
de circunferéncia e o caminho mais curto entre dois pontos sobre um plano & um
segmento de reta.

Seria entéo desejéavel que:

® toda a projecAo representasse os arcos de circulo méaximo como
segmentos de reta;

® g5 seus comprimentos fossem iguais as correspondentes distancias sobre
o modelo reduzido;
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® g5 anqulos de cada um desses segmentos, com os diferentes meridianos,

fossem conservados. 6




.7. PROJECOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentos

No entanto, tal projecéio ndo existe, uma vez que nem a superficie esférica nem a

superficie elipsoidal sdo planificaveis, contrariamente as superficies cdnica e
cilindrica.

Na realidade, dos trés requisitos atrés formulados apenas o primeiro pode ser
observado em algumas projeciies e, mesmo assim, com enormes sacrificios no
que diz respeito & observancia dos outros dois.

Dado isto, toda a projecéo cartografica envolve deformacies.
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|.7. PROJECOES CARTOGRAFICAS

|. Fundamentos

Ana Navarro - Cartografia 2021/2022 - DEGGE/FCUL
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.d. PROPRIEDADES DAS PROJECUES CARTOBRAFICAS
|. Fundamentaos

1 . n . ~ ~ s . ~
A “propriedade” de uma projecdo ndo € mais do que a manutengdo de um
determinado atributo (Angulos, distancias, éreas ou diregdes), dado que ndo é
possivel conservé-los a todos.

Projecides conformes

luando a forma dos pequenos objetos & preservada, ou seja, quando a escala da
projecdo em qualquer ponto &€ a mesma em todas as diregies. Neste caso, os
paralelos e os meridianos sao representados como linhas perpendiculares entre si
e os angulos em torno de qualguer ponto sdo mantidos.

N34/39930 - ZZ0Z/1Z0Z eYedbonie] - oieaey euy

Exemplos: a projegéo de Mercator, a projegéo transversa de Mercator (bauss e UTM), a projegéo

canica conforme de Lambert e a projegéo estereografica. 6




|.8. PROPRIEDADES DAS PROJECHES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentos
[ facto de a escala ser iqual em todas as diregies ndo implica que:

® ela ndo possa variar de ponto para ponto, o que acontece em todas as projegies
cartogréficas, e em particular nas que séo conformes;

® 3 forma dos objetos com dimensiies aprecidveis, tais como os continentes, ndo
seja afetada pelo facto de a escala variar com a posigédo (apenas a forma de objetos
com dimensdes infinitesimais & preservada).
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|.8. PROPRIEDADES DAS PROJECOES CARTDGRAFICAS

|. Fundamentos

Projecdes conformes

Exemplos: a projecdo de Mercator, a projegéo transversa de Mercator (bauss e
UTM). a projecéo canica conforme de Lambert e a projecéo estereogréfica.

900000000000

Mercator
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|.8. PROPRIEDADES DAS PROJECOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentos

Projecies equivalentes

luando as proporgies entre dreas séo preservadas.

Como ndo é possivel uma projecdo cartogréfica ser, simultaneamente, conforme e
equivalente, a equivaléncia & sempre acompanhada de uma maior ou menor
deformacgéo angular, em resultado de a escala variar com a diregao.

Exemplos: as projegies conicas e azimutais equivalentes, a projegéo de Bonne, a projegéo de Mollweide, a
projecao sinusoidal e a projegdo de Eckert [V.
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1.8. PROPRIEDADES DAS PROJECOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentos

Projecies equivalentes

Exemplos: as projegdes canicas e azimutais equivalentes, a projegéo de Bonne, a
projegao de Mollweide, a projegdo sinusoidal e a oroiecao de Eckert V.
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e e 0 0 0 0 0 0 0 0 @ ~~—%
NSNS e0e00000.

\\\Q.OOO’I/rN
Mollweide

4‘7:4»_/ TN _—

_;/vvooos\wwx
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.d. PROPRIEDADES DAS PROJECUES CARTOBRAFICAS
|. Fundamentaos

Projecies equidistantes
Quando a escala natural da projecdo & mantida ao longo de uma determinada

diregao: este-oeste, norte-sul ou qualquer outra.

Projecies equidistantes meridianas: quando a escala & conservada ao longo dos
meridianos.

Projecdes equidistantes transversais: quando a escala & conservada ao longo dos
paralelos.
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Exemplos: projecéo azimutal equidistante e a projegédo cdnica equidistante meridiana, ou a
projecéo conica simples.




1.8. PROPRIEDADES DAS PROJEGOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentos

Projecies equidistantes

Exemplos: projecao azimutal equidistante e a projegéo canica equidistante meridiana,
ou a projecdo canica simples.
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Todos os pontos no mapa estéio a distancias proporcionais a partir do ponto central e, ainda, todos os
pontos no mapa tém um azimute (diregéo) correto a partir do ponto central. °




.0. PROPRIEDADES DAS PROJECUES CARTOGRAFICAS

|. Fundamentaos

Projecies azimutais

Quando as diregies (azimutes) a superficie da Terra sdo conservadas a partir de
determinados pontos.

Este tipo de projecdo é particularmente conveniente quando interessa representar
ou medir rumos e azimutes a partir de uma certa posigao.

7

E também possivel, manipulando a lei de variagéo da escala a partir do centro,
construir projegdes azimutais com propriedades adicionais, como a equidistancia, a
equivaléncia ou a conformidade, dando origem as projegies azimutais equidistantes,
equivalentes e conformes, respetivamente.
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https://www.youtube.com/watch?v=wlfLWlj0aDq



https://www.youtube.com/watch?v=wlfLW1j05Dg

|. Fundamentaos

Quanto as propriedades das projegies

Conformes
Equivalentes
Afilaticas
Equidistantes

Azimutais

(luando a escala |ocal & independente da diregéo

[luando as proporgies entre as reas dos objetos sdo conservadas
[luando néo sao conformes nem equivalentes

(luando a escala linear & conservada ao longo de determinadas linhas

(luando os azimutes sdo conservados a partir de determinados pontos
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ICACAD DAS PROJECOES CARTOGRA
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|. Fundamentos

Quanto a forma de construgéo das projecies

Geométricas luando se baseiam no conceito de superficie de projegéo, sobre a qual os
pontos do modelo da Terra sdo projetados, sequndo processos que podem
(projecies perspetivas) ou néo (analiticas) ser puramente geométricos

Geométricas Quando, embora utilizando o mesmo conceito bésico das projegies
modificadas geométricas, |he introduzem alteragies que modificam a geometria e as
propriedades carateristicas de cada classe

Convencionais luando a sua construgéo & inteiramente baseada em critérios formulados
matematicamente
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|.d. GLASSIFICACAD DAS PROJECOES CARTOGRAFICAS

|. Fundamentos

Quanto a superficie de projecéo

Azimutais ou planas (luando a superficie de projegao & um plano
Caonicas [luando a superficie de projegao & um cone
Cilindricas [luando a superficie de projegéo & um cilindro
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.3, GLASSIFICAGAD DAS PROJECOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentos

Simple Conic
Projection

Projecdes canicas

® [Js meridianos sdo retilineos e concorrentes no
Vertice;

) Cone of Projection | Tangent
L S at 300 N Latitisde)
bk i

® [Is paralelos séo circulares e concéntricos no
VErtice;

® [ angulo entre os meridianos & constante e
inferior & respetiva diferenca de longitudes;

® [ polo & representado por um ponto ou por um i
arco de circunferéncia;
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® A envolvente da projegéo é um setor circular.




.d. GLASSIFICACAD DAS PROJECOES CARTOGRAFICAS

|. Fundamentaos

Azimuthal

Projecdes azimutais
® [Js meridianos sdo retilineos e concorrentes no

polo;

® [Is paralelos séo circulares e concéntricos no
polo;

® [] espagamento entre os paralelos depende
apenas da latitude;

22010 EB, Inz,

® [] angulo entre os meridianos é igual & respetiva diferenga de longitudes, pelo que
os azimutes medidos a partir do polo sdo conservados;
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® ] polo & pontual e o dnico ponto de escala conservada;

® A envolvente da projegéo & uma circunferéncia.




.. LLASSIFICACAD DAS PROJECOES CARTOGRAFICAS

|. Fundamentos
Projecies cilindricas

® A malha formada pelos meridianos e paralelos é retangular;
® [] espagamento entre os paralelos s depende da latitude;

® [ espagamento entre os meridianos & constante e proporcional @ diferenga de
longitudes;

® ) escala ao longo de cada paralelo st depende da escala natural e da latitude.;

® (s polos séo representados por segmentos de reta com o mesmo comprimento do
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CACAD DAS PROJECOES CARTOGRAFICAS
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|. Fundamentos

Quanto ao tipo de perspetiva das projecies

Centrograficas ou  uando o centro da perspetiva & o centro do modelo

gnomdnicas
Estereograficas (luando o centro da perspetiva se situa sobre a superficie do modelo
Ortograficas (luando o centro da perspetiva se situa no infinito

Light paths in perspective azimuthal projections

WD

Orthographic Stereographic (Ghomaonic G
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|. Fundamentaos

Quanto a orientacéo da superficie de projegéo

Normais [luando o eixo da superficie de projegdo coincide com o eixo da Terra
=
. = , o . . . -
Polares Nas projegies conicas e azimutais, 0 mesmo que normais l
o
=<
=%}
Equatoriais Nas projecies azimutais e cilindricas, 0 mesmo que normais 3
3
Transversas lluando o eixo da superficie de projegdo é perpendicular ao eixo da Terra 3
Meridianas Nas projecdes azimutais e cilindricas, o mesmo que transversais 5
o
Obliquas [luando o eixo da superficie de projegéo é obliquo em relagéo ao eixo da Terra S
3
=
&
[=p]
I
3
=




.. GLASSIFICACAD DAS PROJECOES CARTOGRAFICAS

'

|. Fundamentas

Normal aspect Transverse aspect Oblique aspect
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|. Fundamentaos

Quanto 3 geometria da rede de meridianos e paralelos

grupos e classes sequndo Maling (1992)

Grupo A Meridianos e paralelos curvilineos
GrupoB  Meridianos retilineos, paralelos curvilineos

GrupoC  Meridianos curvilineos, paralelos retilineos
(coordenadas retangulares) ou circulares
(coordenadas polares)

GrupoD  Meridianos retilineos, paralelos retilinens
(coordenadas retangulares) ou circulares
(coordenadas polares)

Projegies polictnicas

Projecies pseudocilindricas
Projeies pseudoazimutais
Projegies pseudocanicas
Projegdes cilindricas
Projegies azimutais
Projecdes cdnicas
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.. LLASSIFICACAD DAS PROJECOES CARTOGRAFICAS

|. Fundamentaos

Para facilitar o estabelecimento de um esquema de classificagdo para as projegdes
cartograficas devem considerar-se os sequintes aspetos:

® ; objeto projetado ou superticie datum;

® 3 superficie de projecdo na qual a superficie datum é projetada - problema
extrinseco;

® 3 projecdo ou representagdo per s/- problema intrinseco.
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|. Fundamentaos

Problema extrinseco

Natureza Natureza da superficie de projegéo definida como figura
geometrica

Coincidéncia ~ Contato da superficie de projegao com a superficie datum

Posicéio Alinhamento da superficie de projecao relativamente & superficie
datum
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.J. GLASSIFICACAD DAS PROJECOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentos

Natureza

Superficie mais simples, que quando tangente & superficie datum tem
Plano apenas um ponto de contato ao qual corresponde o centro da drea de

, . . - =

minima distorgéo z

Cone 0 cone e o cilindro, que séo ambaos planificaveis, aumentam a extenséo de v
Cilindro contato e, consequentemente, a drea de distorgéo minima 3
=

S

N

a

N

FPonto de —r— é.
contacto &3
; &

_ Linkha de <

b, cortacto Linha de =

" contacto —




.9. CLASSIFICACAD DAS PROJECOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentos

Coincidéncia
A tangéncia entre a superficie datum e a superficie de projegéo resulta num ponto,
Tangente . "

no caso do plano, ou numa linha de contato, no caso do cone e do cilindro -
=
A secante aumenta a &rea de contato entre as duas superficies e 2
consequentemente a drea de distorgdo minima, resultando numa linha de contatn &
Secante . 3
(em vez de um ponto), no caso do plano, e em duas linhas de contato, no caso do &
cone e do cilindro =
S
N
S
Plano )
Secente —— 4™ Linha de =
e /" Tk contacto . Wérias linhas de &3
Duas linhas ~  contacto ay
” de contacto - -
. / E

Projeccéo
polisuperficisl




.9. CLASSIFICACAD DAS PROJECOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentos

Coincidéncia

Para uma ainda maior &rea de contato e area de distorgdo minima & utilizado o
Polisuperficial ~ contato maltiplo, isto & uma série de sucessivas superficies de projegao; uma

série de sucessivos planos produz uma projecéo poliédrica, uma série de cones

uma projecéo policanica e uma série de cilindros uma projecéo policilindrica
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.. GLASSIFICACAD DAS PROJECOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentos

Posicéo

Normal uando o eixo de simetria da superficie de projegdo coincide com o eixo de
rotagdo do elipsdide ou da esfera

Transversa  [uando o eixo de simetria da superficie de projegdo & perpendicular ao eixo de
rotagdo do elipsdide ou da esfera

Obliqua Todas as outras atitudes do eixo de simetria sdo consideradas obliquas

eixo de rotagéo

eixo de rotagéo
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|. Fundamentaos

Problema intrinseco

Propriedades Representa os trés critérios cartograficos basicos para a
cartograficas caraterizagao das projegies (equidistancia, conformidade ou
equivaléncia)

Tipo de Representa os trés principais modos de construgio das
construgéo projecies (geométricas, geomeétricas modificadas ou
CONvencionais)
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|. Fundamentaos

Esquema de Classificagéo

CLASSES VARIEDADES ;
Superficiede  Natureza Plana ou azimutal ~ Cénica Gilindrica :
projecéo 2
(problema Coincidéncia Tangente Secante Polisuperficial E
extrinseco) Posigéo Normal Transversa Obliqua E
Projecio Propriedades Equidistante Equivalente Conforme E
_(IJr'nhlema Tipo de _ - T - %
intrinseco) TR BOmEtrica emi-geométrica Convenciona y




.9. LLASSIFICACAD DAS PROJECOES CARTOGRAFICAS
|. Fundamentaos

Projecéio de Projecéio de Projecéo de Gauss Projecéo UTM

BU““E MEFEHtUF (Transversa de Mercator) (Universal Tranversa de Mercator)

Natureza Canica Gilindrica Gilindrica Gilindrica =
=
Coincidéncia Tangente Tangente Tangente Secante i
Posigdo Normal Normal Tranversa Tranversa =
=
N
[
N
u . | )
Propriedades  Equivalente Conforme Conforme Conforme 5
=
'E
Tipo de . . . .
P N Convencional Convencional Convencional Convencional
construgao

https://www.youtube.com/watch?v=klIDaFDi2J0



https://www.youtube.com/watch?v=kIID5FDi2JQ

2. SISTEMAS DE CODRDENADAS

2. Coordenadas planas
2.2. A geometria do elipsdide - coordenadas geogréficas

2.3. Sistemas de projegéo utilizados na cartografia nacional

N34/39930 - ZZ0Z/1Z0Z eYedbonie] - oieaey euy




Z.1. GCOORDENADAS PLANAS

N=

2. Sistemas de coordenadas

Us sistemas de coordenadas séo necessarios para expressar a posigdo de pontos
sobre uma qualquer superficie, seja ela o elipsoide, a esfera ou o plano.

Sistemas de coordenadas planas

Us sistemas de coordenadas planas aplicam-se as representacies planas da
superficie da Terra.

De entre estes. destacam-se os sistemas de coordenadas retangulares e os
sistemas de coordenadas polares.
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2. Sistemas de coordenadas

Sistema de coordenadas retangulares

Z.1. GCOORDENADAS PLANAS

N=

Um sistema de coordenadas cartesianas retangulares planas ou, mais

simplesmente, um sistema de coordenadas retangulares, & todo aquele que utiliza

duas medidas de distancia retilinea (xy) a dois eixos perpendiculares entre si,
chamados eixos coordenados, para referenciar a posigéo de um ponto.
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y
2% quadrante 12 quadrante
=X, +y +X, -I-y
(0 X

3? quadrante
=X, -y

49 quadrante
+X, -y




2. Sistemas de coordenadas

® ] eixo das ordenadas (meridiana origem) deve coincidir com o meridiano central
da projecéo;

® [] eixo das abcissas (perpendicular origem) & normal & meridiana origem num
ponto C designado por ponto central.
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P 1 meridiana origem
4" quadrante 12 quadrante o i,y
M, +P +M, +P M (distancia & meridiana)
‘ P (distancia a perpendicular)
perpendicular origem C M
3% quadrante 2% quadrante expressas em unidades métricas
-M, -P +M, -P




Z.\. GDORDENADAS PLANAS

N=

2. Sistemas de coordenadas

Sistema de coordenadas polares

As coordenadas polares sdo uma forma alternativa de referenciar posigdes no
plano, através de uma distancia (raio) e de um angulo (0). Neste sistema utiliza-se
um anico eixo coordenado, designado por eixo polar.

raio (distancia & origem do eixo polar)
expressa em unidades métricas

O (angulo entre o eixo polar e o raio vetor)
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expresso em unidades angulares




2.|. LODRDENADAS PLAN
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2. Sistemas de coordenadas

Coordenadas retangulares versuscoordenadas polares

® 35 coordenadas retangulares sdo mais apropriadas para a construgdo de projegies
cilindricas, em que os meridianos e os paralelos séo retilineos e perpendiculares entre si;

® as coordenadas polares sdo mais apropriadas para a construgdo de projegies canicas e

azimutais, em que os meridianos séo retilineos e concorrentes num ponto, e os paralelos
sdo circunferéncias concéntricas nesse mesma ponto.




2. Sistemas de coordenadas

Transformacéo de coordenadas retangulares em coordenadas polares

As sequintes expressies permitem converter um par de coordenadas polares (raio,
0) num par de coordenadas retangulares (x, y), em que a origem & comum e 0 eixo
polar coincide com o eixo das abcissas.

X = raio - cos @
y =raio-sing

Lei do seno

v
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B C y _ raio X
sinf  sin90  sin(90 — 0)

a b ¢
senA senB senC




2. Sistemas de coordenadas

A conversdo entre o sistema de coordenadas polares (raio, O), utilizado em
trigpnometria, e o sistema (raio, Z), utilizado em cartografia e navegagéo, consiste
simplesmente em substituir o angulo O, entre o eixo das abcissas e o raio vetar,
medido no sentido contrario aos ponteiros do relagio, por um angulo /= 90° - O,
entre o eixo das ordenadas e o raio vetor, medido no sentido dos ponteiros do reldgio.

X =raio-cos0 :raio-cos(90°—Z):raio -sinZ

y =raio-sinB=raio-sin (90°~Z)=raio-cosZ

N34/39930 - ZZ0Z/1Z0Z eYedbonie] - oieaey euy




2. Sistemas de coordenadas

Alternativamente, um par de coordenadas rectangulares (x, y) pode ser convertido
num par de coordenadas polares (raio, ©), ou num par de coordenadas polares
(raio, Z ), através das expressies.

tanO = Y tanZ=i

X

: X X
raio =4/x* +y” = =

cos® sinZ

N34/39930 - ZZ0Z/1Z0Z eYedbonie] - oieaey euy




Z.Z. A BEDMETRIA DD ELIPSOIDE
2. Sistemas de coordenadas

U elipsoide de revolugéo é a figura resultante da rotagéo de uma elipse em torno de
um dos Seus eixos.

Us elipsoides utilizados como modelos da Terra resultam da rotagdo de uma elipse,
dita elipse meridiana, em torno do seu eixo menor, o qual representa o eixo de
rotagao da Terra.

Semiminor

Um elipsoide pode ser definido de forma
inequivoca através de 2 parametros:

Semimajor
(equatorial)
axis

® semieixo maior (a):
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® cemieixo menar (b):

da elipse meridiana.

Axis of rotation




2. Sistemas de coordenadas

Uutros parametros de utilizagdo comum sdo o achatamenta (f) e a excentricidade
(e) do elipsoide, os quais sdo definidos pelas seguintes expressies:

a—b :
f= z
d E

. a’ —b’ - S
a’ 5

2 Z 2
e’ =I—(1-f) =f-(2-1) -
(& —




2. Sistemas de coordenadas

A equacio do elipsoide num sistema de coordenadas cartesianas tridimensional &
dada pela sequinte expressao:

X2 +Y2 I? 5
;=1 3

a b :

/ g

sendo que X, Y, / sdo calculados por: P S
X=Ncosgpros A A =

o &

: (& =

Y =Ncosesin/ Y, =

[= N(l— g” )singo




Z.Z. A BEDMETRIA DD ELIPSOIDE
2. Sistemas de coordenadas

0 elipsaide de revolugdo tem graus de curvatura varidveis, quer com a posigao,
quer com a diregdo considerada:

" raio de curvatura do meridiano (p). definido no plano do meridiana, e;

a(l—ez)

Pe (1—52 sin® @ )3/2

" o raio de curvatura sequndo a primeira vertical (N), definido num plano que &
perpendicular ao plano do meridiano.
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d

N=
(1—|32 sin® ¢ )]/2




2.2. A GEOMETRIA DD ELIPSOIDE
2. Sistemas de coordenadas

[ rain do circulo paralelo que passa por P (r) com ¢ constante & dado pela
sequinte expresséo:

P’ =Ncosp =r
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Z.Z. A BGEOMETRIA DD ELIPSOIDE
2. Sistemas de coordenadas

Coordenadas geograficas no elipsoide

Us sistemas de coordenadas geogréficas aplicam-se a modelos tridimensionais, tais
como a esfera e o elipsoide de revolugéo.

As coordenadas geogréaficas no elipsoide designam-se por:

® |atitude geodésica (¢): angulo entre a normal
ao elipsoide PD em P e o eixo equatorial CO;

® |ongitude geodésica (A): angulo contado no
plano do equador desde o meridiano de referéncia
e o meridiano que passa por P;
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sendo expressas em graus, minutos e sequndos
de arco.




2. Sistemas de coordenadas

Um outro parametro por vezes utilizado é a latitude geocéntrica (). definida como
o angulo entre o plano do equador e a linha que une o centro do elipsoide com a
posigéo a superficie.

PN

Y

p / normal ao
elipséide
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¢ (latitude geodésica

y (latitutle geocéntrica)

(o] Equador




2. Sistemas de coordenadas

Todas as expressies anteriores séo vélidas para a esfera. Considerando e = 0,
existe um (nico raio de curvatura

p=N=R y

O,

e a |atitude geodésica () coincide .l
Q
[ &

com a |atitude geocéntrica ().

SP

03\ '

o}

A\
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Z.Z. A GEDMETRIA DD ELIPSOIDE
2. Sistemas de coordenadas

0 azimute de um dado arco PP' sobre uma superficie corresponde ao angulo &
contado no sentido dos ponteiros do relagio a partir da diregéo Norte.
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Z.Z. A BGEOMETRIA DD ELIPSOIDE
2. Sistemas de coordenadas

Linhas com propriedades especiais - a geodésica, o circulo maximo e a
ortodrdmica

A geodésica corresponde ao caminho mais
curto entre dois pontos P, e P, sobre a
superficie do elipsdide; progredindo ao
longo desta linha curva, o azimute (o) da
tangente & cada ponto  muda
continuamente.
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Z.Z. A BEDMETRIA DD ELIPSOIDE
2. Sistemas de coordenadas

Em cada ponto P da geodésica existe a sequinte "
relagdo de acordo com o teorema de Clairaut:

rsina =Ncosgsino =t (constante) ;--_T__q____ .

(0 produto do raio do circulo paralelo de P pelo
seno do azimute de uma geodésica & uma

[
o
g
Q,
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constante)




2. Sistemas de coordenadas

" Todos os meridianos séo circulos méximos (geodésicas), no entanto, nenhum
paralelo o & (embora o teorema de Clairaut seja satisfeito), exceto o equador;

" A geodésica so é projetada como uma linha reta nas projecies gnomdnicas (3
projecdo de uma geodésica é dado o nome de ortodrdmica).

Great Circle Lines
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Z.Z. A GEOMETRIA DD ELIPSDIDE
2. Sistemas de coordenadas

A loxodrdmica entre dois pontos P, e P, & uma curva que interseta os meridianos com

um azimute () constante.

=4
1 1
logtg(45° + 2g02) —lngtg(45° + 2€01)

tgo =
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2. Sistemas de coordenadas

®[Js meridianos sao curvas loxodrdmicas de angulo nulo e a linha do Equador, ou os
paralelos geogréficos, sao curvas loxodramicas perpendiculares aos meridianos.

®||ma curva loxodrdmica ndo corresponde ao caminho mais curto entre dois pontos,
excepto quando o arco da curva loxodramica estd contido na linha do Equador
(circulo méaxima) ou num meridiano (semi-circulos maximos);

" [Jualquer outra curva loxodrdmica assume a forma de uma espiral em diregéo aos

=
=]
o
P
o
=<
o
=3
=3
(=]
1
3
o
=3
—
(=]
[F=]
=3
=t
=N
o
N3
a
]
N
NI
[
N3
N3
1
| )
m
(=]
(=]
m
N
-
[ =]
=
—

flos.
P NP
"\ loxodrdmica so & projetada como AR SR
/ X \
uma linha reta na projecdo de 7/ I 0\ \e
/ t \
/ ] | \‘.\(\ \
Mercator. el kAR
Pl a\\R“\“ﬂ, . \'}\\

~
|
|
\ |
\ |
\
\
|
\ \II
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S
g
///“\\
/
/:‘
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2.2. A GEOMETRIA DD ELIPSOIDE
2. Sistemas de coordenadas

180° 160° 140° 120° 100° 80° 60° 40° 20° 0° 20° 40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180°

N ) 2

80

2

£ 8 o8 8

-60°

o Great Circle

. Rhumb Line Orthodromic distance : 10245 km 180° 160° 140° 120° 100° 80° 60° 40° 20° 0° 20° 40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180°
i |

A

80°
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. Great Circle
© Rhumb Line

Loxodromic distance : 10272 km 0

https://www.edumedia-sciences.com/en/media/924-rhumb-line-versus-great-circle



https://www.edumedia-sciences.com/en/media/924-rhumb-line-versus-great-circle

2.2. A GEOMETRIA DD ELIPSOIDE
2. Sistemas de coordenadas

A loxodromica & de especial importancia na navegagdo dado que é projetada comao
uma linha reta entre pontos na projegao cilindrica conforme de Mercator.

-3
50 =
o =
N/. Atlantic m 3
a
40[ Mer. Ocean = T
P 2 %
oY, g
30 (5% (Oq/ // E
(®) o7 s =
4 Ao o
\ o) B0 ok e N
201y z \¢°+ 30 14 ol : N
o A AR ~

. *
/A 56 LA \’O‘F =
10 A Atkﬁ‘\tic , TS i Atrica w
- =]
S. . Oceﬂn : 10 3 E
America [=r]
S, m
o 11 1 T 0 Amel;?zlz W1] g
70WL.60 50 40 30 20 10 20 60 50 40 30 20 10 O =

Projecéo gnomdnica Projeccéo de Mercator

https://www.coursera.org/lecture/introduction-gis-mapping/great-circles-and-rhumb-
lines-jHUtd
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2. 3.DISTEMAS DE PROJECAD

2. Sistemas de coordenadas ITILIZADDS NA CARTOGRAFIA NACIONAL

Um sistema de representagéo plana é definido por:
® ym datum geodésico (elipsoidal ou esférico);
® uma projecan;
® uma origem para a projecio;
® yma origem para as coordenadas retangulares;

® gutros pardmetros, tais como a indicagéo das linhas onde se conserva a
escala ou de um fator de escala.
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Hayford-Gauss/ Datum
Lisboa

Hayford ou Internacional

Hayford-Gauss/ Datum 73

Hayford ou Internacional

2. Sistemas de coordenadas

PT-TMOG/ETRS83

GRSEO

Antigo V.. do Castelo de Sao
Jorge em Lisboa

V.. Melriga

Gauss (Transversa de
Mercatar)

Gauss (Transversa de
Mercatar)

Gauss (Transversa de
Mercatar)

Ponto Central - origem da
projeccao

@=35°40°00"N

A=08°07 34" 863 W

Ponto Central- origem da
projeccao

@=39°40°00"N

A=08° 07 34" 863 W

(rigem da projeccéo
@=239°40"05"73N
A=08°07 59".19W

Falsa origem
(rigem das coordenadas (rigem das coordenadas
rectangulares igual a origem M=+180.598 m rectangulares igual a origem
da projecgéo da projeccén
P=-86.930m
ko= ko= ko=

PTRAD8-UTM/ITRFA3

GRSEO

UTM (Universal Transversa de
Mercator)

Origem da projecgdo

¢=0°
Fuso 25 (A= 33°W. Agores -
grupo ocidental)
Fuso 26 (A= 27° W, Agores -
grupo central e oriental)

Fuso 28 (A= 15° W, Madeira)

Falsa origem

M=+300 000 m

Portugal Continental - DGT

ko= 0.3336

Regides Autdnomas- DGT
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2. Sistemas de coordenadas ILIZADOS NA CARTOGRAFIA NACID

Hayfl?rd-Eau's.s/ Datum TM/WES84 UTM/WGS84
Lishoa Militares

Hayford ou Internacional WGSB4 WGSB4

Antigo V.. do Castelo de Sao
Jorge em Lisboa

Gauss (Transversa de Gauss (Transversa de UTM (Universal Transversa de
Mercatar) Mercatar) Mercator)

Origem da projecgdo

Ponto Central - origem da : o
(rigem da projeccéo

projecgén o=0°
_nQo M NE" Fuso 25 (A= 33°W. Agores -
- = 39°40' 02" 73N
o= 38°40°00"N ¢ grupo ocidental)

A=08°07 59"13W Fuso 26 (A= 27° W, Agores -
grupo central e oriental)

Fuso 28 (A= 15° W, Madeira)

A=08°07 34" 862W
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Falsa origem Falsa origem
M=+200000 m M=+200000 m .
Falsa origem
FI:"'SI][] [I[I[Im P=+3[||] [][][]H'I M:+5[”] [I[I[IITIW
ko=1 ko=

ko= 0.3336

Portugal Continental - ClGeokE Regides Autnomas- ClGeoE




3. A TEORIA DAS PROJEGOES CARTOGRAFICAS

3.1. Férmula geral da transformacéo. Condigiies de unicidade, reversabilidade e
correspondéncia entre curvas paramétricas

3.2. Geometria diferencial elementar. A matriz de transformagéo
3.3. Dutros conceitos
3.4. A teoria das distorgées das distancias, angulos e dreas

3.9. A indicatriz de Tissot
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3.l. FORMULA GERAL DA TRANSFORMACAD. LONDICOES DE

J. A teoria das prnjeg.ﬁes INICIDADE, REVERSABILIDADE E CORRESPONDENCIA ENTRE

At CURVAS PARAMETRICAS
cartogréficas JRVAS PARAMETRI

Um dado sistema de curvas paramétricas (u, v) pode ser adotado sobre uma
superficie curva, logo cada ponto dessa superficie pode ser dado em coordenadas
cartesianas tridimensionais x, y, z como fungio de u e v.
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.

3.1. FORMULA BERAL DA TRANSFORMACAD. LONDICOES DE

3. A teoria das projecdes INICIDADE, REVERSABILIDADE E CORRESPONDENCIA ENTRE
nartngréfinas CURVAS PARAMETRICAS

As curvas paramétricas da superficie datum estéo relacionadas com um sistema de
curvas na superficie de projecdo se existir uma relagdo matematica entre os
parametros (u, v) e (u, v)), e vice-versa:

u, =q,(u,v)
{Vl —,(uv) (3.3)

E abvio que para representarmos a superficie da Terra, ou qualquer outra superficie
curva, numa esfera ou num plano, duas condigies devem ser satisfeitas
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« aprojecéo deve ser (nica (condigdo de unicidade);

- aprojecdo deve ser reversivel (condigao de reversabilidade).




3.l. FORMULA GERAL DA TRANSFORMACAD. LONDICOES DE

J. A teoria das prnjeg.ﬁes INICIDADE, REVERSABILIDADE E CORRESPONDENCIA ENTRE

nartngréﬂnas LURVAS PARAMEIRIGAS

Tal significa que a um dado ponto na superficie datum deve corresponder um tnico
ponto na superficie de projegdo e vice-versa. Matematicamente, tal pode ser
expresso pela condigéo de que os par@metros u e v devem ser resoliiveis a partir das
equagdes (d.3). tendo-os como fungdo de u; e v,.

{u—ql(ul,vl)

v=q,(u,,v,) (3.4)

Sem mais restrigies, as curvas paramétricas u e v por norma nao correspondem ao
sistema (u;, v;), constituindo um outro sistema arbitrério diterente. No entanto, a
relagdo entre (u, v) e (v, v,) pode ser estabelecida eliminando v, e v,da equagéo (3.2)
com a ajuda de (3.3), obtendo-se a formula geral da transtormagéo:
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(x=p,(u,v) x, =P, (u,v)
1y =p, (u,v) WYi=h, (u'v) (35) °
z=p, (U,V) (2, = Ps (U'V)




J. A teoria das projecies
cartogréficas

3.2.1. Elemento linear e expressdes angulares

De acordo com uma formula da geometria diferencial o quadrado do comprimento
infinitesimal de uma parte de uma curva, designado abreviadamente por elemento
linear, ds , sobre uma superficie & dado por:

ds’ =dx’ +dy’ +dz’ (3.6)

derivando as expressdes (3.1) em ordem a u e v, obtem-se:
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x=p,(u,v) — .
wy=p,(uv) (31 dx=a—z-du+a—)‘:-dv
(z=p5(uv) dy dy
<dy=a-du+5-dv (3.7)
dz=g-du+@-dv
L ou ov




3.Z. BEDMETRIA DIFERENCIAL ELEMENTAR. A MATRIZ DE

=

J. A teoria das projecies TRANSFORMAGAD
cartogréficas

substituindo (3.7) em (3.5), resulta que:

2 2 2
dszz(@~du+6—x-dvj +£Q-du+a—y-dvj +(g-du+g-va ="

ou ov ou ov ou ov
2 2 2 —
— (% +(Qj +(gj 'dU2+2 %@4_@8_)/4_@@ -dudv
ou ou ou ou ov__ou ov_Qu Qv (38)

F

E i 2 2 2]
ox oy 0z 5
G _(a) 2)+(2) I
Us coeficientes de du’, dudv e dv! sdo designados por primeiros coeficientes
superficiais de bauss e sdo designados na literatura por E, F e [, respetivamente.

Deste modo, a expresséo (3.6) passa e escrever-se da seguinte forma:
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ds® =E-du® +2F -dudv + G - dv* (3.9)




3. A teoria das projecies S~
cartogréficas

Exercicio - Determine os trés coeficientes de Gauss £, F e b para um elipsoide de
revolugdo com as sequintes equagiies para métricas:

X =1r.cosA
y =r1.sinl
zZ=1z

sendn que r e z sdo fungdes da latitude ¢.

Resolugéo: No elipsoide tem-se que u= ¢ e v="A, |ogo:

fE:(g_;)Z(g_;)Z(g_;)Z (cosz.g_;)i(sm.a_;)z (g_;) (g;) (cosazﬂmm(g;)

~ (’)_r 2 (’)_z 2
<6x dx 0dy dy 0z 0z (a¢) (a¢)

or
% ﬁ+£ ﬁ+£ 5) (cosl —) (r (- sm/l))+(sm/1 %) (r.cosA)+0=0
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6= (2) +(Z) +(Z) = - sin) + (eos 40 =12 eos 2 + s ) =
\ ~\oa ol EYl = (r.(=sin )) (r.cos 1) =1r2.(cos sinA2) = r?

Relagdo fundamental da trigonometria

sin® 0 + cos® 0 =1




J. A tearia das IJI"[I]'EI;ﬁES N 'r%:d‘ijmrm;f;l_u
nartngréfinas Seja a € R uma constante.

Fungdo: Derivada
y=a y' =0
y=x y' =1
y =ax y' =a
y= %% y'= qx%?

y =a* y' =1In(a).a*
y=e* y=e

y = loga(x) o1
x.In (a)
= 1
y=In@) el
y = sen(x) y' = cos (x)
y = cos (x) y' = —sen(x)
y =tg(x) y' = sec?(x)
y = sec (x) y' = tg(x).sec (x)
y = cossec(x) y' = —cotg(x).cossec(x)
y = cotg(x) y' = —cossec?(x)

Regras de Derivacdo:
h(x) =a.f(x) = h'(x) =a.f'(x)
e Regra da Soma e Subtragao
hx)=fx)+gkx) = Kx)=f'(x)+7g)
h(x) = f(x)—g(x) = h'(x)=f'(x)—g'x)
e Regra do Produto
h(x) = f(x).g(x) = h'(x)=f'(x).g(x) + f(x).4'(x)

e Regra do Quociente

@ F09.90) ~ fG).g')
T B PEe)

e Regra da Cadeia

h(x) = f(g(x)) = K(x) =f"(g(x)).g'(x)

N34/39930 - ZZ0Z/1Z0Z eYedbonie] - oieaey euy




3.Z. GEOMETRIA DIFERENCIAL ELEMENTAR. A MATRIZ DE
I

J. A teoria das projecies RANSFORMAC
cartogréficas

Considerando um paralelogramo diferencial num ponto P de uma dada curva, as
curvas coordenadas u= const. e v= const. serdo, no caso da Cartografia, os paralelos
e meridianos, respetivamente:

L+

xﬁg-dv
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Para a curva coordenada u= const., tem-se entdo que du= [, logo substituindo em

(3.9) obtemaos:
ds?=G-dv’ < ds,=/G-dv

ds’ =E-du* +2F -dudv+G-dv* (3.9)




3.Z. GEOMETRIA DIFERENCIAL ELEMENTAR. A MATRIZ DE
I

J. A teoria das projecies RANSFORMAC
cartogréficas

De igual modo, se v=const., entdo dv= [, logo:
ds?=E-du’ < ds,=~JE-du

Atuando as quantidades salientadas a azul, como unidades de medida ao longo das
curvas u e v sobre uma dada superficie.
,&wdu
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\E'd“ ds

(4]

Y H.E \a’v Wy




3.Z. GEOMETRIA DIFERENCIAL ELEMENTAR. A MATRIZ D
(

J. A teoria das projecies TRANSFORMA
cartogréficas

AD

Tem-se também que:

a,+a,=60  (3|[)

sendo © o angulo de intersegdo das curvas coordenadas u e v no ponto P (ie. o
anqulo entre as tangentes &s curvas ue v em P).
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3.Z. GEOMETRIA DIFERENCIAL ELEMENTAR. A MATRIZ DE
I

J. A teoria das projecies RANSFORMAC
cartogréficas

Um paralelogramo pode considerar-se plano dada a sua area infinitamente pequena,

pelo que se pode aplicar a lei do coseno, obtendo-se:
Lei do coseno

at=b*+c2-2.b.c. cosa

ds’ :(\/E-du)z +(\/E-dv)2 —Z(ﬁ-du)-(\/g-dv)-cos(180° -0 <

bi=a?+c? -2.a.c cosB

c?=at+b?*-2.a.b. cosp

ds® = Edu® + Gdv® +2\JEG -dudv-cos@ (3.1)

Logo, igualando as expressies (3.1) e (3.9), obtem-se: [ wrd

F

cos0=—=|  (312)
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«J'E-a'v

A igualdade (3.12) mostra que a condigéio necessaria e suficiente para que as curvas @
coordenadas u e v sejam ortogonais é que F= [,




3.Z. GEOMETRIA DIFERENCIAL ELEMENTAR. A MATRI

J. A teoria das projecies IRANSFORM
cartogréficas

|
AD

aa

7
\,

Relagdo fundamental da trigonometria

sin® @ 4+ cos® 0 = 1

Considerando que cos®%+ sinB%= |, resulta que:

. ; F Y  [EG-F?
sind =+/1-cos ngl_[Ej = G (3'3)

[ angulo o, entre a tangente & curva coordenada v= const. e a tangente a uma curva
ds num dado ponto P, denominado azimute de ds, obtem-se aplicando novamente a lei
do coseno, igualando esta expressdo & expressédo (3.11) de sequida, e substituindo
cosO, pela sua expressdo em (3.12):
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cosa, :i-(E-ﬂ+F-ﬂj (3.14)




3.Z. GEOMETRIA DIFERENCIAL ELEMENTAR. A MATRIZ DE

J. A teoria das projecies TRANSFORMAGAL
cartogréficas

Considerando novamente que cos®%+ sin®%= |, resulta que:

: E-G—F° dv
sina, =1/ s (3|E)

A grea elementar do paralelogramo & dada pelo produto externo de dois
vetores:

A=+EG -du-dv-sin@

ux v
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J. A teoria das projecies o  RANSFORMAC]
cartogréficas

Substituindo sin® pela sua expresdo em (3.13), tem-se que:

A=+EG—F? -du-dv (3.18)

A expressao EG - F2 ¢ definida positiva. Num sistema paramétrico ortogonal (u, v)
onde ©=900°, F= 0 e a expressao para a drea do paralelogramo passa a ser:

A:\/E-du-dv
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sino= |ES=F" 313)
EG




3.Z. BEDMETRIA DIFERENCIAL ELEMENTAR. A MATRIZ DE

J. A teoria das projecies TRANSFORMAGAD
cartogréficas

Todas as expressies anteriores sdo apliciveis também & superficie de projecéo,
usando as sequintes |etras:

ds? = e, - du® + 2f; - dudv + g, - dv?

Superficie Superficie de
datum (u, v) projecéo (u, v) _ \/ e191 — flz dv
sinff = -

F e, €1 ds gh
F f' fi :
0 g cos{l = N z
a B =
0 {1 A=\}elgl—f12du-dv =




J. A teoria das projecies
cartogréficas

w.E-a'v ]

superficie datum

Superficie Superficie de
datum (u, v) projecén (u, v)

D Q8 =@ T mMm

By
ﬂ
gy
b

I.':'IS_E

Jgt-dv l

superficie de projegdo
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3.Z. GEDMETRIA DIFERENCIAL ELEMENTAR. A MAT

J. A teoria das projecies TRANSFOR
cartogréficas

3.2.2. A matriz de transformagéo fundamental. 0 determinante do jacobiano

Considerando duas superficies S e o, e sobre cada uma delas um sistema de
coordenadas curvilineas (u, v) e (uj, v,), obtemos os seguintes elementos lineares ds e
dS|Z
ds’ =E -du® +2F -dudv + G - dv*
ds,’>=E,-du’+2F, -du,dv, +G, -dv >

(3.19)

Derivando as expressies (3.3) que estabelecem a correspondéncia entre os pontos
das duas superficies, obtem-se que:

du, :%'dU-F% dv
ou ov
v, ov,
ou ov

RiZ Uk

=

JACAD
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J. A teoria das projecies
cartogréficas

Substituindo estas expressies na sequnda expresséo em (3.19), vamos obter o

elemento linear ds; em termos das cooordenadas u e v:

2
ds =E, - (a“ dut 1-dvj +2F, (a“ du+ 21y J (a" du+ dv)
ou ov ou v ou ov

2
G, - (av -du+ M dvj =---=e, -du’ +2f, -dudv +g, -dv’
ou ov

onde, g, f, e g, sdo iguais a:
2
e, =E, - (auj +2F,- (au Wy j+Gl- %j
ou ou ou ou

L=El-[%-%j+a- (6%.6%} aul.avlj +G(8_6_j (3.20)
ou ov ou ov ov Oou ou ov
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J. A teoria das projecies
cartogréficas

ATRIZ DE

L
A ML Uk

IRANSFURMALAL

A relagdn entre os coeficientes ey, f; e g, e os coeficientes £, F, e i, pode ser expressa
em notagdo matricial da sequinte forma:

|

Oy
ou

;

ou, Ou,

2

ou, oOv,

iH
_(

sendo esta matriz designada por matriz fundamental da transformacéo.

oy
ov

ou ov

:

J

ou ov

2

J

|

ov,

;

ou ou E
j+(8u1.8v1) (8vl.6v1
ov ou ou ov

ov ov

J

|

M
ov

;

j .

(3.21)
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3.Z. GEOMETRIA DIFERENCIAL ELEMENTAR. A MATF

J. A teoria das projecies TRANSFOR
cartogréficas

0 termo eg, - £ pode ser deduzido a partir das expressies anteriores, podendo
também ser expresso como o produto de dois determinantes:

ou,

1

ou

1

E, F

1

fl_FG

ov, ou ov oOv odu
ou ov

sendo o sequndo determinante, designado abreviadamente por A, o determinante do

2
aa‘z g‘:/l :(El,Gl_Flz).(aul_évl_aul.ﬁvlj :(E1'G1_F12)'A2 (322)

A
[

{ACAD

jacobiano de (u;, v;) com respeito a (u, v).

Com as fungies descritas desta forma pode garantir-se que a cada par (u, v)
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corresponde um ponto sobre a superficie datum e outro sobre a superficie de

projecdn, dado que este determinante & sempre diferente de zero.




3. A teoria das IJI‘ﬂjEI;ﬁES J.3. UUTROS CONCEITOS
cartogréficas

3.3.1. A deformacéo linear. Condigdes de conformidade e de equivaléncia

0 madulo da deformacéo linear, k, também designado por fator de escala, & definido
pela sequinte razao:

e du’’ Y @Jr
(2 = d$12 _ elduz +2f1dudv+g1dv2 B W gv L dv g, (3 23)
ds’  Edu®+2Fdudv+Gdv® ’ _
E (duj 2% 6
dv dv

de notar que k depende da diregdo du/dv da tangente ao ponto P e que & diferente
em cada diregdo. No entanto, existe uma excecdo, nomeadamente, quando os
coeficientes do denominador séo respetivamente proporcionais aos do numerador:
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J. A teoria das projecies
cartograficas

Tissot's Indicatrix

3.3. DUTRDS CONCEITDS
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J. A teoria das projecies
cartogréficas

3.3. UUTROS CON

Deste modo, o fator de escala & entéo independente de du/dv, e & o mesmo em todas

as diregaes.

Esta condicdo deve ser satisfeita para todas as projecies conformes. Esta mesma
condigdo mantém os angulos livres de distorgdes na imagem. Tal pode ser observado
a partir das expressdes (3.13) e (3.16) em combinagéo com (3.24), resultando em:

€ g 1 1
 eG-F \/k2 Kk’ (kzj S 1/
sin@d = S —sm.Q
JEG e, g, i /
e K
\/e 9 (fl)z 1
2 2 2 2 — g2
sing = VEO—F" v K kK \k) dv_g Neg -t dv_. g
JE ds e ds 1 \/g ds
k* k

com k= 1.

LEITOS
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3. A teoria das projecies 3.3. DuTRos coNCENTES
cartograficas

3.3.2. Coeficientes superficiais de Gauss no elipsoide, na esfera e no plano.
Coordenadas isométricas

No caso da Cartografia o que se pretende & a representagéo da superficie do
elipsoide de revolugéo sobre uma superficie de projecéo (plano, cilindro ou cone). Em
geral, consideram-se sobre a superficie do elipsoide, as coordenadas latitude e
longitude (¢, A) e sobre a superficie de projegédn. as coordenadas retangulares/
planas, (x, y) ou as coordenadas polares (R, 0).
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J. A teoria das projegies 3.3. DUTRS CONCEITE
cartogréficas

Um elipsoide pode entdo ser descrito pelas sequintes equagdes:

(X:N-cos¢-cosﬂ
JY=N-cosg-sinl (3.2b)
Z=N-(1-¢*)-sing

sendo N o raio de curvatura na direcéio da primeira vertical perpendicular a diregéo
do meridiano.

Neste caso, as curvas paramétricas sobre a superficie do elipsoide séo os
meridianos e as trajetdrias ortogonais séo os circulos de paralelo (u= ¢ e v= 1),
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3. A teoria das prnjggﬁgs J.J. UUTROS CONCEITOS

cartogréficas

A expresséo do elemento linear sobre a superficie datum é dada por:

ds® = Edu® + Gdv*

pelo que derivando as expressies (3.26) e considerando as expressdes dos

coeficientes superficiais de bauss, E, F e b, na expresséo (3.8), se obtem que:

0
G=(d—xj2 +(ﬂj2 +(d—zj2 =(~N-cos¢-sinA) +(N-cosg-cos i) =... (3.27)
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J. A teoria das projecies
cartogréficas

3.3. UUTROS CON

e consequentemente a expressdo do elemento linear passa a escrever-se da seguinte

forma:

ds’ = p’d¢” + N’ cos’ g dA* = p’d” +r’d A’ (3.78)

No caso da esfera tem-se que p= N= R, logo:

ds’ =R’d¢’ +R*> cos’ pd A’

(3.31)

No caso do elipsoide e da esfera, o sistema de coordenadas (¢. A) ndo é um sistema
isométrico, i. e. ndo tem a mesma métrica ao longo dos dois eixos principais. No

entanto, estas coordenadas podem ser submetidas a uma transformagéo com vista a

tornar iguais as unidades de medida.

LEITUS
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3. A teoria das prnjggﬁgs J.J. UUTROS CONCEITOS

cartogréficas

No caso do elipsoide, colocando NZ.cos?g em evidéncia na expressao (3.28), tem-se

quE:
ds? =\ 'C052¢'KN€Z;¢¢)2 +d/12}=r2 -Kp:’(ﬁ)z +dﬂz} (3.34)

Introduzindo uma nova varidvel @, designada por latitude isométrica, cuja relagao
com a latitude geodésica é dada por:

dp—_ P _ (1—e”)
N -cos¢ (1—e*sin’ ¢)-cosg

(3.39)
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3. A teoria das prnjggﬁgs J.J. UUTROS CONCEITOS

cartogréficas

A expressdo (3.34) passa entdo a escrever-se da sequinte forma:

ds® = N> -cosz¢-(d®2 +d/12) (3.37)

sendo o novo sistema de coordenadas designado por sistema de coordenadas

isométricas. Integrando a expressdo (3.3a), obtem-se a sequinte expressio para a
latitude isométrica:

. N\%
3 Yo B o 1 . 1—esing _
@_.[Ncos¢d¢_gn [tg(45 +2¢j £1+esin¢] ]

=/(n tg(45°+%¢j+§€n[1_esm¢j+c

1+esing

(3.36)

em que e & a excentricidade do elipoide, | & o logaritmo natural e ¢ & uma constante,
a qual & igual a zero. De notar que, a latitude isométrica se torna infinita nas regides
polares e assume o valor zero no equador.
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3. A teoria das prnjggﬁgs J.3. UUTROS CONCEITOS
cartogréficas

No caso da esfera, colocando R%.cos?g em evidéncia na expresséo (3.31). tem-se que
o elemento linear & dado por:

ds’ :Rz-cosz¢-(d@2+dﬂz) (3.39)

A latitude isométrica na esfera deriva-se diretamente da expresséo (3.38) colocando
a excentricidade e igual a zero, resultando em:
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@, =In tg(45°+%¢j (3.38)




3. A teoria das prnjggﬁgs J.3. UUTROS CONCEITOS
cartogréficas

No plano tem-se a sequinte expressan para o elemento linear ds,, considerando u= x
BVI=Y

ds’ =E,dx* +G,dy’ =dx* +dy* (3.37)

pelo que
E,=G,=1 e F

1

I
o

(3.33)

as unidades de medida ao longo dos eixos coordenados séo iguais. Tal ndo se verifica
nas expressies (3.28) e (3.31), pois E # L.

N34/39930 - ZZ0Z/1Z0Z eYedbonie] - oieaey euy




3. A teoria das prnjggﬁgs 3.3. UUTROS CONCEITDS
cartogréficas

Num sistema de coordenadas polares plano, considerando u= R e v;= 0, o elemento
linear ds & dado por,

ds,> =dR* + R*d&’ (3.40)
onde R & o raio polar e O o angulo polar. Tal resulta de:
ds,’ =E,dR* +G,d&’

X =Rcosé#
y =Rsind
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2 2
E, :(%j +(d—yj =cos’ @ +sin*0=1
dR dR

dx ' (dyY
G =| X | Y| =R?sin0+R?cos? O =R?
! do




3. A teoria das prnjggﬁgs J.3. UUTROS CONCEITOS
cartogréficas

Us primeiros coeficientes de Gauss E e G, ndo séo iguais aos da equagdo (3.32), pelo
que 0 sistema também ndo é isométrico. De igual forma se pode transtormar este
sistema num outro sistema equivalente que seja isométrico. Colocando R? em
evidéncia, obtem-se:

2
dsf:Rz(O:fz +d¢92j:R2(dy2+d6?2) (3.41)

onde as coordenadas p e © sdo isométricas.
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3. A teoria das IJI‘ﬂjEI;ﬁES J.3. UUTROS CONCEITOS
cartogréficas

- Num sistema de coordenadas retangulares os paralelogramos elementares sao
retangulos, logo © = 80° e F= 0. Estes paralelogramos tornam-se quadrados num
sistema de coordenadas isométrico.

« As coordenadas isométricas sdo de extrema importdncia nas  projecies
conformes. Embora os coeficientes principais de bauss, na condigdo de
conformidade (3.24), possam ser derivados diretamente de (3.21), a introdugéo
dos parametros isométricos simplifica consideravelmente as expressies.

2 & _h_ g
K= =T=% (3.24)

N34/39930 - ZZ0Z/1Z0Z eYedbonie] - oieaey euy

(tﬁu1 jz 2.(8% .6vlj (le jz
. ou ou ou ou £
1 1
ou, au, ou, Ov, j ( ou, ov, ) ( ov, Ov, j
— .1 — L ]| —=.—= ' S . ,L'
{fl} (Gu ﬁvj (8u ov ov ou ou ov Gl (321)
[8ul ) 2.(5% . avlj (le ) 1
| \ov ov ov ov) |




3.4. A TEORIA DAS DISTORCOES DAS DISTANCIAS,

J. A teoria das projecies ANGULLS E AREAS
cartogréficas

3.4.1. Pares ortogonais correspondentes

Definindo um sistema retangular de curvas paramétricas (u, v) sobre a superficie
datum (F= 0), o correspondente conjunto de curvas na superficie de projecéo é por
regra ndo retangular (f# 0). Sendo assim, a expressdo da deformagéo linear k
assume a sequinte forma:

el ds;® edu’+2f,dudv+g,dv’
ds’ ds’

Atendendo as expressdes do cos (3.14) e do sin (3.16) do azimute o de uma linha
qualguer sobre uma superficie, omitindo o indice | em o por conveniéncia, e
considerando que F= 0, obtem-se a sequinte igualdade para k:
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k* =e-cos’ a+2f-cosa-sina+g-sin’a| (3.43)




3.4. A TEORIA DAS DISTORCOES DAS DISTANCIAS,

J. A teoria das projecies ANGLLDS E AREAS
cartogréficas
dado que:
sina = G% cosa:\/EZ—Z Z;
e sendo as expressies de e, f e g iguais a: %E
ez% f= \/j;_l—G Q=% %




3.4. A TEORIA DAS DISTORCOES DAS DISTANCIAS,

J. A teoria das projecies ANGULLS E AREAS
cartogréficas

No entanto, Tissot (I881) provou que em cada ponto da superficie datum existe um
conjunto de curvas paramétricas retangulares, as quais tBm um conjunto de curvas
correspondentes com as mesmas carateristicas na superficie de projegéo.

Estas curvas sdo designadas por curvas paramétricas principais  (f=0).
Consequentemente, a expressao de k pode entao ser simplificada passando a:

E ds,” edu’+g,dv’

2 e =e-cos’a+g-sin‘a (3.44)
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3.4. A TEORIA DAS DISTORCOES DAS DISTANCIAS,

. . ~ L
J. A teoria das projecies ANGULDS E AREA
cartogréficas

3.4.2. A deformagéo linear

De acordo com a expressao d.43, a deformagao linear k assume a seguinte forma:

k> =e-cos’ a+2f-cosa-sina+g-sin’a| (3.43)

Para determinar o valor maximo e minimo para a deformagéo linear, anula-se a
derivada do sequndo membro da expresséo em ordem a o, obtendo-se:
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d(k)
da
(g—e)-sin2a+2f-cos2a =0

:—2-e-cosasina+2-f-(cosza—sinza)+2-g-sinacosa:

Arco duplo

sin(2a) = 2sin(a) - cos(a)

cos(2a) = cos?(a) — sin’(a)




3.4. A TEORIA DAS DISTORCOES DAS DISTANCIAS,

. . ~ L
J. A teoria das projecies ANGULDS E AREA
cartogréficas

expressao esta que & equivalente a:

tg2a =

(3.46)

(e—g)

Reescrevendo a expressdo da deformagdo linear em coordenadas cartesianas e
calculando os valores praprios desta expressao, obtem-se o valor maximo e minimo
para a deformacéo linear:

[ —
k1=\/5-[(e+g)+\/(e—g) +4-f }
< (3.47)

1 2 2
\k2=\/5-[(e+g)—\/(e—g) +4-f }
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. . 3.4. A TEDRIA DAS DISTORCAES DAS DISTANCIAS,
J. A teoria das projecies ANGULDS E AREAS

cartograficas

Analisando estas duas igualdades rapidamente se verifica que:

k' +k’=e+g (3.48)
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J. A teoria das projecies
cartogréficas

A TEORIA DAS DISTORGOES DAS DISTANCIAS,
ANGULUS E AR

™

uJ

1
I\
gt

=
c

3.4.3. A deformacéo linear sobre curvas paramétricas

A deformacéo linear ao longo da curva u (onde du= 0, a=30°) & igual a:

(3.49)

de igual forma, a deformacdo linear ao longo da curva v (onde dv= 0, o= [°) & igual a:

k. =

2

ﬂ
\/E

(3.a0)

usando (3.14) e (3.16) e considerando que F=0, tem-se que:

sina =\/Eﬂ
ds

k* =e-cos’ a+2f-cosa-sina+g-sin‘a (3.43)
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3.4. A TEORIA DAS DISTORCOES DAS DISTANCIAS,

J. A teoria das projecies ANGULS E AREAS
cartogréficas

Usando as expressdes (3.49) e (3.a0), a expressdo (3.44) passa a escrever-se da
sequinte forma:

Ek.’du® + Gk *dv’ cosa \’ sina ) _
k? =—2 . L :Ekzz( N j +Gk12(\/5j =k cos’ a+k’sin"a  (3.07)
e devolve o valor da deformagéo linear para um elemento linear ds de azimute o
sendo k, a deformacéo linear principal da linha origem da contagem dos azimutes

(o= 10).
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3.4. A TEORIA DAS DISTORCOES DAS DISTA

J. A teoria das projecies ANGULDS E
cartogréficas

Para determinar o valor maximo e minimo para a deformagéo linear, anula-se a
derivada do sequndo membro da expresséo (3.02) em ordem a o, obtendo-se:

d(k’
% =—2k,’ cosasina +2k,” sinacosa = (k,* —k,*)sin2a =0
o

um valor extremo para k com o= [ e outro valor extremo com o= 30%

Estas expressies sdo particularmente importantes dado que demonstram que as
direciies onde a deformacéo linear @ maxima e minima correspondem as direcies
das curvas paramétricas u e v, e Sio consequentemente ortogonais.

NGIAY,

‘.‘ IEA®
AREAD
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3.4. A TEORIA DAS DISTORCOES DAS DISTANCIAS,

J. A teoria das projecies ANGULLS E AREAS
cartogréficas

3.4.4. A deformacgéo angular

Representando por oo & 3 os angulos que os elementos lineares ds e ds; fazem com
as linhas v= const., chama-se deformagéo angular & & diferenca entre os azimutes o

E P

5=f-a| (355)
\.';E-du ds \E'd” 5 %
& i =
2 P
\E-dv 1 g, -dv l

superficie datum superficie de projegao




3.4. A TEORIA DAS DISTORCOES DAS DISTANCIAS,

J. A teoria das projecies ANGLLDS E AREAS
cartogréficas

Considerando as expressies do sino e do cosow sobre a superficie datum (3.01) e as
expressies correspondentes sobre a superficie de projecdo, tem-se que:

G dv g, dv
tga =, |—— tgf= |2 —
J E du 9p e, du

escrevendo a expressdn da tg em fungéo de tgo e considerando as expressies

(3.43) e (3.00), obtemos:

’91 dv ,glE 1 k,
tgf= |——= |—tga =k, -—tga =—tga
9p e, du e,G J 'k, J k, J

de onde se pode observar que, para o= [3, se tem que k/k,= |, e consequentemente
k= ky. como se verifica em todas as projecies conformes.
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) dv du
sina = \/EE cosa = \/EE (3.al) k = |2 (3.49)

sinﬂ:\/ai: cosﬂz\/zg: L, = ! (35“)




J. A teoria das projecies
cartogréficas

Sendo &= B-o, tem-se que:

5| |
J34. |

(kltgaj—tga
1+tgf -tgo ki, >
9p-tg 1+ 1tg°a
2

tgor

k
1+-ttg’a
2

de notar que, como seria esperado, para o= [ & o= 30° a deformagdo angular é

nula (tgo=0eo=10).

A TEORIA DAS DISTORGOES DAS DISTANCIAS,

ANGULDS E AREAS

(3.a6)
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J. A teoria das projecies
cartogréficas

5| |
J34. |

A TEORIA DAS DISTORGOES DAS DISTANCIAS,

ANGULDS E AREAS

Para achar o valor do azimute o, correspondente & deformagéo angular maxima,

anula-se a derivada do sequndo membro da expressdo (3.0B) em ordem a .

obtendo-se:

[y

substituindo este valor na expresséo da deformagdo angular, obtem-se a expresséo

para a deformacéo angular maxima:

(3.a7)
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3.4. A TEORIA DAS DISTORCOES DAS DISTANCIAS,

. . ~ L
J. A teoria das projecies ANGULDS E AREA
cartogréficas

3.4.9. A deformagéo linear correspondente a deformacéo angular méxima

Considerando a expresséo (3.0Z) e a expressao (3.a7), tem-se que:

k, *=k}’cos’a+k’sin’a =/<22£Sinz a, +k12£C°52 a, =k -k (3.0d)

U

2 1

pelo que a deformagdo linear para o azimute o, correspondente 8 méxima
deformacéo anqular é igual a:

k, -k

]
=]
o
=
o
=<
o
=3
=3
(=]

1
ca
o
=3
—
(=]

[F=]
=
=t
==
o
NI
a
]
SN
NI
[
N
N3

1
=
m
(=]
(=]
m
N
b |
[ =]
=
—

Q
~~
~
Q
S,
~
A

=0 < tga, ==x |+ (3.a7) k' = k'cos’a+k’sina  (3.02)




3.4. A TEORIA DAS DISTORCOES DAS DISTANCIAS,

J. A teoria das projecies ANGULS E AREAS
cartogréficas
=% (349 =% (3a0)
3.4.5. A deformacéo areal “\g WA \/;

A expressao para a deformagéo areal m deriva-se a partir da expressao (3.18):

A, =\EG —F*dudv

combinando-a com as expressies (3.48) e (3.00) e considerando F= 0, logo tem-se
que:

A €,9,
_Tp _NTEL g
M=~ Jee Ak (3.60)
Para projecies equivalentes, Ap/Ay= | pelo que k ko= 1, logo, com base na expresséo
(3.08). pode concluir-se que nas projegies equivalentes as distdncias na direcéo da
maxima deformacéo angular sio representadas sem deformacéo, pois:
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k, =k -k =1

m




3. A tE[II"ia das pl"njegﬁgs 3.2. A INDICATRIZ DE 1iSSOT
cartogréficas

3.0.1. A teoria da indicatriz

A teoria das distorgiies de Tissot diz que um circulo, sobre uma superficie datum,

com centro em P e raio ds pode considerar-se plano dada a sua &rea infinitamente

pequena e que esta drea permanece infinitamente pequena e plana na superticie de

projecéo. De um modo geral, este circulo é projetado sobre a superficie de projecio

como uma elipse. Apenas no caso particular de a superficie datum ser paralela 2

superficie de projegdo é que este circulo permanece com a sua forma original,
embora a uma escala diferente.
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3. A tenria das prnjggﬁgs 3.0. A INDICATRIZ DE 11SSOT

cartogréficas sna =G cosa=JEL (35

Considerando um circulo com centro em P num sistema de coordenadas retangulares
(x, y) e a sua projegdo num sistema retangular correspondente (x, y,). oS eixos
coordenados sdo entdo as tangentes aos correspondentes sistemas (u, v) em ambas
as superficies. Com base na expresséo (3.0) e nas figuras, tem-se que:

X

| &
s
a

Nz
superficie' datum superticie de projegao

dx =ds.cosa = VEdu (3 EH) dxlzdsl.cosﬂ:\/adu
dy =ds.sina =/Gdv '

(3.62)

dy, =ds,.sinf3 =./g,dv
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3. A tenl"ia das prnjggﬁgs J3.0. A INDICATRIZ DE 11SSOT
cartogréficas

Substituindo em (3.62), du e dv pelas suas espressies em (3.61), obtem-se que:

dxlz‘/ﬂ-cosa-ds
E
<

g,
dylz,/gl-sma-ds

Recorrendo as expressies (3.43) e (3.a0), tem-se que:

(3.63)

dx, =k, -cosa -ds
dy, =k, -sina-ds

]
=]
o
=
o
=<
o
=3
=3
(=]
1
ca
o
=3
—
(=]
[F=]
=3
=t
==
o
NI
a
~
SN
NI
[
N
N3
1
=
m
(=]
(=]
m
N
-
[ =]
=
—

(-2 @) ”
K, :Je;l (3.50)




S

| INDICATRIZ DE 11SSOT

EAa
&5

J. A teoria das projecies
cartogréficas

Lolocando dx/k, e dy/k ao quadrado e somando estes dois termos, obtem-se que:

2 2
(%) +£%j =cos’ o -ds* + sin* a -ds* =ds’ (354)
1

2

Esta expresséo corresponde & equacdo de uma elipse com semieixo maior (menar)
iqual a k,.ds e semieixa menor (maior) igual a k,.ds. Considerando que ds & igual a |, a
expresséo anterior assume a sequinte forma:

(dk_Mdkijl (3.65)

2 1
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Esta elipse & designada por indicatriz de Tissot, dado que indica as carateristicas da
projecdn na vizinhanga de um dado ponto P.




S

| INDICATRIZ DE 11SSOT

EAa
&5

J. A teoria das projecies
cartogréficas

Sabe-se que a érea da superticie da Terra que se pode considerar como plana tem
um raio de aproximadamente 10 km, podendo até ser maior caso os requisitos de
preciséo sejam menos exigentes. No interior desta regido, pode entfio escrever-se a
equagdn (3.6a) em fungdo das coordenadas (x, y,) de um sistema de coordenadas
retangulares omitindo as derivadas, logo tem-se que:

DEOR
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J. A teoria das projegdes 35. Ao
cartograficas

3.0.2. A indicatriz na prética

Foi ja demonstrado que um circulo de raio unitario ds= | sobre a superficie datum que
possa ser substituido por um plano tangencial local, € de uma forma geral projetado
como uma elipse, designada por indicatriz de Tissot.

. I , , . g e
Deformagéo linear méxima e minima ki=y 2 ke =yf—
, . . - . > 1 kl _ kz \
Maxima distorgéo angular de um azimute 90, = e "4 |
|y N2 1

Deformacéo linear no azimute correspondente & =k k,

deformago angular méxima o,

A
Deformacéo areal m=a kk

]
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o
=<
o
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(=]
1
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4. PROJECOES EQUIVALENTES

4.\. Consideragdes gerais
4.2. Projegies equivalentes do elipsdide sobre o plano

4.3. A projecéio pseudo-cdnica equivalente de Bonne
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4.1. LONSIDERACDES GERAIS
4. Projecides equivalentes

4.1.1. Introducéio

Uma projegdo diz-se equivalente se a deformagéo areal m tiver um valor constante
em todos os pontos, tem-se entdo que:

m= Ay :\/elgl_flz

= = const.

A, EG-F

No caso das projecdes equivalentes as dreas ndo sofrem distorgdo, a deformagao
linear varia e os anqulos sdo deformados. Como anteriormente mencionado, a
equivaléncia e a conformidade ndo podem ser verificadas completamente em
simultdneo. Tal pode ser demonstrado, no caso de uma projecdo equivalente,

considerando a expresséo (3.60): 0
m=k, -k,=1
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4.]. CONSIDERAGOES GERAIS
4. Projecides equivalentes

para que esta projecao fosse simultaneamente conforme ter-se-ia que verificar, em
cada ponto, a sequinte igualdade:

se a deformacéo linear méxima e minima forem iguais, e se se designar esse valor
por k, tem-se que:

m=k*=1

logo, pode concluir-se que esta dltima expresséo néo é possivel de ser verificada em
todos os pontos da superfice.
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| ~

.|. GONSIDERACOES GERAIS
4. Projecides equivalentes

4.1.2. A deformacéo linear

Considerando o caso geral de que o sistema ortogonal (¢, A) sobre o elipsoide néo
ser transformado num sistema ortogonal sobre o plano, a distorgéo linear numa
diregéo arbitraria & dada por:

. e, dp’ +2,/e, g, -cosQ-dpd A +g,d A’ (4.9)
N p°-d¢* +N? -cos’ ¢-d A’ '
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p-do ds \"E au dsy

N-cosg-dA 1 Jgt-dv ||

superficie datum superticie de projegao




4.|. CONSIDERACOES GERAIS
4. Projecides equivalentes

com

cosQ = h (43)

el'gl

Tém-se ainda que a expressdo geral da transformagéo de um azimute de um arco

sobre o elipsoide no correspondente azimute desse mesmo arco apds a projecdo é
igual a:

tan B = tana (48)

k,” +tana -cot Q2

e que o valor do azimute o correspondente & deformagdo angular méaxima €, no caso
das projegdes equivalentes, igual a (dado que kpk,= 1):
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tana =k, ==k,| (4.10)




&.2. PROJECOES EQUIVALENTES DO

. e . ELIPSDIDE SOBRE O PLAND
4. Projecides equivalentes |

Gonsiderando sobre o elipsnide as coordenadas curvilineas ¢ & A (com u= ¢ & v= 1)
ento os coeficientes superficiais de Gauss sdo E= p? e G=rZ em que p & o raio
principal de curvatura na diregdo do meridiano e r & o raio do paralelo num
determinado ponto P sobre o elipsoide. Entdo o elemento linear sobre a superficie
datum & dado por:

ds’ = p’d¢p® + N> cos’ g dA* = p*dd* +r’d A’

sobre o plano, considerando coordenadas cartesianas x e y (com u= x 8 V= y), 0
elemento linear & dado por:
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ds,* =dx* +dy’

e considerando coordenadas polares R e 6 (com u= R e v= 0), o elemento linear &
dado por:

ds,’ =dR* +R* d&*




4. Projecides equivalentes

e

4.Z. PROJECOES EDUIVALENTES DO

ELIPSDIDE S

DBRE D P

As expressiies gerais das representagies equivalentes entre o elipsoide, com um

sistema de coordenadas ortogonais (¢, A),
coordenadas cartesianas (x, y) ou de coordenadas polares (R,

respetivamente:

o ox

F.| |Op OA
mz-(EG—FZ): v h) |09 Sm-peor= Ox &y _ox %
FGl|oy oy 0 0L 04 O

o 04

R R

E, F||0p OA
mz-(EG—Fz)z 1 h ¢ em-p-r=R- OR (3(9 OR 00
£, G||oo 00 Y

o¢  OA

e 0 plano com um sistema de

0), sio

(4.11)

(4.12)

LANU
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4.3. A PROJECAD PSEUDD-CONICA |

4. Projegides equivalentes EQUIVALENTE DE BONNE

4.3.1. Introdugéio

A projecéo de Bonne & uma projecdo conica, equivalente, normal com uma linha de
contato tangente ao paralelo de referéncia. Nesta projecdo apenas o meridiano
central de referéncia & uma linha reta e os meridianos e circulos de paralelo nao
formam um sistema ortogonal no plano. A deformagéo linear ao longo do meridiano
central e ao longo de todos os paralelos é igual a |, ndo sendo preservada a escala ao

S

longo dos restantes meridianos. s
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* Earth's Axis/Conical Axis




4. Projecides equivalentes

4.9 A

PROJECAD PSELDD-CONICA

EQUIVALENTE DE BONNE

U arco de meridiano o entre o paralelo de latitude ¢y e um paralelo de latitude ¢ (os
quais sdo projetados como circulos concéntricos em torno do vértice do cone) é

calculado por:

o=lpdp  (413)

%o

Como tal os circulos paralelos ndo séo
igualmente espagados, tendo p um valor
diferente em fungdo da latitude. A distancia ao
longo de um paralelo & latitude ¢ desde o
meridiano central A; até ao meridiano de
longitude A & igual a:

(A—2,)-N-cos¢p  (414)

PH

IMeridiano central

Ay

{&-Ap).N.cosgh

{A-Ag ). W cosgh
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4.3. A PROJECAD PSEUDD-CANICA

EQUIVALENTE DE GONNE

4. Projecides equivalentes

= [Is eixos principais da indicatriz de Tissot ndo coincidem com o sistema de curvas
paramétricas (¢, A). Tal requer calculos adicionais com vista a determinagéo de k,
e ky conforme ja mostrado na secgao 4.1.2.

= [Is sistemas cartograficos equivalentes tém um interesse geodésico reduzido para
mapas de escala média em virtude das grandes deformacées lineares e angulares.
No entanto, para reqgides alongadas na diregdo Norte-Sul e estreitas na diregdo
Este-Oeste, como & o caso de Portugal continental, a projecdo de Bonne tem
deformacdes angulares pequenas, sendo praticamente conforme. De facto, a
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projecdo de Bonne & mesmo rigorosamente conforme sobre o meridiano central e

sobre o paralelo central.




4.3. A PROJECAD PSELDD-CONICA

- y EQUIVALENTE DE BONNE
4. Projecies equivalentes .

4.3.2. A projecéio de Bonne

>
I
=<
o)
o
—+
=

(4.33)

Sendo R o raio & latitude ¢, Ry o raio a latitude ¢y, o 0

fo
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arco de meridiano entre a latitude ¢ e ¢y, Ny 0 raio de ¢
Ay E
curvatura sequndo a primeira vertical a latitude ¢p, r %

o raio do parelelo a latitude ¢ (r= N.cosd), e O o
angulo entre o raio e o eixo polar.




4.3. A PROJECAD PSELDD-CONICA

- y EQUIVALENTE DE BONNE
4. Projecies equivalentes .

4.3.3. Interpretagio geométrica da projecéo de
Bonne

Trace-se uma reta representativa do meridiano central
e escolha-se um ponto O para centro dos arcos de
circunferéncia representativos do paralelo. Trace-se um
arco de raio Ry;
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R, =N, -cotg,
o
Desta forma temos representado o paralelo central. - i
Note-se que Ry & o lado do cone circunscrito ao elipsoide "

e tangente ao longo do paralelo central de latitude ;.




4.3. A PROJECAD PSEUDD-CANICA

EQUIVALENTE DE GONNE

4. Projecides equivalentes

Para representar um ponto genérico P, trace-se o arco
de circunferéncia de raio R:

R=R,—0o

sendo o o arco de meridiano entre as latitudes ¢g e ¢. [
arco tragado & a imagem do paralelo que passa por P.
Marcando sobre ele um comprimento AP, igual ao
correspondente AP sobre o elipsoide, fica assim definido o

fo

. L, A i
mecanismo geométrico da correspondéncia. T

N34/39930 - ZZ0Z/1Z0Z eYedbonie] - oieaey euy




4. Projecides equivalentes

As coordenadas cartesianas retangulares séo entdo
dadas pelas expressies:

(4.34)

X, =R-sind=(R,—o)-sind
Y, =R, —R-cos@=R,—(R,—0c)-cosf

EM QUE:

(4.33)
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A transformacio  direta fica resolvida pelas
expressies anteriores.




4. Projecides equivalentes ]

Para a transformacdo inversa tBm-se  as

sequintes expressies:

| { XP ) %

@ =arctan p L 2

_y c3

< ° (4.30) g

R:Ro_yeL _ Xp E‘

L cosd sin@ "é

B

EMm que: :

R, =N, -cotd, -
oc=R,—R

R-0

N
Il
- |




4. Projecdes equivalentes

A projecéo de Bonne é uma projegéo equivalente pseudo-cénica normal, assumindo a sua

quadricula a forma de um coracéo. Foi usada com frequéncia para a representacéo de
DESCRIGAD continentes, sendo que em Portugal foi adotada nas Cartas Corograficas de Portugal &

escala 1:50 000 e 1:100 000 produzidas pela atual DGT até 2002 (tendo sido substituida pela

projegdo Transversa de Mercator - Gauss).

[ meridiano central & uma linha reta;

« [s meridianos sdo curvas complexas igualmente espagadas ao longo dos paralelos e

com a concavidade voltada para o meridiano central;

AUADRICULA Os paralelos séo arcos de circulo concéntricos igualmente espacados ao longo do
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meridiano central, com a concavidade voltada para o polo mais praximo;
 [s polos séo representados por pontos;

« Existe simetria em torno do meridiano central.




4. Projecdes equivalentes

A curvatura do paralelo de referéncia é idéntica 8 de um cone tangente a superficie

a essa latitude;

 Aescala ao longo do meridiano central é preservada, assim como ao longo de todos

os paralelos;

CARATERISTICAS - [ meridiano e paralelo central ndo apresentam distorgéio, no entanto o valor da
distorgdo aumenta & medida que nos afastamos dessas linhas, sendo a distorgéo

simétrica em relagéo ao meridiano central;

 Sendo uma projegéo equivalente, as formas, diregaes, angulos e distancias séo, em
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geral, distorcidas.

A projecéo foi inventada por Claudio Ptolomeu apés o ano 100 d.C., tendo sido

CURIDSIDADES posteriormente desenvolvida por Bernardus Sylvanus em 1511, 0 seu nome deve-se a ”

Rigobert Bonne, que utilizou exaustivamente esta projegdo em 1732,




4.3. A PROJECAD PSEUDD-CONICA |
EQUIVALENTE DE BONNE

* Earth's Axis/Conical Axis
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9. PROJEGOES CONFORMES

a.l. Consideracies gerais
a.2. Projecéio de Gauss (Transversa de Mercator)
a.3. Projecéio de Mercator

9.4. Projecéio de Lambert (Canica Conforme)
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5.1. CONSIDERACES GERAIS

9. Projecdes conformes

a.l.1. Introducéio

Uma projegéo diz-se conforme ou isoganica se a deformagéo linear k for
independente do azimute, isto & o seu valor terd de ser o mesmo em todas as
direcdes. Foi anteriormente demonstrado que a combinagdo da matriz de
transformagdo fundamental com a condigdo de conformidade conduz & equagéo

(3.24):

e, _f_o
R trL)

K="t
E F

Assumindo dois sistemas ortogonais correspondentes (F= F = f= 0):
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e

2_&6 _ G
X E G (al)




2. Projecdes conformes

pelo que, neste caso, as expressies (3.20) passam a ser:

e[

1 fi=

oo

ou, ou,
. 1 +
ou ov

oo

combinando (0.1) e (0.2) obtém-se as sequintes condigies de conformidade:

2 2
aul} .E1+(%j .G1
ou ou
v, v

—1.G,=0
ou ov

2 2
61) .El{%j G,
ov ov

( 2

elz(%j -El+(8vj .G, =E-K
ou ou

Jp =0 g VOV o
ou ov Au ov

2
%j .El+(6v) -G, =G- k*
ov ov

(2.2)

(2.3)

N34/39930 - ZZ0Z/1Z0Z eYedbonie] - oieaey euy




-

J2.1. GONSIDERACOES GERAIS
9. Projecdes conformes

Sendo a deformacéo linear dada pela expressao:
k’=e-cos’a+2f-cosa-sina+g-sina  (3.43)

para uma representagdo conforme a expressdo (d.43) passa a escrever-se da
sequinte forma:

k®=e-cos’a+e-sinfa=e| (0.4)

dado que a equagdo (3.4b6) tem de ser verificada para qualquer valor de o verifica-
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se, em particular, que para a= 0 e a.= 4a°, o valor da expresséo & igual a:

a=0=>tan2a=0= f=0

a=45°=tan2a=+o0=>e—-g=0<e=g
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5.1. CONSIDERACES GERAIS

9. Projecdes conformes

A indicatriz da deformagdo linear serd entdo uma circunferéncia; sendo k= k; a
expressdo da deformagéo anqular (3.08) reduz-se a:

k tga
(]
k, 1+k1tg2a (0.5)

2

ou seja, a deformacdo angular € nula para todos os azimutes. Sendo assim, o angulo
entre dois elementos ndo é alterado pela representagao.
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J.1. GONSIDERACUES B

an
L
an
T
-

9. Projecdes conformes

a.1.2. Sistemas de coordenadas isométricas. A deformacéo linear

As unidades de medida ao longo dos eixos coordenados (u, v) podem tornar-se iguais
conforme demonstrado na secgdo J.3.2. Considerando as expressdes do elemento
linear sobre o elipsoide:

ds’ =E-du* +G-dv’
e sobre o plano:

ds’=E, -du’+G, -dv,

tem-se que:
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ds’=G- (dUZ + de) ds’=G, -(dUl2 +dV12)

com:. E G E G
du=,|—d du=,|—du du, = |—=*d du, = |—du
u \/;u<:> u \/;u (57) U, \/Gi%Q U \/;“1 (58)

dv =dv dv, =dv,




2. Projecdes conformes

substituindo (2.7) e (0.8) em (2.3): \Edf'

nbtem-se, apds algumas transformacées da primeira e da terceira equagao, que:

ou, Y (ov,Y (om) (o)
&)%) -(5)(5) 69
e, da sequnda equagdo, que:
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J.1. GONSIDERAGOES BERAIS
9. Projecdes conformes

Transformando estas expressies, obtém-se as sequintes igualdades (2.1) e (5.12):

av 8u
8u Gv (E“)
u, _ Gv
=2 6D

que constituem as condigies de conformidade.

Existindo parametros isométricos tanto na superficie datum como na superficie de
projecéo, entdo:
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O

a projecdo & conforme se forem verificadas as equagdes (a.ll) e (a.12).
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5.1. CONSIDERACES GERAIS

9. Projecdes conformes

As equagdes (a.ll) e (2.12) contém as condigdes de Cauchy-Riemann que definem a
condigdo necesséria e suficiente para que uma qualquer fungéo seja analitica, sendo
por isso designadas por equagies de Cauchy-Riemann. Deste modo, as derivadas
parciais em (0.!1) e (a.lZ) podem ser consideradas como as derivadas parciais da
parte real e imagindria da equagAo:

u,+i-v,=q(U+i-v) (5.14)

sendo q,(u,v) e g,(u,v) a parte real e imagindria da expressdo (u.ld),
respetivamente. A expressdo (a.l4) € designada por expressdo geral das
representagies conformes. 0 termo da direita da expressao (a.l4) pode ser
expandido numa série de poténcias, obtendo-se:

,jl_H'.Vl:(U+i.v)+(A+i.B)-(U+i-V)2+(C+i-D)-(L7+i-V)3+... (5|E) ”
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J2.1. GONSIDERACOES GERAIS
9. Projecdes conformes
A escolha desta expanséo pressupie que:
) as origens em ambos os sistemas sejam pontos correspondentes;
7) a deformacdo linear k nas origens seja igual a | (ky= 1), e;
3) ambos os sistemas tenham a mesma orientagéo.

Separando a parte real da imaginaria em (a.1a), resulta que:
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-(473—3-L7-V2)+D-(—3-Uz-V+V3)+...
+

(0.16)




2.Z. PROJECAD DE GAUSS

9. Projecdes conformes

a.2.1. Introdugéo

A projecdo de Gauss, também designada por tranversa de Mercator, & uma projegéo
conforme, cilindrica e transversa que se presta & representagéo de zonas alongadas
na diregdo N-3 e estreitas na diregéo E-W. Sendo uma projecdo conforme, esta
mantem a forma dos elementos infinitamente pequenos e, consequentemente, oS
angulos (diregdes), no entanto esta mantem também os comprimentos ao longo do
meridiano central da projecao.

A projecdo de Gauss difere da de Mercator no que diz respeito & posigao da superficie
de projecdo relativamente & superficie datum, sendo que nesta dltima o cilindro fica
numa posigAo normal & superficie datum. Deste modo, a projecdo de Mercator
presta-se & representagdo de zonas alongadas na diregdo E-W e mantem os
comprimentos ao longo do equador.
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9.2. PROJECAD DE GAUSS
2. Projecdes conformes

Mercator (Direct Mercator)

Transverse Mercator
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2.Z. PROJECAD DE &
9. Projecdes conformes

a.2.2. Farmulas de transformacéo direta

As expressies para o célculo de x e dey (M e P, respetivamente), séo:

y—0'+/1—2 N -sing cos¢5+/1—4 N -sing.cos® g.k, + a
2 ' 24 ' 7720

-N-sing.cos’ ¢.k,

8

+ ‘N -sing.cos’ g.k,

40320 (9.7B)

3 5 7

A 3 A 5 A
X=A-N-cos@p+—-Ncos’ @g.k, + — -Ncos’ @.k, +
¢ 6 Py 120 Pk 5040

-Ncos’ ¢.k.

sendo o o0 arco de meridiano entre a latitude de um ponto (¢) e a latitude de origem
da projecdo, A a diferenga de longitude entre o ponto e o meridiano central da
projecéo, N o raio de curvatura segundo a primeira vertical e k; a ke, os coeficientes
COm as sequintes expressies:

e
ﬁ.U‘_J‘_J
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9. Projecies conformes

N
k1 :__tg2¢
P

2
kzzﬂ+4-N—2—tgz¢
PP

3 2

N N N
k;=4-—-(1-6-tg°@)+—-(1+8-tg°¢9)—2-—-tg°p+tg"¢
p P P

4 3 2

k4:8-N—4-(11—24-tg2¢)—28-N—3-(1—6-tg2¢)+N—Z-(1—32-tg2¢)—2-ﬂ-tg2¢+tg4¢
p p p p
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k,=61-479-tg’p+179-tg*p—tg°¢

k. =1385-3111-tg’p+543-tg*p +tg°¢p

sendo p 0 raio de curvatura do meridiano 2 latitude ¢.




9. Projecdes conformes

a.2.3. Formulas de transformacgéo inversa

As tarmulas de transformagéo inversa sdo as sequintes:

—

18

Z. PROJECAD DE bAUSS

mM? m*

, t t 2 2 2
’= _[ko‘p)(lko-N]-'_(ko-pj.(24-k03~N3j.(_4l/j +9l//‘(1_t )+12t )_

t Mm®
ky-p )\ 40320-k,”-N’

+180y - (5t° —3t4)—360t4)+[

Y m?
A—2,)-cosg’ = - A +282 )+
(1= cost [ MM var)
MS
+—
(120-k05-N5

J-(—41//3-(1—6t2)+1//2 -(9—68t2)+721//t2+24t4)—

M7
_(5040 Ky N

J-(61+ 662t +1320t* +720t6)

_(kt j(nol\zz NSJ-(&//“-(11—24t2)—12w3-(21—71t2)+151//2-(15—98t2+15t4)+
p k-

]~(1385+3633t2 +4095t* +1575t6)

(2.27)
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sendo M a distancia & meridiana, w=N/p com N e p calculados com um valor
aproximado para a latitude ¢' e t=tan ¢'. A determinagéo de ¢' & feita através de um

processo iterativo.




9. Projecdes conformes

a.2.4. A deformacéio linear

J.Z. PROJECAD DE b

A deformacéo linear k em coordenadas retangulares é dada por:

k=1+

2

2-p-N

(0.32)

ou seja, a deformagéo linear & unicamente fungdo do quadrado da distancia ao

\ e
lU_J_J

Dl \ - . . 1 .
meridiano central da projecio dado que o coeficiente 2,y Varia pouco com a

latitude. Esta & a razdo pela qual a projecdo de Gauss se adapta bem & representagao
de regides alongadas na diregéo N-3. Se a zona a representar ndo for muito extensa
na diregdo N-S, pode adotar-se o valor médio correspondente  latitude média ¢ge

entdo tem-se que:

k=1+

X2

2':00°N0

(0.33)
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2.Z. PROJECAD DE GAUSS

9. Projecdes conformes

a.2.9. Corregéo tangente a corda

As representagies conformes mantém o angulo entre as tangentes, mas o que
interessa para a aplicagdo das farmulas da geometria plana & o angulo entre as
cordas, surgindo assim a necessidade de aplicar as diregdes azimutais elipsoidais a
correcéo tangente & corda 3, também designada por redugéo & corda.

¥

p'= '(Z'XA+XB)'(yB_yA) (EBE)

i
|
i
i
|
i
i
|
i
i
|
o
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No caso da projegdo de Gauss a transformada de uma geodésica volta sempre a@
concavidade para o meridiano central.




J2.Z. PROJECAD DE GAUSS
9. Projecdes conformes

a.2.B. Correcéo de redugéo dos comprimentos finitos

Esta corregdo & aplicada a um comprimento finito elipsoidico para se obter o
correspondente comprimento cartografico. Sendo ds; o elemento linear sobre a
carta, o elemento correspondente sobre o elipsoide serd dado por:

¥a - ¥a

(2.37)
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J2.Z. PROJECAD DE GAUSS
9. Projecdes conformes

Para Portugal continental considerando o sistema PT-TMOB/ETRS&S, com a latitude
do Ponto Central perto do V.6. Melriga (= 39° 40° 5.73" N), as expressides (0.a3),

(0.3B) e (2.37) assumem os sequintes valores:

k=1+12306-10" . x*

B'=84612-10""(2-x, + %, )- (V5 —V.)

s, —s=41021-10" -5, (xg + X0 X, +xf\)
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2.Z. PROJECAD DE GAUSS

9. Projecdes conformes

a.2.7. Convergéncia de meridianos

Seja P um ponto sobre o elipsoide e 0 o seu homalogo num sistema cartografico
qualquer. Na figura estd representado o ponto 0, uma reta paralela ao eixo das
ordenadas e a transformada de um meridiano. Chama-se anqulo de convergéncia de

meridianos, ou simplesmente convergéncia de meridianos, an angulo 7y entre o

meridiano cartografico e o meridiano geodésico num dado ponto (. A convergéncia de
meridianos & calculada por:

iy

alif

y=—(A-%)-sing|  (5.39) -
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9. Projecies conformes

Projecéo Transversa de Mercator (Gauss-Kriiger)

A projecéo Transversa de Mercator, também conhecida como Gauss-Kriiger, é uma
projegdo conforme cilindrica transversa, pelo que se adequa a representagéo de paises
com um maior desenvolvimento na diregéio Norte-Sul. E amplamente utilizada na
DESCRIGAD cartografia topografica Portuguesa, como por exemplo na Carta Militar de Portugal a
escala 1:25 000 produzida pelo ClGeok e na atual Carta Corografica de Portugal as escalas
1:a0 000 e 1:100 00D produzidas pela DGT. O sistema de coordenadas Universal Transversa

de Mercator (UTM) tem por base esta projego.

[ meridiano central & representado por uma linha vertical no centro da projecéo

(regidio de interesse), por forma a minimizar as distorgies nessa regio;

QUADRICULA -  Os meridianos e os paralelos séo linhas curvas complexas, ortogonais entre si, e os
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meridianos convergem para os polos;

 [s polos séo projetados como pontos, estando cada um no centro do seu hemisfério. G




9. Projecies conformes

Projecéo Transversa de Mercator ou Projegéo de Gauss-Kriiger

 Aescala é constante ao longo do meridiano central, aumentado para este e oeste a
partir dessa linha (ou dos dois circulos padréo na verséo do cilindro secante, como

no caso da projegdo UTM), provocando grandes deformagies lineares e areais;

* As deformagies sdo muito grandes nos extremos direito e esquerdo, e simétricas

CARATERISTICAS em relagdo ao meridiano central e ao paralelo central (o equador, no caso da UTM);

* A projegéo utilizada no sistema UTM & semelhante a projecéo de Gauss-Kriiger,
apenas diferindo pela aplicagéo de um fator de redugéo da escala igual a 0.9936,
dada a utilizagéo de uma superficie de projegdo secante, em que os dois circulos

menores, paralelos ao meridiano central, estdo distanciados de 180 km deste.
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A verséio esférica desta projecéo foi inicialmente apresentada por Johann H. Lambert em
CURIOSIDADES 1772, no entanto, as primeiras formulas com correcéo elipsoidal foram desenvolvidas
por Carl F. Gauss em 1822. A denominagdo Gauss-Kriiger refere-se a reavaliagéo da »

formulagéo elipsoidal efetuada por Louis Kriiger em 1312.




9. Projecies conformes

Projegéo Transversa de Mercator ou Projegéo de Gauss-Kriiger

LIMITAGOES

A projecéio, recorrendo a um elipsaide, néo pode ser aplicada para além dos 80° a partir
do meridiano central, devendo ser limitada a 10 ou 20° para ambos os lados, dado que a
partir desses valores a projecéo ja apresenta grandes deformacies. A projegio

recorrendo a esfera nio apresenta estas limitagdes.
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3.2. PROJECAD DE GAUSS

2. Projecies conformes
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Gauss-Kriiger




5.2. PROJECAD DE GAUSS
2. Projecies conformes
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J.J. PROJEGAD DE MERCATOR
9. Projecdes conformes

a.3.l. Introdugéo

A projecéo de Mercator & uma projegéo cilindrica conforme. Gerardo Kramer (lalZ-

[a31), cartdgrafo flamengo, tenta corrigir a representagéo do Mediterraneo de
Ptolomeu e constroi um Mapa Mundo com base numa projecdo matematica, em que os
paralelos e os meridianos se projetam num plano perpendiculares entre si.
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Projection

(rangem\ fbé

Mercator Projection

at Equator)

70°

by
b3
e
L
-
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J.J. PROJECAD DE MERCATOR
2. Projecies conformes

A projecdo de Mercator foi concebida para

reduzir os problemas de orientagdo no
decorrer da navegagdo. O principal problema it 8 _
de um navegador & saber como orientar o g
: : : e_~ =
navio para que, partindo de um determinado <3<2:// .
: L : , o 3
lugar, consiga atingir um destino previamente 099 //oe s g
- - o 30 e B P =
definido. Combinando o ser uma projecéo //46 =
. L2 A2 > 1 S
conforme com o facto de ter os meridianos e 29F=+ */4 | Lankal B
1 - 5
paralelos retilineos faz com que as © s@% F =
loxodromias, ou seja as linhas com um rumo  OEESEES £

_ 706050403020100
constante,  sejam representadas  por

seqmentos de reta. e




J.J. PROJECAD DE MERCATOR
2. Projecies conformes

Para sabermos qual o azimute o da loxodramica que une dois pontos, dispondo de
uma carta com esta projegdo basta unir os dois pontos por uma reta e medir o
angulo o.

L e e VW SHBEY _ 708 F

l_l'-len:atur Wall Map
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9.3. PROJECAD DE MERCATOR

9. Projecdes conformes

A formulagdo existente na projegdo de Mercator baseia-se fundamentalmente no
elipsoide sobre o qual escolhemos as coordenadas @ e A, respetivamente a latitude
isomeétrica e a longitude, e nas coordenadas cartesianas x, y sobre o plano, cuja
relagdo com a latitude isométrica e longitude & obtida por uma fungio analitica
qualquer f que obedece & condigao geral das projegdes conformes.
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5.3. PROJECAD DE MERCATOR
9. Projecdes conformes

a.3.2. Férmulas de transformagéo direta

As tarmulas de transformagéo direta sio as sequintes:

y=ES

X=a-A

sendo a o raio equatorial do elipsoide (semieixo maior). Como as deformagdes
aumentam com a distancia ao equador & frequente a utilizagdo de um artificio que se
baseia em multiplicar todos os comprimentos da carta por k< |, pelo que as farmulas
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de transformagéo direta (0.47) passam a ser:

y=k,-a-@
x=k,-a-4
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5.3. PROJECAD DE MERCATOR
9. Projecdes conformes

As deformagéo linear é calculada usando a seguinte expressao:

2

k=1+ z:po (5.59)

que mostra que k cresce muito rapidamente com a distancia ao equador pelo que o
sistema & indicado para zonas equatoriais alongadas na diregéo E-W mas estreitas na
diregdo N-S. Dado o artificio referido no slide anterior, a deformagéo linear passa a
ser dada por:
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2
k=k,-|1+-2
2ap,




3.9, PROJECAD DE MERCATOR
9. Projecdes conformes

a.3.3. Férmulas de transformacgéo inversa

Partindo das expressdes da transformagéo direta (0.47), facilmente se obtém as
expressies para a transformagao inversa:

y
.| (a50)
a
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. PROJECAD DE MERCATOR

B2

C
1§

9. Projecdes conformes

a.3.4. Corregéo tangente a corda

" __ 1
6-a-p,-sinl"

(24 +V5) (X —x4) (EEE)

a.3.3. Correcéo de reducéio dos comprimentaos finitos

51_5:6-:1- '(y§+y3'yA+yf\) (557)

Po
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J.9. PROJECAD DE MERCATOR

9. Projecdes conformes

Meridiano

a.3.5. Comprimento de um arco de loxodrdmica

Considerando a figura e a lei dos senos temos que: o

Loxodramica

1

ds = do
cosa }/

fazendo o integral desta expresséo obtém-se a sequinte expressao:

1
cosa

o)

S =

[do= (5.58)

coso
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que permite determinar o comprimento de um arco de loxodrdmica bastando para
isso dividir o comprimento do arco de meridiano, entre duas latitudes, pelo Ensenuﬂ
do azimute da loxodramica.




9. Projecies conformes

Projecédo de Mercator

A projecéio de Mercator & uma projecéo conforme cilindrica normal especialmente
apropriada para a representagéo de regides equatoriais ou, de um modo geral, de
regides com pequeno desenvolvimento em latitude, desde que a latitude seja pequena. A
DESCRICAD partir dos B0°, a escala aumenta rapidamente, o que leva a que as deformagies areais
aumentem ainda mais (uma vez que a escala areal varia com o quadrado da escala
linear). £ a projegdo utilizada pelo Instituto Hidrogréfico para a produgéo da Cartografia

Nautica utilizada para a sequranga da navegagéo.

* [s meridianos séo linhas retas paralelas e igualmente espacadas, enquanto que os
paralelos, embora sejam linhas retas paralelas e perpendiculares aos meridianos,

QUADRICULA ndo séo igualmente espagadas, aumentando o espagamento na diregéo dos polos;
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 [s polos ndo podem ser representados;

 Existe simetria relativamente a cada meridiano e em torno de Equador.




9. Projecies conformes

Projegdo de Mercator

CARATERISTICAS

CURIOSIDADES

[ espagamento dos paralelos é calculado de modo a manter a conformidade;

 Aescala é@ mantida ao longo do paralelo standard e é constante entre 2 paralelos,
sendo também constante em todas as diregdes um dado ponto, no entanto torna-se

infinita nos polos;

* As loxodrdmicas (linhas de azimute constante relativamente a todos os meridianos)

sio representadas como linhas retas (sendo apropriada para efeitos de navegagén);

« A extrema distorgéo areal torna-a inadequada para a representacéio de areas

vastas da superficie Terrestre.

A projecéio de Mercator & assim designada por ter sido Gerardus Mercator que a
apresentou para efeitos de navegago em 1569. £ também designada por projegio de
Wright, embora que raramente, depois de Edward Wright ter desenvolvido a formulagéo

matemética desta projecéo em 1599.
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2. Projecdes conformes

Projecéo de Mercator (continuacéio)

. Os dados relativos a regiies a latitudes superiores a 86° tém de ser ajustados para evitar que
LIMITACOES

os valores de y dominem a representagéo.
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‘ 5.3. PROJECAD DE MERCATOR
2. Projecies conformes
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2.4. PROJECAD DE LAMBERT (CONICA
5 p - f LUNFURME)
. Frojecaes cantormes

a.4.1. Introducéo

Abandonando esta condigdo de paralelismo entre os meridianos (verificada na
projecdo de Mercator), € possivel construir um sistema conforme em que os
meridianos sejam retas ndo paralelas. Sendo os meridianos convergentes nos polos,
estas retas hdo-de ser concorrentes, tendo como ponto de convergénia o polo norte
ou polo sul. Dada a conformidade do sistema, os paralelos sao representados por
circunferéncias concéntricas com centro no ponto de concorréncia daguelas retas,
correspondendo esta projegdo a projecéo canica conforme de Lambert.

Two standard parallels
(selected by mapmaker)
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2.4. PROJECAD DE LAMBERT (CONICA
CONFORME)

9. Projecdes conformes

a.4.2. Farmulas de transformagéo direta

As equagides de transformagéo em coordenadas cartesianas retangulares sao:

x=(R,—Y)-sin6

(2.78)

y=R,—(R,—Y)-cos0

com:

R, =N, |cot gg,|
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9. Projecdes conformes

A deformagéo linear é calculada utilizando a sequinte expresséo:

2

k=1+——|  (580)

2Py - Ny

pelo que k cresce rapidamente com o afastamento ao paralelo central, pelo que este
sistema & conveniente para zonas alongadas na diregdo EW, mas estreitas da diregéo

NS.

Esta projecdo pode ser tangente ou secante, conforme se adote um sa paralelo de
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escala conservada ou dois, respetivamente. No sequndo caso, o valor de k & dado por:

P
k=k,-| 1+—2
2-p,-N,




2.4, PROJECAD DE LAMBERT (CONICA

9. Projecdes conformes CONFORNE)

a.4.3. Férmulas de transformagéo inversa

As farmulas de transformagéo inversa séo obtidas sem dificuldade de maior, através
das sequintes equagdes:

(2.82)

sendo que:
g e 2
sing,
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no entanto, a latitude ¢ tem que ser obtida por um processo iterativo, muito idénticu@
ao utilizado na projegao de Gauss.




2.4, PROJECAD DE LAMBERT (CONICA

9. Projecdes conformes CONFORNE)

a.4.4. Correcéio tangente 3 corda

" __ 1
6-a-p,-sinl"

(2:y,4Y5) (% —x,) (584)

a.4.3. Correcéio de redugéio dos comprimentaos finitos

5

6-a-p

s-s=—S 4y, vatyl)|  (5.85)

0
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9. Projecies conformes

Projegdo de Lambert Canica Conforme

A projegéo conica (normal) conforme secante de Lambert & adequada para a
representagéio de regiies alongadas na diregdo EW, mas estreitas da diregéo NS, sendo

DESCRICAD utilizada pela DGT para a producéo da Carta de Portugal & escala 1:2 300 000, na qual todo
o territdrio de Portugal é representado, incluindo as regiies autanomas dos Agores e da
Madeira.

 [s meridianos séo linhas retas igualmente espagadas a convergir para um dos polos,

sendo os dngulos entre os meridianos ligeiramente inferiores aos angulos verdadeiros;

o [s paralelos séo circulos concéntricos centrados no polo de convergéncia, cujo

OUADRICULA espagamento vai aumentando com a disténcia as latitudes centrais;

* [ polo mais prdximo ao paralelo standard é representado por um ponto, mas o outro

polo néo é visivel;
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 Existe simetria em torno de qualquer meridiano.




9. Projecies conformes

Projegdo de Lambert Canica Conforme

 Aescala é mantida ao longo do paralelo, ou dos 2 paralelos standard, dependendo

da tangéncia ou secéncia, sendo também constante ao longo de qualquer paralelo;

] A projegéio é conforme em todos os pontos, exceto nos polos; =
CARATERISTICAS =
* Nocaso de haver 2 paralelos standard, estes ndo podem ser simétricos 3
relativamente ao Equador, sendo que os paralelos utilizados na carta a escala I: 2 gn,
500 000 séo 40°N e 320N, ES
Esta projecéo foi apresentada por Joham Heinrich Lambert em 1772, sendo também E
CURIOSIDADES n
conhecida como projecéo cénica ortomarfica. =
: : o - L
LIMITAGES As longitudes superiores a 133° Este ou Deste do meridiano central séio ajustadas,

correspondendo os limites dos mapas a 30° para evitar deformagées areais extremas.
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CONFORME)

a.4. PROJECAD DE LAMBERT (CONICA

2. Projecies conformes
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