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Espectros, FFT



Praticas

O Protocolo 1 esta no FENIX

Nesta semana: 12 PL: constituicao dos grupos (2 elementos), inicio do
trabalho.

Quem teve nota de pratica no ano anterior pode manté-la. Nesse caso
nao precisa de frequentar as PL.



No protocolo 1 vamos abordar

Analise de Fourier de dados sintéticos e reais
Calculo de espectros e sua interpretacao

Filtragem de dados com filtros simples e sua analise no dominio
espectral

Filtros de Fourier

Procedimentos genéricos de andlise: input/output, gestao de erros,
interpolacao, representacao grafica



O teorema de Fourier

— — 77 1 _ .
E (k) = 11;’:3 - g~ 2min /N f,(n) = ﬁzlﬁ’:(} ermmk/zv
(t) = Ay 4 - 2kt b i 2kt
f(t) = > k_El aj COS T © Sin T

Diz que eu posso reproduzir uma série temporal com N elementos, pela
soma de N sinusoides (algumas talvez com amplitude 0), de forma exata (a
menos do erro de arredondamento).

A reconstituicao da série temporal inclui uma constante (média) e sinusoides
(harmonicas) com frequéncia multipla de uma frequéncia fundamental
(21 /T).



2kt - 2mkt
+ by, sin T

a
f(t) = 7O+ z aj COS
k=1

Deve notar-se que:

21kt - 2wkt - (2mk
ay COS 7 + by, Sin - = (}, Sin T+qbk

Onde ¢, é a amplitude da sinusoide, e ¢, a sua fase inicial.

Na forma complexa:

Cr = |Fk|!¢k = tan_l(

Imag(Fy)
Real(F}) )



Espectros de amplitude e de fase

Em vez de analisar a parte Real e a parte Imaginaria da transformada
de Fourier, podemos analisar o seu moédulo, designado por espectro de

amplitude:

A(w) = |F(w)|
O seu espectro de fase (angulo no plano complexo)
Imag(F)
®(w) = tan~!
(@) = tan Real(F) )

Onde w = 2nf
Se f for real, o espectro de amplitude é simétrico.



fft da soma de dois senos

import numpy as np;import matplotlib.pyplot as plt
N=100;dt=1.;T=N*dt/4.;

t=np.linspace(0,dt* (N-1) ,N);
f=np.sin(2*np.pi*t/T)+2*np.sin(2*np.pi*t/(T/3))
plt.subplot(3,1,1) ;plt.plot(t, £f)
plt.title(r"$sin(2\pi t/25)+2 sin (2\pi t/8.33 )S$")
F=np.dFT (£f)

fNyg=1/(2*dt) ; df=2*£fNyq/ (N-1)
fregq=np.arange (0, fNyqg+df,6 df)

plt.subplot(3,1,2)

plt.plot(freq,np.abs (F[0:N//2+1])/(N//2)) #IMPORTANTE
plt.ylabel ('Amplitude') ;plt.xlabel('f (Hz)')



dFT da soma de dois senos
/" “sin(2nt/25) + 2sin(2nt/8.33)
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SO se mostra para F' > 0 (é uma fungao par)



Fast Fourier Transform N = 2k3mgn

As simetrias dos senos e cosenos podem ser aproveitadas para
desenhar algoritmos muito eficientes se o Numero de pontos da
amostra for da forma N = 2%3™5" (k,n,m € N).

Transformada discreta de Fourier em numpy
F=np.fft.fft (£f)

Transformada inversa
f=np.fft.ifft (F)



sin(2mt/500) + 2sinl2mtf166)
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from SCipy import fft 0 0 S0 750 1000 1250 1500 1750 2000
N_2 0 0 0 . dt_l . T—N*dt/ 4 dFT ( 2000) Process_time=17.828125 s
- 7 - o 7 - .

=]

Amplitude

t=np.linspace (0,dt* (N-1) ,N) ;

L=}

00 01 02 03 04 0’5
FFT { 2000) Process_time=0.000000 s

f=np.sin(2*np.pi*t/T)+2*np.sin(2*np.pi*t/(T/3))
fig,ax=plt.subplots (nrows=3) il

P

Amplitude

ax[O] .plot(t,f) 0.0 0.1 02 o 0.3 0.4 0.5
ax[0] .set title(r"$sin(2\pi t/%3i)+2 sin (2\pi t/%3i )$" %(T,T/3))
tO=process time () ;F=dFT (f) ;tl=process_time ()

fNyg=1/ (2*dt) ; df=2*fNyq/ (N-1)

fregq=np.arange (0, fNyg+df,h df)

ax[1l] .plot(freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))

ax[l] .set _ylabel ('Amplitude')

ax[l] .set_title('dFT (%5i) Process_time=%8.6f s' % (N,tl-t0)
tO=process_ time () ;F=fft.fft(f) ;tl=process time()

ax[2] .plot(freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))

ax[2] .set _ylabel ('Amplitude') ;plt.xlabel('f (Hz)')

ax[2] .set_title('FFT (%5i) Process_time=%8.6f s' % (N,tl-t0))

fig.tight layout()



F(freq) - F(T)

f=

Notas:

sin(2mt/500) + 2sin{2mt{166)

f=0; f(0) =0;F[0] = 0; Tpyax =

sin(2mt/500) + 25in{2mtf166)

25 75
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G dFT { 2000} Process_time=17.828125 s R dFT { 2000, ess time=17.937500 s
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fMAx—O.SHZ:T—ZS N = 5900 Hz = T = 2000s
ax[2] .plot(1/freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))
Nota: ————— = oo ax[2] .set_ylabel ('Amplitude') ;plt.xlabel('T (s)')
freq|0] ax[2] .set title('FFT (%5i) Process time=%8.6f s' % (N,tl-t0))



RESUMO: Uma série finita (amostra) ...

Tem uma transformada discreta de Fourier
F = F(f)
e existe uma transformada discreta inversa tal que:
f=F1E)
Trata-se de operacoes exatas (a menos do erro de arredondamento).

Em consequéncia, a funcdo f (no dominio fisico f(t) ou f(x)) tem a
mesma informacdo que o seu espectro F (no dominio transformado

f(w)ou f(ky)).



Nota

O facto de a transformada discreta ter a mesma informacao do que a
série discreta finita, nao implica que ela tenha toda a informacao da
série original (continua e infinita). Isso sé acontera nas condicoes
indicadas anteriormente.



Problema do dominio

Exatamente dois periodos
fundamentais.

Espectro OK

Pico em 0.04Hz=1/T

2.5 periodos fundamentais.

Espectro poluido

Mas, em ambos os casos
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Dominio inferior ao periodo fundamental

sin(2nt/25.00)
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Com dados reais

Existem muitas harmonicas e podemos nao saber qual a harmonica
fundamental.

E preciso ter bom senso e ensaiar diferentes aproximacées.

Por exemplo, se se tratar de uma série climatica (em que devem existir
ciclos anuais e diurnos) deve analisar-se um periodo que corresponda a
anos completos, ou a dias completos.



E agora, um caso real

CO> em Mauna LoalHawaii)
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£ Maunaloa NOAA - Notepad

File Edit View

2 ficheiros NOAA

3 1958.2027 315.70 314.
1958 4  1958.2877 317.45 315.
1958 5  1958.3699 317.51 314.
1958 6 1958.4548 317.24 315.
1958 7  1958.5370 315.86 315.
1958 8 1958.6219 314.93 316.
1958 9  1958.7068 313.20 316.
- 1958 10  1958.7890 312.43 315.
M Maunaloa Week NOAA= Notepad 1958 11  1958.8740 313.33 315,
https://gml.noaa.gov/ 1958 12  1958.9562 314.67 315.
File  Edit  View 1959 1 1959.0411 315.58 315,
1959 2 1959.1260 316.48 315.
# Start of week C02 molfrac (-999.99 = no data) increase 1959 3 1959.2027 316.65 315.
# (yr, mon, day, decimal) (ppm) #days 1 yr ago 1@ yr ago since 1800 1959 4 1959.2877 317.72 315.
1974 5 19 1974.3795 333.37 5§ -999.99  -999.99 50.40 1959 5 1959.3699 318.29 315.
1974 5 26 1974.3986 332.95 6 -999,99  -999,99 50.06 1959 6 1959.4548 318.15 316.
1974 6 2 1974.4178 332.35 5 -999.99  -999.99 49.60 1959 7 1959.5370 316.54 315.
1974 6 9 1974.4370 332.20 7 -999,99  -999,99 49.65 1959 8  1959.6219 314.80 316.
1974 6 16 1974.4562 332.37 7 -999,99  -999,99 50.06 1959 9 1959.7068 313.84 316.
1974 6 23 1974.4753 331.73 5 -999,99  -999,99 49.72 1959 10  1959.7890 313.33 316.
1974 6 30 1974.4945 331.68 6 -999.99  -999.99 50.02 1959 11  1959.8740 314.81 316.
1974 7 7 1974.5137 331.46 6 -999.99  -999,99 50.20 1959 12 1959.9562 315.58 316.
1974 7 14 1974.5329 330.83 5 -999.99  -999,99 50.01 1960 1 1960.0410 316.43 316.
1974 7 21 1974.5521 330.76 7 -999,99  -999,99 50.41 1960 2 1960.1257 316.98 316.
1974 7 28 1974.5712 329.80 4 -999.99  -999,99 49.97 1960 3 1960.2049 317.58 316.
1974 8 4 1974.5904 329.85 5 -999,99  -999,99 50.54 1960 4 1960.2896 319.03 316.
1974 8 11 1974.6096 329.15 5 -999,99  -999,99 50.37 1960 5 1960.3716 320.04 317.
1974 8 18 1974.6288 329.06 6 -999.99  -999,99 50.80 1960 6 1960.4563 319.59 317.
1974 8 25 1974.6479 328.33 7 -999,99  -999,99 50.54 1960 7 1960.5383 318.18 317.
1974 9 1 1974.6671 328.06 5 -999,99  -999,99 50.68 1960 8 1960.6230 315.90 317.
1974 9 8 1974.6863 327.56 4 -999,99  -999,99 50.53 1960 9 1960.7077 314.17 317.
1974 9 15 1974.7055 326.72 6 -999,99  -999,99 49,95 1960 1@  1960.7896 313.83 316.

9 5

1974 22 1974.7247 326.99 -999.99  -999,99 50.37 19606 11  1960.8743 315.00 316.

Ln1, Col 1



Dados mensais

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

ML=np.loadtxt ('MaunalLoa NOAA.txt')
year=ML[:, 2]

co2=ML][:, 3]

plt.plot(year,co2)
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400 - _
2 f = 357 ppm
& 350
ML=np.loadtxt ('MaunaLoa NOAA.txt') 1960 1970 1980 1930 2000 2010 2020
t=ML[:, 2] — =~
co2=ML[: , 3] o001 |Fy=2f
dt=1/12. #ano 2 400
Ezm
fig,ax=plt.subplots (nrows=2) )
N=len (co2) 0 1 2 3 4 5 5
F=fft.fft (co2) )

ax[0] .plot(t,co2)
ax[0] .set _ylabel('ppmv') ;ax[0] .set xlabel('year')

fNyg=1/ (2*dt) ; df=2*£fNyq/ (N-1)

freg=np.arange (0, fNyg+df 6 df)

ax[1l] .plot(freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))

ax[1l] .set _ylabel ('Amplitude') ;ax[1l].set xlabel(r'$f (y*{-1})$’)
fig.tight layout ()



Retirando a média

fig,ax=plt.subplots (nrows=3) N
f=co2-np.mean (co2) E
F=fft.£fft (f)

ax[0] .plot(t,co2)

ax[0] .set_ylabel ('ppmv’)

ax[0] .set_xlabel ('year')

ax[1l] .plot(t,£)

ax[l] .set ylabel (r'$\Delta ppmv$’)
fNyg=1/(2*dt) ; df=2*£fNyq/ (N-1)
freg=np.arange (0, fNyg+df , df)
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ax[2] .plot(freq,np.abs (F[0:N//2+1]1)/{N//2))

ax[2] .set _ylabel ('Amplitude') ;ax[2].s
fig.tight layout()
fig.show ()
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_xlabel (r'$f (y*{-1})$")




Retirando a tendéncia

pol=np.polyfit(t,co2,1)
co2trend=pol[1l]+pol[0]*t
fig,ax=plt.subplots (nrows=3)
ax[0] .plot(t,co2,label=r'$CO 25')

ax[0] .plot(t,co2trend,label="'trend"')

ax[0] .legend()
f=co2-co2trend

ax[1l] .plot(t,f,label=r'$CO_2\ detrended$')

ax[1l].legend()
F=fft.fft (£f)

ax[2] .plot(freq,np.abs (F[0:N//2+1]1)/(N//2))
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ax[2] .set _ylabel ('Amplitude') ;ax[2].set xlabel(r'$f (y*{-1})$"')

plt.tight layout()




De novo mas il %%MW
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fig,ax=plt.subplots (nrows=3) ED- 1 ! i — RED TAJL
f=co2-co2trend 107 | 100 Baixas
ax[0] .plot (t,f,label=r'$CO 2\ detrended$') periodoly frequéncias

ax[0].legend()

F=fft.£ft (£)

ax[1l] .plot(freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))

ax[1l] .set _ylabel ('Amplitude’)

ax[1].set_xlabel(r'$f (y*{-1})$")

ax[2] .plot(1l/freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))

ax[2] .set xscale('log')

ax[2] .set _ylabel ('Amplitude') ;ax[2].set xlabel (r'SPeriodo (y)$')
plt.tight layout()



