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Espectros, FFT



Práticas

O Protocolo 1 está no FENIX
Nesta semana: 1ª PL: constituição dos grupos (2 elementos), início do 
trabalho.
Quem teve nota de prática no ano anterior pode mantê-la. Nesse caso
não precisa de frequentar as PL.



No protocolo 1 vamos abordar

Análise de Fourier de dados sintéticos e reais
Cálculo de espectros e sua interpretação
Filtragem de dados com filtros simples e sua análise no domínio 
espectral
Filtros de Fourier
Procedimentos genéricos de análise: input/output, gestão de erros, 
interpolação, representação gráfica



O teorema de Fourier 
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Diz que eu posso reproduzir uma série temporal com N elementos, pela 
soma de N sinusoides (algumas talvez com amplitude 0), de forma exata (a 
menos do erro de arredondamento). 

A reconstituição da série temporal inclui uma constante (média) e sinusoides
(harmónicas) com frequência múltipla de uma frequência fundamental 
(



Deve notar-se que:
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Onde ௞ é a amplitude da sinusóide, e ௞ a sua fase inicial.
Na forma complexa:
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Espectros de amplitude e de fase

Em vez de analisar a parte Real e a parte Imaginária da transformada
de Fourier, podemos analisar o seu módulo, designado por espectro de 
amplitude:

O seu espectro de fase (ângulo no plano complexo)
ିଵ

Onde
Se for real, o espectro de amplitude é simétrico.



fft da soma de dois senos

import numpy as np;import matplotlib.pyplot as plt
N=100;dt=1.;T=N*dt/4.;
t=np.linspace(0,dt*(N-1),N);
f=np.sin(2*np.pi*t/T)+2*np.sin(2*np.pi*t/(T/3))
plt.subplot(3,1,1);plt.plot(t,f)
plt.title(r"$sin(2\pi t/25)+2 sin (2\pi t/8.33 )$")
F=np.dFT(f)
fNyq=1/(2*dt); df=2*fNyq/(N-1)
freq=np.arange(0,fNyq+df,df)
plt.subplot(3,1,2)
plt.plot(freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2)) #IMPORTANTE
plt.ylabel('Amplitude');plt.xlabel('f (Hz)')



dFT da soma de dois senos

F[0:N//2+1])/(N//2)

Só se mostra para (é uma função par)



Fast Fourier Transform 

As simetrias dos senos e cosenos podem ser aproveitadas para 
desenhar algoritmos muito eficientes se o Número de pontos da 
amostra for da forma ௞ ௠ ௡ .

Transformada discreta de Fourier em numpy
F=np.fft.fft(f)

Transformada inversa
f=np.fft.ifft(F)



from scipy import fft
N=2000;dt=1.;T=N*dt/4.
t=np.linspace(0,dt*(N-1),N);

f=np.sin(2*np.pi*t/T)+2*np.sin(2*np.pi*t/(T/3))
fig,ax=plt.subplots(nrows=3)
ax[0].plot(t,f)
ax[0].set_title(r"$sin(2\pi t/%3i)+2 sin (2\pi t/%3i )$" %(T,T/3))
t0=process_time();F=dFT(f);t1=process_time()
fNyq=1/(2*dt); df=2*fNyq/(N-1)
freq=np.arange(0,fNyq+df,df)
ax[1].plot(freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))
ax[1].set_ylabel('Amplitude')
ax[1].set_title('dFT (%5i) Process_time=%8.6f s' % (N,t1-t0)
t0=process_time();F=fft.fft(f);t1=process_time()
ax[2].plot(freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))
ax[2].set_ylabel('Amplitude');plt.xlabel('f (Hz)')
ax[2].set_title('FFT (%5i) Process_time=%8.6f s' % (N,t1-t0))

fig.tight_layout()



ax[2].plot(1/freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))
ax[2].set_ylabel('Amplitude');plt.xlabel('T (s)')
ax[2].set_title('FFT (%5i) Process_time=%8.6f s' % (N,t1-t0))

Notas:  ெ஺௑

𝑓ெ஺௑ = 0.5𝐻𝑧 ⟹ 𝑇 = 2𝑠 𝑓ெூே =
2 × 0.5

2000
𝐻𝑧 ⟹ 𝑇 = 2000𝑠

Nota: ଵ
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RESUMO: Uma série finita (amostra) …

Tem uma transformada discreta de Fourier

e existe uma transformada discreta inversa tal que:
ିଵ

Trata-se de operações exatas (a menos do erro de arredondamento).

Em consequência, a função (no domínio físico ou ) tem a 
mesma informação que o seu espectro (no domínio transformado 

ou ௫ ).



Nota

O facto de a transformada discreta ter a mesma informação do que a 
série discreta finita, não implica que ela tenha toda a informação da 
série original (contínua e infinita). Isso só aconterá nas condições
indicadas anteriormente.



Problema do domínio
Exatamente dois periodos
fundamentais.
Espectro OK
Pico em 0.04Hz=1/T

2.5 periodos fundamentais.
Espectro poluído

Mas, em ambos os casos
ିଵ

0.04



Domínio inferior ao período fundamental

Pico em 0Hz (média não nula) 

Mas, 
ିଵ



Com dados reais

Existem muitas harmónicas e podemos não saber qual a harmónica 
fundamental. 
É preciso ter bom senso e ensaiar diferentes aproximações.
Por exemplo, se se tratar de uma série climática (em que devem existir 
ciclos anuais e diurnos) deve analisar-se um período que corresponda a 
anos completos, ou a dias completos.



E agora, um caso real



2 ficheiros NOAA

https://gml.noaa.gov/



Dados mensais

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

ML=np.loadtxt('MaunaLoa_NOAA.txt')
year=ML[:,2]
co2=ML[:,3]
plt.plot(year,co2)



ML=np.loadtxt('MaunaLoa_NOAA.txt')
t=ML[:,2]
co2=ML[:,3]
dt=1/12. #ano

fig,ax=plt.subplots(nrows=2)
N=len(co2)
F=fft.fft(co2)

ax[0].plot(t,co2)
ax[0].set_ylabel('ppmv');ax[0].set_xlabel('year')

fNyq=1/(2*dt); df=2*fNyq/(N-1)
freq=np.arange(0,fNyq+df,df)
ax[1].plot(freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))
ax[1].set_ylabel('Amplitude');ax[1].set_xlabel(r'$f (y^{-1})$’)
fig.tight_layout()

𝑓 ̅ ≈ 357 𝑝𝑝𝑚

଴



Retirando a média
fig,ax=plt.subplots(nrows=3)
f=co2-np.mean(co2)
F=fft.fft(f)
ax[0].plot(t,co2)
ax[0].set_ylabel('ppmv’)
ax[0].set_xlabel('year')
ax[1].plot(t,f)
ax[1].set_ylabel(r'$\Delta ppmv$’)
fNyq=1/(2*dt); df=2*fNyq/(N-1)
freq=np.arange(0,fNyq+df,df)
ax[2].plot(freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))
ax[2].set_ylabel('Amplitude');ax[2].set_xlabel(r'$f (y^{-1})$')
fig.tight_layout()
fig.show()

Baixas
frequências

RED

𝐹଴ = 0



Retirando a tendência
pol=np.polyfit(t,co2,1)
co2trend=pol[1]+pol[0]*t
fig,ax=plt.subplots(nrows=3)
ax[0].plot(t,co2,label=r'$CO_2$’)
ax[0].plot(t,co2trend,label='trend')
ax[0].legend()
f=co2-co2trend
ax[1].plot(t,f,label=r'$CO_2\ detrended$')
ax[1].legend()
F=fft.fft(f)
ax[2].plot(freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))
ax[2].set_ylabel('Amplitude');ax[2].set_xlabel(r'$f (y^{-1})$')
plt.tight_layout()



De novo mas 
mudando o gráfico

fig,ax=plt.subplots(nrows=3)
f=co2-co2trend
ax[0].plot(t,f,label=r'$CO_2\ detrended$')
ax[0].legend()
F=fft.fft(f)
ax[1].plot(freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))
ax[1].set_ylabel('Amplitude’)
ax[1].set_xlabel(r'$f (y^{-1})$')
ax[2].plot(1/freq,np.abs(F[0:N//2+1])/(N//2))
ax[2].set_xscale('log')
ax[2].set_ylabel('Amplitude');ax[2].set_xlabel(r'$Período (y)$')
plt.tight_layout()

RED TAIL
Baixas

frequências


