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•  Método	de	Runge-Ku.a	4a	ordem	(RK4)	

•  Advecção	2D	

	
h.p://modnum.ucs.ciencias.ulisboa.pt	

	



Diferenças finitas

•  Diferenças	avançadas:	

•  Diferenças	retardadas:	

•  Diferenças	centradas:	

f(x0 +�x)� f(x0 ��x) = 2

✓
@f

@x

◆

x=x0

�x+
2

3!

✓
@

3
f

@x

3

◆

x=x0

�x

3 + ...

✓
@f

@x

◆

x=x0

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)� 2

3!

⇣
@

3
f

@x

3

⌘

x=x0

�x

3 + ...

2�x

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)

2�x

�
2
3!

⇣
@

3
f

@x

3

⌘

x=x0

�x

3

2�x

+ ...

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)

2�x

� 1

3!

✓
@

3
f

@x

3

◆

x=x0

�x

2 + ...

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)

2�x

+O(�x

2)

(3)

✓
@f

@x

◆

x=x0

=
f(x0 +�x)� f(x0)

�x

+O(�x)

✓
@f

@x

◆

x=x0

=
f(x0)� f(x0 ��x)

�x

+O(�x)

✓
@f

@x

◆

x=x0

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)

2�x

+O(�x

2)

2

f(x0 +�x)� f(x0 ��x) = 2

✓
@f

@x

◆

x=x0

�x+
2

3!

✓
@

3
f

@x

3

◆

x=x0

�x

3 + ...

✓
@f

@x

◆

x=x0

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)� 2

3!

⇣
@

3
f

@x

3

⌘

x=x0

�x

3 + ...

2�x

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)

2�x

�
2
3!

⇣
@

3
f

@x

3

⌘

x=x0

�x

3

2�x

+ ...

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)

2�x

� 1

3!

✓
@

3
f

@x

3

◆

x=x0

�x

2 + ...

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)

2�x

+O(�x

2)

(3)

✓
@f

@x

◆

x=x0

=
f(x0 +�x)� f(x0)

�x

+O(�x)

✓
@f

@x

◆

x=x0

=
f(x0)� f(x0 ��x)

�x

+O(�x)

✓
@f

@x

◆

x=x0

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)

2�x

+O(�x

2)

2

f(x0 +�x)� f(x0 ��x) = 2

✓
@f

@x

◆

x=x0

�x+
2

3!

✓
@

3
f

@x

3

◆

x=x0

�x

3 + ...

✓
@f

@x

◆

x=x0

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)� 2

3!

⇣
@

3
f

@x

3

⌘

x=x0

�x

3 + ...

2�x

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)

2�x

�
2
3!

⇣
@

3
f

@x

3

⌘

x=x0

�x

3

2�x

+ ...

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)

2�x

� 1

3!

✓
@

3
f

@x

3

◆

x=x0

�x

2 + ...

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)

2�x

+O(�x

2)

(3)

✓
@f

@x

◆

x=x0

=
f(x0 +�x)� f(x0)

�x

+O(�x)

✓
@f

@x

◆

x=x0

=
f(x0)� f(x0 ��x)

�x

+O(�x)

✓
@f

@x

◆

x=x0

=
f(x0 +�x)� f(x0 ��x)

2�x

+O(�x

2)

2

Modelação Numérica DEGGE    

4 

 
𝑑𝑦
𝑑𝑡 =  𝑦 (𝑎 +  ∆𝑡) − 𝑦(𝑎)

∆𝑡  

 
Neste caso representam-se as diferenças finitas avançadas. Notar que esta 
expressão corresponde ao declive da recta tangente ao ponto y(a), tal como 
acima descrito.  
 
A escolha de um determinado método numérico exige algumas considerações 
prévias: 
 

a) Precisão – relacionada com o erro de aproximação  
b) Estabilidade – o erro é estável? 
c) Convergência – a solução numérica converge para a solução analítica 

quando ∆𝑡 → 0? 
 
De forma genérica, podem ainda definir-se três tipos de diferenças finitas: 
 
Avançadas  

𝑑𝑦
𝑑𝑡 ≈  𝑦 (𝑡 +  ∆𝑡) − 𝑦(𝑡)

∆𝑡  
 
Retardadas 

𝑑𝑦
𝑑𝑡 ≈  𝑦 (𝑡) − 𝑦(𝑡 −  ∆𝑡)

∆𝑡  
 
Centradas 

𝑑𝑦
𝑑𝑡 ≈  𝑦 (𝑡 +  ∆𝑡) − 𝑦(𝑡 −  ∆𝑡)

2∆𝑡  
 

 
 
 

Aula	passada	

A	aproximação	é	melhor	quando	Δx	->	0	

As	diferenças	centradas	dão	uma	aproximação	mais	exacta	



Equação de advecção (linear, 1D) @T
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0. FTCS – Forward-Mme, central space (método instável)
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Diferenças	avançadas	
no	tempo	

Diferenças	centradas	
no	espaço	
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# -*- coding: utf-8 -*-
"""
Created on Tue Feb 14 12:17:30 2017

@author: susana
"""

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

plt.rcParams['figure.figsize'] = 10, 6

#%% Parâmetros

nx=1000; dx=5.            # número de pontos no espaço, intervalo entre pontos no espaço
nt=5000; dt=1.              # número de pontos no tempo, intervalo entre pontos no tempo
u=2.
x=np.arange(0,nx*dx,dx)     # vector de posições

#%% Condições iniciais

x0=dx*nx/2                  # ponto onde a temperatura inicial é máxima
L=100                       # largura da anomalia inicial de temperatura
Ti=np.exp(-((x-x0)/L)**2)   # vector de temperaturas iniciais
T=np.zeros(len(x))          # inicializar o vector de temperaturas presentes
Tp=np.zeros(len(x))         # inicializar o vector de temperaturas futuras (próximas)
T[:]=Ti[:]                  

# Evolução do sistema

isp=1
for it in range(1,nt):
    for ix in range(1,nx-1):

1        Tp[ix] = T[ix] - u*dt/(2*dx)* (T[ix+1] - T[ix-1])   # próxima temperatura

    Tp[nx-1] = T[nx-1] - u*dt/(2*dx)* (T[0] - T[nx-2])      # fronteira cíclica
    Tp[0] = T[0] - u*dt/(2*dx)* (T[1] - T[nx-1])            # fronteira cíclica
    T[:]=Tp[:]

    if (it+1)%250==0 and isp<=5:
        plt.subplot(5,1,isp)
        plt.plot(x,Ti,'b', x,T,'r')
        plt.xlabel('x')
        plt.ylabel('T')
        plt.title('t='+str(it*dt))
        plt.grid()
        isp += 1
    
    if max(T) > 10:
        print('it=' + str(it)+ ', T=' + str(T))
        break

plt.tight_layout()
            
#%%

#
##%% Parâmetros
#dt=1.                        # intervalo de amostragem
#N=3000                      # número de pontos da amostra
#t=np.arange(0,N*dt,dt)      # vector de tempos
#T=np.array([50.,100.,10.])  # períodos dos vários sinais
#NS=len(T);                  # número de sinais
#NJ=200                      # número de pontos da janela do espectrograma
#
#omega=2.*pi/T               # frequências angulares dos vários sinais
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0. FTCS – Forward-Mme, central space (método instável)
u	nΔt	

t=0	 t=tn	
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0. FTCS – Forward-Mme, central space (método instável)

t=0	 t=tn	
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1. Aproximação de Lax–Friedrichs

•  Em	vez	de:	

•  Fazemos:	

•  ConUnua	a	ser	um	método	com	1	nível	temporal	e	de	primeira	ordem	
no	tempo	e	segunda	no	espaço.		
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1. Comportamento do método Lax
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1. Comportamento do método Lax (10 voltas)

•  Estável,	difusivo:	

•  Estável	(quase	perfeito!):	

•  Instável	

•  Número	de	Courant:	
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2. Upstream differencing

•  FTCS:	

•  Se	u>0:	

•  Se	u<0:	

	

Método	de	primeira	ordem	tanto	no	espaço	como	no	tempo,	explícito,	de	
1	nível.		
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3. Leapfrog (2a ordem)
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Impacto do espetro da perturbação a ser advectada 
(Courant=0.2, L=500)
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Métodos de Runge-Ku]a RK4 
(explícito, 4a ordem)
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Figure 16.1.3. Fourth-order Runge-Kutta method. In each step the derivative is evaluated four times:
once at the initial point, twice at trial midpoints, and once at a trial endpoint. From these derivatives the
final function value (shown as a filled dot) is calculated. (See text for details.)

contemporary practice of science rather than as a statement about strict mathematics.
That is, it reflects the nature of the problems that contemporary scientists like to solve.

For many scientific users, fourth-order Runge-Kutta is not just the first word on
ODE integrators, but the last word as well. In fact, you can get pretty far on this old
workhorse, especially if you combine it with an adaptive stepsize algorithm. Keep
in mind, however, that the old workhorse’s last trip may well be to take you to the
poorhouse: Bulirsch-Stoer or predictor-corrector methods can be very much more
efficient for problems where very high accuracy is a requirement. Those methods
are the high-strung racehorses. Runge-Kutta is for ploughing the fields. However,
even the old workhorse is more nimble with new horseshoes. In §16.2 we will give
a modern implementation of a Runge-Kutta method that is quite competitive as long
as very high accuracy is not required. An excellent discussion of the pitfalls in
constructing a good Runge-Kutta code is given in [3].

Here is the routine for carrying out one classical Runge-Kutta step on a set
of n differential equations. You input the values of the independent variables, and
you get out new values which are stepped by a stepsize h (which can be positive or
negative). You will notice that the routine requires you to supply not only function
derivs for calculating the right-hand side, but also values of the derivatives at the
starting point. Why not let the routine call derivs for this first value? The answer
will become clear only in the next section, but in brief is this: This call may not be
your only one with these starting conditions. You may have taken a previous step
with too large a stepsize, and this is your replacement. In that case, you do not
want to call derivs unnecessarily at the start. Note that the routine that follows
has, therefore, only three calls to derivs.

#include "nrutil.h"

void rk4(float y[], float dydx[], int n, float x, float h, float yout[],
void (*derivs)(float, float [], float []))

Given values for the variables y[1..n] and their derivatives dydx[1..n] known at x, use the
fourth-order Runge-Kutta method to advance the solution over an interval h and return the
incremented variables as yout[1..n], which need not be a distinct array from y. The user
supplies the routine derivs(x,y,dydx), which returns derivatives dydx at x.
{

int i;
float xh,hh,h6,*dym,*dyt,*yt;

dym=vector(1,n);
dyt=vector(1,n);
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Figure 16.1.1. Euler’s method. In this simplest (and least accurate) method for integrating an ODE,
the derivative at the starting point of each interval is extrapolated to find the next function value. The
method has first-order accuracy.
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Figure 16.1.2. Midpoint method. Second-order accuracy is obtained by using the initial derivative at
each step to find a point halfway across the interval, then using the midpoint derivative across the full
width of the interval. In the figure, filled dots represent final function values, while open dots represent
function values that are discarded once their derivatives have been calculated and used.

idea. By far the most often used is the classical fourth-order Runge-Kutta formula,
which has a certain sleekness of organization about it:

k1 = hf(xn, yn)

k2 = hf(xn +
h

2
, yn +

k1

2
)

k3 = hf(xn +
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2
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)

k4 = hf(xn + h, yn + k3)

yn+1 = yn +
k1

6
+

k2

3
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k3

3
+

k4

6
+ O(h5) (16.1.3)

The fourth-order Runge-Kutta method requires four evaluations of the right-
hand side per step h (see Figure 16.1.3). This will be superior to the midpoint
method (16.1.2) if at least twice as large a step is possible with (16.1.3) for the same
accuracy. Is that so? The answer is: often, perhaps even usually, but surely not
always! This takes us back to a central theme, namely that high order does not always
mean high accuracy. The statement “fourth-order Runge-Kutta is generally superior
to second-order” is a true one, but you should recognize it as a statement about the

Mid-point	methods	
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Métodos de Runge-Ku]a RK4 
(explícito, 4a ordem)
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#    T[ix] = Tm[ix] - u*dt/(2*dx)* (Tm[ix+1] - Tm[ix-1])   # próxima temperatura
#T[nx-1] = Tm[nx-1] - u*dt/(2*dx)* (Tm[0] - Tm[nx-2])
#T[0] = Tm[0] - u*dt/(2*dx)* (Tm[1] - Tm[nx-2])
#
## passos seguintes:
#for it in range(2,nt):
#    for ix in range(1,nx-1):
#        Tp[ix] = Tm[ix] - u*dt/(2*dx)* (T[ix+1] - T[ix-1])              # temperatura futura (P)
#
#    Tp[nx-1] = Tm[nx-1] - u*dt/(2*dx)* (T[0] - T[nx-2])         # fronteira cíclica
#    Tp[0] = Tm[0] - u*dt/(2*dx)* (T[1] - T[nx-1])               # fronteira cíclica
#    T[:]=T[:]+filtro*(Tm+Tp-2*T)
#    Tm[:]=T[:]
#    T[:]=Tp[:]
#
#Tleapfrog=T
#
#plt.subplot(3,1,isp)
#plt.plot(x,Ti,'b', x,T,'r')
#plt.xlabel('x')
#plt.ylabel('T')
#plt.title('Leapfrog, filtro='+str(filtro))
#plt.grid()
#isp+=1

#%% RK4
#%% Condições iniciais

T=np.zeros(len(x))          # inicializar o vector de temperaturas presentes (N)
Tn=np.zeros(len(x))         # inicializar o vector de temperaturas intermédias 
Tp=np.zeros(len(x))         # inicializar o vector de temperaturas futuras 
K1=np.zeros(len(x))         # inicializar o vector K1
K2=np.zeros(len(x))         # inicializar o vector K2

7K3=np.zeros(len(x))         # inicializar o vector K3
K4=np.zeros(len(x))         # inicializar o vector K4
T[:]=Ti[:]                  

# Evolução do sistema

for it in range(1,nt):
    for ix in range(1,nx-1):
        K1[ix] = - u/(2*dx)* (T[ix+1] - T[ix-1])        
    K1[nx-1] = - u/(2*dx)* (T[0] - T[nx-2])             # fronteira cíclica
    K1[0] = - u/(2*dx)* (T[1] - T[nx-1])                # fronteira cíclica

    Tn=T+.5*dt*K1
    for ix in range(1,nx-1):
        K2[ix] = - u/(2*dx)* (Tn[ix+1] - Tn[ix-1])        
    K2[nx-1] = - u/(2*dx)* (Tn[0] - Tn[nx-2])             # fronteira cíclica
    K2[0] = - u/(2*dx)* (Tn[1] - Tn[nx-1])                # fronteira cíclica

    Tn=T+.5*dt*K2
    for ix in range(1,nx-1):
        K3[ix] = - u/(2*dx)* (Tn[ix+1] - Tn[ix-1])        
    K3[nx-1] = - u/(2*dx)* (Tn[0] - Tn[nx-2])             # fronteira cíclica
    K3[0] = - u/(2*dx)* (Tn[1] - Tn[nx-1])                # fronteira cíclica

    Tn=T+dt*K3
    for ix in range(1,nx-1):
        K4[ix] = - u/(2*dx)* (Tn[ix+1] - Tn[ix-1])        
    K4[nx-1] = - u/(2*dx)* (Tn[0] - Tn[nx-2])             # fronteira cíclica
    K4[0] = - u/(2*dx)* (Tn[1] - Tn[nx-1])                # fronteira cíclica

    Tp = T+dt/6.*(K1+2.*K2+2.*K3+K4)                    # temperatura futura (P)
    T[:]=Tp[:]
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Resposta a diferentes escalas espaciais @T
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Perturbação muito localizada
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Advecção 2D

1D:	

2D:	
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Advecção 2D

1D:	

2D:	
Outra	notação:	
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Advecção 2D
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Esta	forma	é	usável	em	duas	condições:	

•  u,	v	=	constante	(advecção	linear)	
•  																						(fluído	incompressível)	
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# -*- coding: utf-8 -*-
"""
Created on Tue Feb 14 12:17:30 2017

@author: susana
"""

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
from matplotlib import cm

plt.rcParams['figure.figsize'] = 10, 6

#%% Parâmetros

# discretização
nt=2000; nx=101; ny=101             # número de pontos no tempo e espaço (x e y)
passo=10;                           # intervalo ebtre figuras
dx=1000.; dy=1000.;                 # espaçamento dos pontos no espaço (x e y)
x = np.arange(0,nx)*dx              # vector de pontos no espaço (x)
y = np.arange(0,ny)*dy              # vector de pontos no espaço (y)

xmin=min(x); xmax=max(x)            # valor mínimo e máximo do vector x
ymin=min(y); ymax=max(y)            # valor mínimo e máximo do vector y

xx=np.zeros([nx,ny])                # matriz 2D de valores x (posição em x)
yy=np.zeros([nx,ny])                # matriz 2D de valores y (posição em y)
for ix in range(nx):
    for iy in range(ny):
        xx[ix,iy] = x[ix]
        yy[ix,iy] = y[iy]

1# estação
ixStation = nx-2                    # posição da estação, coordenada x
iyStation = ny/2                    # posição da estação, coordenada y
hStation = np.zeros(nt)             # valores da variável h na estação

# velocidades
uspeed=10                               # velocidade de propagação da direcção x                     
vspeed=0                                # velocidade de propagação da direcção y 
ws = np.sqrt(uspeed**2 + vspeed**2)     # velocidade de propagação total 

dt = 0.68 * dx / ws                     # espaçamento entre pontos no tempo
dt2dx = dt/(2*dx)                       # dt/(2 dx)
dt2dy = dt/(2*dy)                       # dt/(2 dy)

courant = ws*dt/dx                      # número de courant

u = uspeed * np.ones([nx,ny])       # matriz de velocidades (x)
uP = np.zeros([nx,ny])              # matriz de velocidades futuras (x)
uP[:] = u[:]                        # inicialização da matriz de velocidades futuras (x)

v = vspeed * np.ones([nx,ny])       # matriz de velocidades (y)
vP = np.zeros([nx,ny])              # matriz de velocidades futuras (y)
vP[:] = v[:]                        # inicialização da matriz de velocidades futuras (y)

#%% Definição de h inicial (perturbação/sinal a propagar/advectar)

hJUMP=10                    # amplitude inicial do sinal
xJUMP=(xmax+xmin)/2.        # localização inicial (em x) do sinal (= valor médio/central do vector x)
LxJUMP=10.*dx               # largura inicial do sinal (x)
yJUMP=(ymax+ymin)/2.        # localização inicial (em y) do sinal (= valor médio/central do vector y)
LyJUMP=1000.*dy             # largura inicial do sinal (y)

2
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# -*- coding: utf-8 -*-
"""
Created on Tue Feb 14 12:17:30 2017

@author: susana
"""

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
from matplotlib import cm

plt.rcParams['figure.figsize'] = 10, 6

#%% Parâmetros

# discretização
nt=2000; nx=101; ny=101             # número de pontos no tempo e espaço (x e y)
passo=10;                           # intervalo ebtre figuras
dx=1000.; dy=1000.;                 # espaçamento dos pontos no espaço (x e y)
x = np.arange(0,nx)*dx              # vector de pontos no espaço (x)
y = np.arange(0,ny)*dy              # vector de pontos no espaço (y)

xmin=min(x); xmax=max(x)            # valor mínimo e máximo do vector x
ymin=min(y); ymax=max(y)            # valor mínimo e máximo do vector y

xx=np.zeros([nx,ny])                # matriz 2D de valores x (posição em x)
yy=np.zeros([nx,ny])                # matriz 2D de valores y (posição em y)
for ix in range(nx):
    for iy in range(ny):
        xx[ix,iy] = x[ix]
        yy[ix,iy] = y[iy]
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iyStation = ny/2                    # posição da estação, coordenada y
hStation = np.zeros(nt)             # valores da variável h na estação

# velocidades
uspeed=10                               # velocidade de propagação da direcção x                     
vspeed=0                                # velocidade de propagação da direcção y 
ws = np.sqrt(uspeed**2 + vspeed**2)     # velocidade de propagação total 

dt = 0.68 * dx / ws                     # espaçamento entre pontos no tempo
dt2dx = dt/(2*dx)                       # dt/(2 dx)
dt2dy = dt/(2*dy)                       # dt/(2 dy)

courant = ws*dt/dx                      # número de courant

u = uspeed * np.ones([nx,ny])       # matriz de velocidades (x)
uP = np.zeros([nx,ny])              # matriz de velocidades futuras (x)
uP[:] = u[:]                        # inicialização da matriz de velocidades futuras (x)

v = vspeed * np.ones([nx,ny])       # matriz de velocidades (y)
vP = np.zeros([nx,ny])              # matriz de velocidades futuras (y)
vP[:] = v[:]                        # inicialização da matriz de velocidades futuras (y)

#%% Definição de h inicial (perturbação/sinal a propagar/advectar)

hJUMP=10                    # amplitude inicial do sinal
xJUMP=(xmax+xmin)/2.        # localização inicial (em x) do sinal (= valor médio/central do vector x)
LxJUMP=10.*dx               # largura inicial do sinal (x)
yJUMP=(ymax+ymin)/2.        # localização inicial (em y) do sinal (= valor médio/central do vector y)
LyJUMP=2000.*dy             # largura inicial do sinal (y)

# perturbação/sinal inicial:
h = hJUMP*np.exp(-((xx-xJUMP)/LxJUMP)**2 - ((yy-yJUMP)/LyJUMP)**2)
hP = np.zeros([nx,ny])                      # sinal no passo temporal seguinte

2



hStation[0] = h[ixStation, iyStation]       # localização da estação (x,y)

# plot
plt.close()
plt.rcParams['figure.figsize'] = 8, 6

# plt.contourf(xx,yy,h)
plt.pcolor(xx,yy,h)                 # figura 2D do sinal inicial
plt.clim(0,10)                      # limites da barra de cores
cb=plt.colorbar()
cb.set_label(u'Amplitude da perturbação')   # legenda da barra de cores

# marcar a estação com um ponto branco
plt.scatter(xx[ixStation, iyStation], yy[ixStation, iyStation], c='w', edgecolors='w')

plt.xlabel(u'Posição x (m)')
plt.ylabel(u'Posição y (m)')
plt.title(u'Perturbação t=0 s')

plt.savefig('fig/advection2d-lax-t0.png')

#%% Implementação do método LAX, propagar o sinal no tempo

for it in range(1,nt):
    hu = h*u
    hv = h*v
    
    # Avançar o sinal em todo o domínio excepto nas fronteiras
    for ix in range(1,nx-1):
        for iy in range(1,ny-1):
            hP[ix,iy] = (h[ix-1,iy] + h[ix+1,iy] + h[ix,iy-1] + h[ix,iy+1])/4. \
                - dt2dx * (hu[ix+1,iy] - hu[ix-1,iy]) \
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Advecção 2D

iyStation = ny/2                    # posição da estação, coordenada y
hStation = np.zeros(nt)             # valores da variável h na estação

# velocidades
uspeed=10                               # velocidade de propagação da direcção x                     
vspeed=0                                # velocidade de propagação da direcção y 
ws = np.sqrt(uspeed**2 + vspeed**2)     # velocidade de propagação total 

dt = 0.68 * dx / ws                     # espaçamento entre pontos no tempo
dt2dx = dt/(2*dx)                       # dt/(2 dx)
dt2dy = dt/(2*dy)                       # dt/(2 dy)

courant = ws*dt/dx                      # número de courant

u = uspeed * np.ones([nx,ny])       # matriz de velocidades (x)
uP = np.zeros([nx,ny])              # matriz de velocidades futuras (x)
uP[:] = u[:]                        # inicialização da matriz de velocidades futuras (x)

v = vspeed * np.ones([nx,ny])       # matriz de velocidades (y)
vP = np.zeros([nx,ny])              # matriz de velocidades futuras (y)
vP[:] = v[:]                        # inicialização da matriz de velocidades futuras (y)

#%% Definição de h inicial (perturbação/sinal a propagar/advectar)

hJUMP=10                    # amplitude inicial do sinal
xJUMP=(xmax+xmin)/2.        # localização inicial (em x) do sinal (= valor médio/central do vector x)
LxJUMP=10.*dx               # largura inicial do sinal (x)
yJUMP=(ymax+ymin)/2.        # localização inicial (em y) do sinal (= valor médio/central do vector y)
LyJUMP=2000.*dy             # largura inicial do sinal (y)

# perturbação/sinal inicial:
h = hJUMP*np.exp(-((xx-xJUMP)/LxJUMP)**2 - ((yy-yJUMP)/LyJUMP)**2)
hP = np.zeros([nx,ny])                      # sinal no passo temporal seguinte

2

y

n+1 = y

n

+
�t

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

t

n+1 = t

n

+�t

(4)

k1 = f (t
n

, y

n

)

k2 = f

✓
t

n

+
�t

2
, y

n

+
�t

2
k1

◆

k3 = f

✓
t

n

+
�t

2
, y

n

+
�t

2
k2

◆

k4 = f (t
n

+�t, y

n

+�t k3)

(5)

@h

@t

= �u

@h

@x

@h

@t

= �u

x

@h

@x

� u

y

@h

@y

@h

@t

= �u

@h

@x

� v

@h

@y

@h

@t

= �u

@h

@x

� v

@h

@y

=) @h

@t

= �@uh

@x

� @vh

@y

@h

@t

= �r(~uh), ~vh é o fluxo de h

@u

@x

+
@u

@y

= 0

h

n+1
k,j

� h

n

k,j

�t

= �u

n

k+1,jh
n

k+1,j � u

n

k�1,jh
n

k�1,j

2�x

� v

n

k,j+1h
n

k,j+1 � v

n

k,j�1h
n

k,j�1

2�y

h

n+1
k,j

� h

n

k,j

= ��t

u

n

k+1,jh
n

k+1,j � u

n

k�1,jh
n

k�1,j

2�x

��t

v

n

k,j+1h
n

k,j+1 � v

n

k,j�1h
n

k,j�1

2�y

h

n+1
k,j

= h

n

k,j

��t

u

n

k+1,jh
n

k+1,j � u

n

k�1,jh
n

k�1,j

2�x

��t

v

n

k,j+1h
n

k,j+1 � v

n

k,j�1h
n

k,j�1

2�y

h

n+1
k,j

=
1

4
(hn

k�1,j+h

n

k+1,j+h

n

k,j�1+h

n

k,j+1)��t

u

n

k+1,jh
n

k+1,j � u

n

k�1,jh
n

k�1,j

2�x

��t

v

n

k,j+1h
n

k,j+1 � v

n

k,j�1h
n

k,j�1

2�y

h = h0e
�
⇣

x�x0
L

x

⌘2
�
⇣

y�y0
L

y

⌘2

3



Advecção 2D

y

n+1 = y

n

+
�t

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

t

n+1 = t

n

+�t

(4)

k1 = f (t
n

, y

n

)

k2 = f

✓
t

n

+
�t

2
, y

n

+
�t

2
k1

◆

k3 = f

✓
t

n

+
�t

2
, y

n

+
�t

2
k2

◆

k4 = f (t
n

+�t, y

n

+�t k3)

(5)

@h

@t

= �u

@h

@x

@h

@t

= �u

x

@h

@x

� u

y

@h

@y

@h

@t

= �u

@h

@x

� v

@h

@y

@h

@t

= �u

@h

@x

� v

@h

@y

=) @h

@t

= �@uh

@x

� @vh

@y

@h

@t

= �r(~uh), ~vh é o fluxo de h

@u

@x

+
@u

@y

= 0

h

n+1
k,j

� h

n

k,j

�t

= �u

n

k+1,jh
n

k+1,j � u

n

k�1,jh
n

k�1,j

2�x

� v

n

k,j+1h
n

k,j+1 � v

n

k,j�1h
n

k,j�1

2�y

h

n+1
k,j

� h

n

k,j

= ��t

u

n

k+1,jh
n

k+1,j � u

n

k�1,jh
n

k�1,j

2�x

��t

v

n

k,j+1h
n

k,j+1 � v

n

k,j�1h
n

k,j�1

2�y

h

n+1
k,j

= h

n

k,j

��t

u

n

k+1,jh
n

k+1,j � u

n

k�1,jh
n

k�1,j

2�x

��t

v

n

k,j+1h
n

k,j+1 � v

n

k,j�1h
n

k,j�1

2�y

h

n+1
k,j

=
1

4
(hn

k�1,j+h

n

k+1,j+h

n

k,j�1+h

n

k,j+1)��t

u

n

k+1,jh
n

k+1,j � u

n

k�1,jh
n

k�1,j

2�x

��t

v

n

k,j+1h
n

k,j+1 � v

n

k,j�1h
n

k,j�1

2�y

h = h0e
�
⇣

x�x0
L

x

⌘2
�
⇣

y�y0
L

y

⌘2

3

Lx=10,	Ly=10	 Lx=10,	Ly=20	

Lx=10,	Ly=100	 Lx=10,	Ly=1000	



Advecção 2D

# perturbação/sinal inicial:
h = hJUMP*np.exp(-((xx-xJUMP)/LxJUMP)**2 - ((yy-yJUMP)/LyJUMP)**2)
hP = np.zeros([nx,ny])                      # sinal no passo temporal seguinte
hStation[0] = h[ixStation, iyStation]       # localização da estação (x,y)

# plot
plt.close()
plt.rcParams['figure.figsize'] = 8, 6

# plt.contourf(xx,yy,h)
plt.pcolor(xx,yy,h)                 # figura 2D do sinal inicial
plt.clim(0,10)                      # limites da barra de cores
cb=plt.colorbar()
cb.set_label(u'Amplitude da perturbação')   # legenda da barra de cores

# marcar a estação com um ponto branco
plt.scatter(xx[ixStation, iyStation], yy[ixStation, iyStation], c='w', edgecolors='w')

plt.xlabel(u'Posição x (m)')
plt.ylabel(u'Posição y (m)')
plt.title(u'Perturbação t=0 s')

plt.savefig('fig/advection2d-lax-t0.png')

#%% plot3D

fig = plt.figure()
ax = plt.axes(projection='3d')

surf=ax.plot_surface(xx,yy,h, rstride=2, cstride=10, cmap=cm.jet)                 # figura 2D do sinal inicial
ax.set_zlim(0,10)

3
fig.colorbar(surf, shrink=0.5)

ax.set_xlabel(u'Posição x (m)')
ax.set_ylabel(u'Posição y (m)')
ax.set_zlabel(u'Amplitude')
ax.set_title(u'Perturbação t=0 s')

plt.savefig('fig3d/advection2d-lax-t0.png')

#%% Implementação do método LAX, propagar o sinal no tempo

for it in range(1,nt):
    hu = h*u
    hv = h*v
    
    # Avançar o sinal em todo o domínio excepto nas fronteiras
    for ix in range(1,nx-1):
        for iy in range(1,ny-1):
            hP[ix,iy] = (h[ix-1,iy] + h[ix+1,iy] + h[ix,iy-1] + h[ix,iy+1])/4. \
                - dt2dx * (hu[ix+1,iy] - hu[ix-1,iy]) \
                - dt2dy * (hv[ix,iy+1] - hv[ix,iy-1]) 

    # Condições fronteira cíclicas em x            
    for iy in range(1,ny-1):
        ix=0
        hP[ix,iy] = (h[nx-1,iy] + h[ix+1,iy] + h[ix,iy-1] + h[ix,iy+1])/4. \
            - dt2dx * (hu[ix+1,iy] - hu[nx-1,iy])   \
            - dt2dy * (hv[ix,iy+1] - hv[ix,iy-1]) 
       
        ix=nx-1
        hP[ix,iy] = (h[ix-1,iy] + h[0,iy] + h[ix,iy-1] + h[ix,iy+1])/4. \
            - dt2dx * (hu[0,iy] - hu[ix-1,iy]) \

4



hStation[0] = h[ixStation, iyStation]       # localização da estação (x,y)

# plot
plt.close()
plt.rcParams['figure.figsize'] = 8, 6

# plt.contourf(xx,yy,h)
plt.pcolor(xx,yy,h)                 # figura 2D do sinal inicial
plt.clim(0,10)                      # limites da barra de cores
cb=plt.colorbar()
cb.set_label(u'Amplitude da perturbação')   # legenda da barra de cores

# marcar a estação com um ponto branco
plt.scatter(xx[ixStation, iyStation], yy[ixStation, iyStation], c='w', edgecolors='w')

plt.xlabel(u'Posição x (m)')
plt.ylabel(u'Posição y (m)')
plt.title(u'Perturbação t=0 s')

plt.savefig('fig/advection2d-lax-t0.png')

#%% Implementação do método LAX, propagar o sinal no tempo

for it in range(1,nt):
    hu = h*u
    hv = h*v
    
    # Avançar o sinal em todo o domínio excepto nas fronteiras
    for ix in range(1,nx-1):
        for iy in range(1,ny-1):
            hP[ix,iy] = (h[ix-1,iy] + h[ix+1,iy] + h[ix,iy-1] + h[ix,iy+1])/4. \
                - dt2dx * (hu[ix+1,iy] - hu[ix-1,iy]) \

3                - dt2dy * (hv[ix,iy+1] - hv[ix,iy-1]) 

    # Condições fronteira cíclicas em x            
    for iy in range(1,ny-1):
        ix=0
        hP[ix,iy] = (h[nx-1,iy] + h[ix+1,iy] + h[ix,iy-1] + h[ix,iy+1])/4. \
            - dt2dx * (hu[ix+1,iy] - hu[nx-1,iy])   \
            - dt2dy * (hv[ix,iy+1] - hv[ix,iy-1]) 
       
        ix=nx-1
        hP[ix,iy] = (h[ix-1,iy] + h[0,iy] + h[ix,iy-1] + h[ix,iy+1])/4. \
            - dt2dx * (hu[0,iy] - hu[ix-1,iy]) \
            - dt2dy * (hv[ix,iy+1] - hv[ix,iy-1]) 

#        # Condições fronteira abertas em x            
#        hP[0,iy]=hP[1,iy]        
#        hP[nx-1,iy]=hP[nx-2,iy]        

    # Condições fronteira cíclicas em y            
    for ix in range(1,nx-1):
        iy=0
        hP[ix,iy] = (h[ix-1,iy] + h[ix+1,iy] + h[ix,ny-1] + h[ix,iy+1])/4. \
            - dt2dx * (hu[ix+1,iy] - hu[ix-1,iy]) \
            - dt2dy * (hv[ix,iy+1] - hv[ix,ny-1]) 
       
        iy=ny-1
        hP[ix,iy] = (h[ix-1,iy] + h[ix+1,iy] + h[ix,iy-1] + h[ix,0])/4. \
            - dt2dx * (hu[ix+1,iy] - hu[ix-1,iy]) \
            - dt2dy * (hv[ix,0] - hv[ix,iy-1]) 

#        # Condições fronteira abertas em y            
#        hP[ix,0]=hP[ix,1]        
#        hP[ix,ny-1]=hP[ix,ny-2]        
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                - dt2dy * (hv[ix,iy+1] - hv[ix,iy-1]) 

    # Condições fronteira cíclicas em x            
    for iy in range(1,ny-1):
        ix=0
        hP[ix,iy] = (h[nx-1,iy] + h[ix+1,iy] + h[ix,iy-1] + h[ix,iy+1])/4. \
            - dt2dx * (hu[ix+1,iy] - hu[nx-1,iy])   \
            - dt2dy * (hv[ix,iy+1] - hv[ix,iy-1]) 
       
        ix=nx-1
        hP[ix,iy] = (h[ix-1,iy] + h[0,iy] + h[ix,iy-1] + h[ix,iy+1])/4. \
            - dt2dx * (hu[0,iy] - hu[ix-1,iy]) \
            - dt2dy * (hv[ix,iy+1] - hv[ix,iy-1]) 

#        # Condições fronteira abertas em x            
#        hP[0,iy]=hP[1,iy]        
#        hP[nx-1,iy]=hP[nx-2,iy]        

    # Condições fronteira cíclicas em y            
    for ix in range(1,nx-1):
        iy=0
        hP[ix,iy] = (h[ix-1,iy] + h[ix+1,iy] + h[ix,ny-1] + h[ix,iy+1])/4. \
            - dt2dx * (hu[ix+1,iy] - hu[ix-1,iy]) \
            - dt2dy * (hv[ix,iy+1] - hv[ix,ny-1]) 
       
        iy=ny-1
        hP[ix,iy] = (h[ix-1,iy] + h[ix+1,iy] + h[ix,iy-1] + h[ix,0])/4. \
            - dt2dx * (hu[ix+1,iy] - hu[ix-1,iy]) \
            - dt2dy * (hv[ix,0] - hv[ix,iy-1]) 

#        # Condições fronteira abertas em y            
#        hP[ix,0]=hP[ix,1]        
#        hP[ix,ny-1]=hP[ix,ny-2]        
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    # Condições fronteira nos cantos
    ix=0; ixm=nx-1; ixp=1
    iy=0; iym=ny-1; iyp=1
    hP[ix,iy] = 1./4. * (h[ixm,iy] + h[ixp,iy] + h[ix,iym] + h[ix,iyp]) \
        - dt2dx * (hu[ixp,iy] - hu[ixm,iy]) \
        - dt2dy * (hv[ix,iyp] - hv[ix,iym]) 

    ix=nx-1; ixm=nx-2; ixp=0
    iy=0; iym=ny-1; iyp=1
    hP[ix,iy] = 1./4. * (h[ixm,iy] + h[ixp,iy] + h[ix,iym] + h[ix,iyp]) \
        - dt2dx * (hu[ixp,iy] - hu[ixm,iy]) \
        - dt2dy * (hv[ix,iyp] - hv[ix,iym]) 

    ix=0; ixm=nx-1; ixp=1
    iy=ny-1; iym=ny-2; iyp=0
    hP[ix,iy] = 1./4. * (h[ixm,iy] + h[ixp,iy] + h[ix,iym] + h[ix,iyp]) \
        - dt2dx * (hu[ixp,iy] - hu[ixm,iy]) \
        - dt2dy * (hv[ix,iyp] - hv[ix,iym]) 

    ix=nx-1; ixm=nx-2; ixp=0
    iy=ny-1; iym=ny-2; iyp=0
    hP[ix,iy] = 1./4. * (h[ixm,iy] + h[ixp,iy] + h[ix,iym] + h[ix,iyp]) \
        - dt2dx * (hu[ixp,iy] - hu[ixm,iy]) \
        - dt2dy * (hv[ix,iyp] - hv[ix,iym]) 

#    # Condições fronteira abertas nos cantos            
#    hP[0,0]=hP[1,1]        
#    hP[0,ny-1]=hP[1,ny-2]        
#    hP[nx-1,0]=hP[nx-2,1]        
#    hP[nx-1,ny-1]=hP[nx-2,ny-2]        
    
    # actualizar o sinal
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    # Condições fronteira nos cantos
    ix=0; ixm=nx-1; ixp=1
    iy=0; iym=ny-1; iyp=1
    hP[ix,iy] = 1./4. * (h[ixm,iy] + h[ixp,iy] + h[ix,iym] + h[ix,iyp]) \
        - dt2dx * (hu[ixp,iy] - hu[ixm,iy]) \
        - dt2dy * (hv[ix,iyp] - hv[ix,iym]) 

    ix=nx-1; ixm=nx-2; ixp=0
    iy=0; iym=ny-1; iyp=1
    hP[ix,iy] = 1./4. * (h[ixm,iy] + h[ixp,iy] + h[ix,iym] + h[ix,iyp]) \
        - dt2dx * (hu[ixp,iy] - hu[ixm,iy]) \
        - dt2dy * (hv[ix,iyp] - hv[ix,iym]) 

    ix=0; ixm=nx-1; ixp=1
    iy=ny-1; iym=ny-2; iyp=0
    hP[ix,iy] = 1./4. * (h[ixm,iy] + h[ixp,iy] + h[ix,iym] + h[ix,iyp]) \
        - dt2dx * (hu[ixp,iy] - hu[ixm,iy]) \
        - dt2dy * (hv[ix,iyp] - hv[ix,iym]) 

    ix=nx-1; ixm=nx-2; ixp=0
    iy=ny-1; iym=ny-2; iyp=0
    hP[ix,iy] = 1./4. * (h[ixm,iy] + h[ixp,iy] + h[ix,iym] + h[ix,iyp]) \
        - dt2dx * (hu[ixp,iy] - hu[ixm,iy]) \
        - dt2dy * (hv[ix,iyp] - hv[ix,iym]) 

#    # Condições fronteira abertas nos cantos            
#    hP[0,0]=hP[1,1]        
#    hP[0,ny-1]=hP[1,ny-2]        
#    hP[nx-1,0]=hP[nx-2,1]        
#    hP[nx-1,ny-1]=hP[nx-2,ny-2]        
    
    # actualizar o sinal

5    h[:]=hP[:]
    
    # Fazer figuras com as soluções, de 10 em 10 passos no tempo
    if (it+1)%passo==0:
#    if it<3*passo:
        plt.close()
        plt.rcParams['figure.figsize'] = 8, 6
        
#        plt.contourf(xx,yy,h)
        plt.pcolor(xx,yy,h)
        plt.clim(0,10)
        cb=plt.colorbar()
        cb.set_label(u'Amplitude da perturbação')
        plt.scatter(xx[ixStation, iyStation], yy[ixStation, iyStation], c='w', edgecolors='w')
        
        plt.xlabel(u'Posição x (m)')
        plt.ylabel(u'Posição y (m)')
        plt.title(u'Perturbação t='+ str(it*dt) +' s')
        
        plt.savefig('fig/advection2d-lax-t'+ str(it) +'.png')
    
    # guardar o sinal na estação
    hStation[it] = h[ixStation, iyStation]

# figura com a evolução do sinal na estação   
plt.close()
plt.rcParams['figure.figsize'] = 8, 6
plt.plot(np.arange(0,nt)*dt/60., hStation)    

plt.ylabel(u'Amplitude')
plt.xlabel(u'Tempo (min)')
plt.title(u'Estação ix='+ str(ixStation) +', iy='+ str(iyStation) +', courant='+ str(courant))
plt.savefig('advection2d-lax-station-courant'+ str(courant) +'.png')
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                - dt2dy * (hv[ix,iy+1] - hv[ix,iy-1]) 

    # Condições fronteira cíclicas em x            
    for iy in range(1,ny-1):
        ix=0
        hP[ix,iy] = (h[nx-1,iy] + h[ix+1,iy] + h[ix,iy-1] + h[ix,iy+1])/4. \
            - dt2dx * (hu[ix+1,iy] - hu[nx-1,iy])   \
            - dt2dy * (hv[ix,iy+1] - hv[ix,iy-1]) 
       
        ix=nx-1
        hP[ix,iy] = (h[ix-1,iy] + h[0,iy] + h[ix,iy-1] + h[ix,iy+1])/4. \
            - dt2dx * (hu[0,iy] - hu[ix-1,iy]) \
            - dt2dy * (hv[ix,iy+1] - hv[ix,iy-1]) 

#        # Condições fronteira abertas em x            
#        hP[0,iy]=hP[1,iy]        
#        hP[nx-1,iy]=hP[nx-2,iy]        

    # Condições fronteira cíclicas em y            
    for ix in range(1,nx-1):
        iy=0
        hP[ix,iy] = (h[ix-1,iy] + h[ix+1,iy] + h[ix,ny-1] + h[ix,iy+1])/4. \
            - dt2dx * (hu[ix+1,iy] - hu[ix-1,iy]) \
            - dt2dy * (hv[ix,iy+1] - hv[ix,ny-1]) 
       
        iy=ny-1
        hP[ix,iy] = (h[ix-1,iy] + h[ix+1,iy] + h[ix,iy-1] + h[ix,0])/4. \
            - dt2dx * (hu[ix+1,iy] - hu[ix-1,iy]) \
            - dt2dy * (hv[ix,0] - hv[ix,iy-1]) 

#        # Condições fronteira abertas em y            
#        hP[ix,0]=hP[ix,1]        
#        hP[ix,ny-1]=hP[ix,ny-2]        
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    # Condições fronteira nos cantos
    ix=0; ixm=nx-1; ixp=1
    iy=0; iym=ny-1; iyp=1
    hP[ix,iy] = 1./4. * (h[ixm,iy] + h[ixp,iy] + h[ix,iym] + h[ix,iyp]) \
        - dt2dx * (hu[ixp,iy] - hu[ixm,iy]) \
        - dt2dy * (hv[ix,iyp] - hv[ix,iym]) 

    ix=nx-1; ixm=nx-2; ixp=0
    iy=0; iym=ny-1; iyp=1
    hP[ix,iy] = 1./4. * (h[ixm,iy] + h[ixp,iy] + h[ix,iym] + h[ix,iyp]) \
        - dt2dx * (hu[ixp,iy] - hu[ixm,iy]) \
        - dt2dy * (hv[ix,iyp] - hv[ix,iym]) 

    ix=0; ixm=nx-1; ixp=1
    iy=ny-1; iym=ny-2; iyp=0
    hP[ix,iy] = 1./4. * (h[ixm,iy] + h[ixp,iy] + h[ix,iym] + h[ix,iyp]) \
        - dt2dx * (hu[ixp,iy] - hu[ixm,iy]) \
        - dt2dy * (hv[ix,iyp] - hv[ix,iym]) 

    ix=nx-1; ixm=nx-2; ixp=0
    iy=ny-1; iym=ny-2; iyp=0
    hP[ix,iy] = 1./4. * (h[ixm,iy] + h[ixp,iy] + h[ix,iym] + h[ix,iyp]) \
        - dt2dx * (hu[ixp,iy] - hu[ixm,iy]) \
        - dt2dy * (hv[ix,iyp] - hv[ix,iym]) 

#    # Condições fronteira abertas nos cantos            
#    hP[0,0]=hP[1,1]        
#    hP[0,ny-1]=hP[1,ny-2]        
#    hP[nx-1,0]=hP[nx-2,1]        
#    hP[nx-1,ny-1]=hP[nx-2,ny-2]        
    
    # actualizar o sinal
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