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Equações
diferenciais com 
condições
fronteira num
ponto:

Viscosidade e 
coriolis
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Movimento balístico (𝑔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) com Coriolis 
(aceleração variável com 𝒗) (𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) e atrito

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= Ԧ𝑔 − 2𝛺 × Ԧ𝑣 ⟹

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −𝑓𝑣 + 𝑓′𝑤 − 𝐷𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑓𝑢 − 𝐷𝑣

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= −𝑔 − 𝑓′𝑢 − 𝐷𝑤

∧

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑢

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑣

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑤

(6 equações)

𝑓 = 2Ω sin𝜑 , 𝑓′ = 2Ω cos𝜑 , 𝑔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝐷 =
𝑐𝐷𝐴𝜌𝐹

1

2
𝑣

𝜌𝑅𝑉

Existe aceleração nas 3 direções. 

Condições iniciais.

𝑥 0 = 𝑥0, 𝑦 0 = 𝑦0, 𝑧 0 = 𝑧0
𝑢 0 = 𝑢0, 𝑣 0 = 𝑣0,𝑤 0 = 𝑤0

2018 Laboratório Numérico 2



Ponto médio implícito (𝒄𝑫 = 𝟎)

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −𝑓𝑣 + 𝑓′𝑤

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑓𝑢

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= −𝑔 − 𝑓′𝑢

⟹

𝑢𝑘 − 𝑢𝑘−1

Δ𝑡
= −𝑓𝑣𝑘−

1
2 + 𝑓′𝑤𝑘−

1
2

𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1

Δ𝑡
= 𝑓𝑢𝑘−

1
2

𝑤𝑘 − 𝑤𝑘−1

Δ𝑡
= −𝑔 − 𝑓′𝑢𝑘−

1
2

𝑢𝑘 − 𝑢𝑘−1

Δ𝑡
= −𝑓

(𝑣𝑘−1+𝑣𝑘)

2
+ 𝑓′

(𝑤𝑘−1+𝑤𝑘)

2
𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1

Δ𝑡
= 𝑓

(𝑢𝑘−1+𝑢𝑘)

2
𝑤𝑘 − 𝑤𝑘−1

Δ𝑡
= −𝑔 − 𝑓′

(𝑢𝑘−1+𝑢𝑘)

2
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𝑢𝑘 ≡ 𝑢(𝑘Δ𝑡)



Ponto médio implícito (sem iteração)

𝑢𝑘 +
𝑓Δ𝑡

2
𝑣𝑘 −

𝑓′Δt

2
𝑤𝑘 = 𝑢𝑘−1 −

𝑓Δ𝑡

2
𝑣𝑘−1 +

𝑓′Δt

2
𝑤𝑘−1

−
𝑓Δ𝑡

2
𝑢𝑘 + 𝑣𝑘 = 𝑣𝑘−1 +

𝑓Δ𝑡

2
𝑢𝑘−1

𝑓′Δt

2
𝑢𝑘 + 𝑤𝑘 = 𝑤𝑘−1 − 𝑔Δ𝑡 −

𝑓′Δ𝑡

2
𝑢𝑘−1

1
𝑓Δ𝑡

2
−
𝑓′Δt

2

−
𝑓Δ𝑡

2
1 0

𝑓′Δt

2
0 1

𝑢𝑘

𝑣𝑘

𝑤𝑘

=

𝑢𝑘−1 −
𝑓Δ𝑡

2
𝑣𝑘−1 +

𝑓′Δt

2
𝑤𝑘−1

𝑣𝑘−1 +
𝑓Δ𝑡

2
𝑢𝑘−1

𝑤𝑘−1 − 𝑔Δ𝑡 −
𝑓′Δ𝑡

2
𝑢𝑘−1

𝑀 Ԧ𝑣𝑘 = 𝑏𝑘−1
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Projétil para cima aos 40°𝑁
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𝑢0 = 0, 𝑣0 = 0,𝑤0 = 320 𝑚𝑠−1

𝜑 = 40𝑁

m

Δ𝑡 = 1𝑠

Δ𝐸

𝐸
≈ 10−15

Δ𝐸

𝐸
≈ 10−12

IMPLICITO iterativo



Movimento num fluido viscoso/turbulento
sem rotação (Ω = 0, 𝑓 = 0)

O movimento balístico (i.e. sem propulsão) num fluido (ar, água, de densidade 𝜌𝐹) é 
afetado pelo fluido, por dois mecanismos:

1) Impulsão, resultante do campo da pressão

Lei de Arquimedes (𝑘 aponta para cima na vertical), 𝜌𝑅 densidade do projétil

Ԧ𝐹𝑖𝑚𝑝 = 𝜌𝐹𝑉𝑔𝑘 ⟹ Ԧ𝑎𝑖𝑚𝑝 =
Ԧ𝐹𝑖𝑚𝑝

𝑚
=
𝜌𝐹
𝜌𝑅

𝑔𝑘

1) Atrito, resultante da viscosidade e da turbulência

Lei empírica

Ԧ𝐹𝐷 = −𝑐𝐷𝐴𝜌𝐹
1

2
𝑣2

Ԧ𝑣

Ԧ𝑣
⟹ Ԧ𝑎𝐷 = −

𝑐𝐷𝐴𝜌𝐹
1
2 Ԧ𝑣

𝜌𝑅𝑉
Ԧ𝑣

𝐴 é uma secção eficaz do projétil (𝜋𝑅2 no caso de uma esfera), 𝑐𝐷 é um coeficiente
empírico (depende da forma do projétil e do regime de escoamento), 𝑉 é o volume.
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𝑢0 = 30, 𝑣0 = 0,𝑤0 = 15, Ω = 0
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Mais afetada pelo atrito



Experiência de Stokes

Queda livre de esferas num fluido viscoso: método de cálculo do coeficiente
de viscosidade

Como o drag aumenta com a velocidade (para escoamentos suficientemente
rápidos com 𝑣2), a velocidade aumenta até atingir um valor constante, a 
velocidade terminal.
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𝑑𝑤

𝑑𝑡
= −𝑔 − 𝐷𝑤

𝐷 =
𝑐𝐷𝐴𝜌𝐹

1
2 Ԧ𝑣

𝜌𝑅𝑉

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 0,𝑤 < 0, Ԧ𝑣 =|w|

0 = −𝑔 +
𝑐𝐷𝐴𝜌𝐹

1
2

𝜌𝑅𝑉
𝑤2

𝑤𝑡𝑒𝑟 =
𝑔

𝑐𝐷𝐴𝜌𝐹
1
2

𝜌𝑅𝑉



Experiência de Stokes no ar
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Experiência “de Galileu”

Objetivo: demonstrar a rotação da Terra:

No referencial Terra:
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N

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= −𝑔 − 𝑓′𝑢



“Experiência” de Galileu (aos 40N)
queda de 100m com rotação e atrito!
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“Experiência” de Galileu (aos 40N)
queda de 100m com rotação! (e atrito)
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Galileu com atrito e rotação
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Controlo de qualidade

Sem atrito, deve haver conservação de energia mecânica (a 
“força” de Coriolis não realiza trabalho pois é perpendicular ao
descolamento)

Com atrito, no modelo de Stokes, a velocidade vertical deve
atingir a velocidade terminal quando t→ ∞
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Movimentos a longa distância

O efeito de Coriolis tem um efeito
muito pequeno em movimentos de 
curta duração (quando comparada
com a duração do dia).

Em movimentos de longa duração, o 
seu efeito pode ser dominante.

Um movimento balístico de longa 
duração traduz-se em longas
distâncias e exige coordenadas
esféricas.

Exemplo com trajetória inicialmente
para Sul a partir de Lisboa

𝑤0 = 6000, 𝑣0 = −6000
𝑚

𝑠

Ԧ𝑣0 ≈ 8.6 𝑘𝑚 𝑠−1

Notar que não passa no Pólo Sul. 
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𝑓 e 𝑔 variam de ponto para ponto



Importância da precisão numérica: número de 
iterações no ponto médio
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nIMP=0nIMP=1


