i
Modelacao Numeérica
Aula 13

Equacdo de adveccao linear. Método de Lax



FTCS...

import imageio 12

FTCS: n= 20,t=2.0

import os 10 -
movie=20 a6 |
frames=[] o
for it in range(l,nt): o
0.2 -
if it%movie==0: =
plt.figure(2,figsize=(10,3)) -0.2

plt.plot(x,T) ;

plt.axis([-Lx,Lx,-0.2,1.2])

plt.title('FTCS: n=%4i, t=%4.1f' % (it,dt*it))
fn="mov'+str(it)+'.png'

plt.savefig(fn); plt.clf()

frames.append (£fn) o

images=[] h
for frame in frames: 0.8 1
images.append (imageio.imread (frame)) 0.6
os.remove (frame) 04 4
imageio.mimsave ('FTCS'+'.gif',6 images,duration=0.1) .|
0.0
-0.2

-2000 -1000 0 1000

2000

|

—_— s
200 .0s

= 400.0s

— B00.0s

},l ﬂr\tim.u 0.10

2000
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O método de Euler (FTCS) é incondicionalmente instavel

A instabilidade é neste caso independente da escolha dos parametros de
discretizacdo (At, Ax) e ndo é uma consequéncia da ordem da aproximacdo. E

possivel definir esquemas de 12 ordem (ou ordem mais elevada)
condicionalmente estaveis.
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Aproximacao de Lax

1 Tiee1—Th
Emvezde TZ™ =T —ult k+21Axk—1

1 ™" _Tn_
Fazemos: TR*! = ~(Tp_y + T}y —uAt k+21Axk 1

Continua a ser um método com 1 nivel temporal e de primeira ordem no tempo e
segunda no espaco.

T,:L+1
¢ ® ® O O ® n+1
O ® ® ® -
k-1 k k+1

v
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LAX

for it in range(l,nt):
for ix in range(1l,nx-1):

TP[ix]=0.5*% (T[ix-1]+T[ix+1])-u*dt/ (dx*2) * (T[ix+1]-T[ix-1])
TP[nx-1]1=0.5* (T[nx-2]+T[0]) —u*dt/ (dx*2) * (T[0]-T[nx-2]) #fronteira ciclica
TP[0]=0.5*(T[1]+T[nx-1]) -u*dt/ (dx*2) * (T[1]-T[nx-1]) #fronteira ciclica
T=np.copy (TP) #update temporal

FTCS
for it in range(l,nt):
for ix in range(l,nx-1):
TP[ix]=T[ix]-u*dt/ (dx*2) * (T[ix+1]-T[ix-1])
TP[nx-1]=T[nx-1]-u*dt/ (dx*2) *(T[0]-T[nx-2]) #fronteira ciclica
TP[0]=T[0] ~u*dt/ (dx*2)*(T[1]-T[nx-1]) #fronteira ciclica
T=np.copy (TP) #update temporal
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LAX Courant=0.1: difusao numérica

O comportamento do método
depende do Numero de Courant
(of de Courant—Friedrichs—
Lewy, CFL)

_ ult
 Ax

Notar que ¢ é adimensional.

C

12

08 -
0.6
04 -
02

0.0

-0.2
12

10
08
0.6 -
04 4
0.2 1
00 1

-0.2

LAX: n= 20, t=2.0,c=0.1

—_ 5
Solugdo estavel, boa velocidade 200 05
da bossa, mas com forte —— 400.0s
atenuacdo/difusdo it
e =~ —
2000 —1000 0 1000 2000



LAX Courant=1.0: sem atenuacao

LAX: n= 20, t=20.0, ¢=1.0

12
10 -
0.8 -
0.6 -
0.4 4
0.2 1

0.0
-0.2

-2000 -1000 0 1000 2000

1z

10 fA — 200.05
1
08 - ( '| — 400.0s
|
| |' '. —— 500.0s
|
04 4 I| \
II 1
L i At: 100,c=1.00 [\
v %
1

0o

—UZ T T T
—2000 —1{II|}[I 0 10G0 2000 257



LAX Courant=0.5

LAX: n= 20, t=10.0, c=0.5

12
10 A
0.8 -
0.6
0.4 -
0.2 -
0.0
_02 T T T T T
-2000 -1000 0 1000 2000
12
1 -
i - 200.0s
0.8 A — 400 .05
06 - f\'., — 00
f‘ I'I. — B0 .05

1000.0s

2N SN

—1000 0 1000 000 258



LAX Courant=1.0: 5 voltas... perfeito?

- LAX: n= 20, t=20.0, c=1.0

10 1
0.8 4
0.6 1
0.4 4
0.2 4
0.0

-0.2

-2000 -1000 0 1000 2000
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LAX Courant=1.1: instavel

i5 LAX: n= 20, t=22.0, c=1.1

10 -

0.8 4
0.6 1
04 4
0.2 -
0.0
-0.2

-2000 ~1000 0 1000 2000
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O método de LAX

ulAt

E condicionalmente estavel: se c < 1 (c = E) ¢ € o numero de Courant (ou CFL)

E exato para ¢ = 1. Mas atenua as pequenas escalas se ¢ < 1. No caso da equacdo
de advegao linear (u = const) é facil escolher ¢ = 1.

Em geral n3o é possivel fazer isso, mas deve evitar-se um ¢ pequeno pois a difusao
(numérica) sera elevada.

Notem que o ¢ < 1 pode ser lida como a condicao de que, em cada passo de tempo
(At), a propagacdo da informacdo (I = uAt) ndo pode exceeder um passo de
grelha espacial (I < Ax). No caso da equagao de advecgao linear a informagao
propaga-se a velocidade do fluido (u). Noutros casos pode propagar-se mais
rapidamente, nomeadamente na forma de uma onda.
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Aproximacoes FCTS e Lax

.7h+l _ pn TI?+1_TI?—1
FTCS: T =Ty — ult =—

Lax: Tn+1 — l (Tn + Tn ) _ uAtTTI:+1_T7cI—1
: k 2 k-1 k+1 2 Ax

Continua a ser um método com 1 nivel temporal e de primeira ordem no tempo e
segunda no espaco.

le’l+1
O O O T O ® n+l
O O -(0)- O ® n
k-1 k k+1

v
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tempo




O método de LeapFrog

n n
Tri1—Tk_1
2Ax

FTCS: To =T — uAt

+1 _ 1 Ter1~ Tk
. n — n n +1 -1
lax: T = (Ty—q + Tpyq) —udt x

. n+l1 _ »n—1 _ TI?+1_TI?—1
LeapFrog: T, 7~ =T, u2At >

No caso do LeapFrog é preciso conhecer dois passos de tempo anteriores (n —
1,n) para calcular o estado futuro (n + 1).
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Leapfrog ¢ = 0.5 dispersao numerica

e LeapFrog: u=5.0, dx=5.0, dt=0.50, c=0.50, filtro=0.00

Ao longo do tempo a il : — e
bossa vai-se allargando, s ' -
com oscilacOes de 06 - — w00s
pequeno comprimento  *¢]

0.2 -
de onda a deslocarem-
se mais lentamente:a

) _200 _200 0 200 400
isto chama-se
LeapFrog: n= 10, t=5.00, ¢=0.50, filtro=0.00

dispersao (numeérica). 12
10 1 1
. . . 0.8 -
Num sistema dispersivo |
a velocidade depende 04
do comprimento de 02
onda. o0
-0.2

-400 -200 0 200 400 264



LeapFrogc =1 (10
voltas): perfeito!

12

12

10
08 1
06 4
0.4 A
0.2 A

0.0

HOF

LeapFrog: u=5.0, dx=5.0, dt=1.00, c=1.00, filtro=0.00

A5

s—&D0 O3

— GO0 05

= 30005
— 100005
1z20040x
m— 140005
163005
180005
— 200005

_ag0

_200 0 200 400

LeapFrog: n= 10, t=10.00, c=1.00, filtro=0.00

10 - 1
0.8 -
0.6 -
04 -
02
0.0

=02

~400 ~200

200 400
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TI?+1 _ Tl?—l
Ax

LeapFrog TP = T — udt

A malha computacional divide-se em conjuntos (pontos vermelhos e azuis) que
nao comunicam entre si. As malhas tendem a desacoplar, criando ruido.

n+l @ O O O @ @

n © O O O O O

n-1 @ O O @ O
i-1 i i+l

v
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LeapFrog ¢ =0.5 (10 voltas): dispersivo

LeapFrog: n= 20, t=10.0, ¢=0.5

| 1
#Filtro temporal x
asel=0.05 #asel=0 desliga o filtro a5
timefil=[asel,1-2*asel, b asel] 04 |
02
for it in range(2,nt): 0.0
for ix in range(l,nx-1): 02 ~2000 -1000 0 1000 2000

TP [ix]=TM[ix]-u*dt/ (dx)* (T[ix+1]-T[ix-1]) A

TP[nx-1]=TM[nx-1]-u*dt/ (dx) *(T[0]-T[nx-2]) 12
TP[0]=TM[0] -u*dt/ (dx) * (T[1]-T [nx-1]) in ' Reduz a dispers@o mas é difusivo
T=timefil[0] *TM+timefil[1] *T+timefil[2]*TP °°
TM=np.copy (T) ; T=np. copy (TP)

-2000 -1000 0 1000 2000

Com o filtro temporal reduzem-se as oscilacdes de
pequeno c.d.o (menos dispersao), mas a bossa perde

amplitude a alarga (difusdo) 267



Numa proxima aula

Faremos a discussao mais aprofundada das propriedades destes 2 esquemas
(Lax e Leapfrog).

Antes disso vamos pensar na advecao a duas dimensoes.



A forma de fluxo é exata em duas

~ N condicoes:

Advecgao 2D Equagdo na forma de fluxo u, v = const (adveccao linear)
or __ OT _ oT _ 9T _ oul ovl o
o~ “ox ”ay ot  Ox oy g—z + Z—; = 0 (fluido incompressivel)

Ly

2 Dominio

T =T(x,y,t) espacial
A ut+ vy
_Ly
2 Ly Ly

) 7 269



Adveccao 2D Leapfrog (1, wireframe)

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import imageio

import os

from mpl toolkits.mplot3d import axes3d

t 100
- 0.75
 0.50
F 0.25
- 0.00
F-0.25
~0.50
-0.75
-1.00

def graf(xis,yps,zed,it,tit):
fig=plt.figure(2,figsize=(10,10))
ax = fig.add subplot(lll, projection='3d')
ax.plot wireframe (xis,yps,zed,rstride=5,cstride=5)
ax.set zlim3d(-1,1)
plt.title(tit)
fn="mov'+str(it)+'.png'
plt.savefig(£fn)
plt.clf ()
return £fn
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Adveccao 2D Leapfrog (2, preliminares)

nx=200;dx=5;Lx=nx/2*dx;ny=100;dy=dx;Ly=ny/2*dy #grelha

u=5;v=10;dt=0.3

nvolta=int (2*Lx/u/dt); nt=nvolta*1l+l; passo=nvolta

asel=0.0; timefil=[asel,l-2*asel, asel]

x=np.arange (-Lx,Lx,dx) ;y=np.arange (-Ly, Ly, dy)

xis=np.zeros ((nx,ny)) ;yps=np.zeros((nx,ny))

for iy in range(ny):
xis[:,iy]l=x

for ix in range (nx) :
yps[ix, :]=y

movie=10; frames=[]

courant=np.sqrt (u**2+v**2) *dt/ (np.sqrt (dx**2+dy**2) /2)

Wx=50;x%x0=0;Wy=30,;y0=0

TI=np.exp (- ((xis-x0) /Wx) **2- ( (yps-y0) /Wy) **2) fperturbacdo inicial

T=np.copy (TI) ; TP=np.copy (T) ; TM=np.copy (T)

#xis, yps sao arrays 2d
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Adveccao 2D Leapfrog (3, 12 passo)

#1° passo Euler
for ix in range (nx):
ixm=ix-1;ixp=ix+1
if ixm<O0:
ixm=nx-1
elif ixp>nx-1:
ixp=0
for iy in range(ny) :
iym=iy-1;iyp=iy+1
if iym<O:
iym=ny-1
elif iyp>ny-1:
iyp=0
T[ix,iy]=TM[ix,iy]-u*dt/ (2*dx) * (TM[ixp,iy]-TM[ixm,iy])- \
v*dt/ (2*dx) * (TM[ix,iyp] -TM[ix,iym])
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Adveccao 2D Leapfrog (4, leapfrog)

for it in range(2,nt):
for ix in range(nx): #percorre-se todos os pontos
ixm=ix-1;ixp=ix+1

if ixm<O0: o
ixm=nx-1 Condlgao

elif ixp>nx-1: fronteira cicilica
ixp=0

for iy in range(ny):
iym=iy-1;iyp=iy+1

if iym<O:

iym=ny-1 Condigdo fronteira
elif iyp>ny-1: cicilica

iyp=0

TP[ix,iy]=TM[ix,iy]-u*dt/dx* (T[ixp,iy]-T[ixm,6iy]) -\
v*dt/dy* (T[ix,iyp] -T[ix,iym])
T=timefil[0] *TM+timefil[1] *T+timefil[2]*TP #filtro temporal
TM=np.copy (T) ;T=np.copy (TP) #update temporal
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Adveccao 2D Leapfrog (5, movie)

if it%movie==0:
tit=r'$Adv.Lin. by. LeapFrog: u=%3.1f, v=%3.1f, c=%3.2f, \
filtro=%3.2f, t=%4.0f s $’ % (u,v,courant,asel,it*dt)
fn=graf (xis,yps,T,it,tit)
frames. append (£fn)

images=[] #frames para filme
for frame in frames:
images.append (imageio.imread (frame))
os.remove (frame)
imageio.mimsave ('ADV2d'+'.gif', images,duration=0.1)
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Condicoes ciclicas

Adv.Lin.by.LeapFrog:u=5.0,v=10.0,c=0.95, filtro = 0.0Adv. Lin.by. LeapFrog :u=5.0,v=10.0,c =0.95, filtro = 0.00,t = 3s
Sem filtro

Com filtro —
» . | 100 ] 100
f - 0.75 T+ 0.75
 0.50  0.50
- 0.25 - 0.25
- 0.00 1 0.00
F-0.25 [-0.25
"—-0.50 -0.50
-0.75 -0.75
F~1.00 ~~1.00
200
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O output grafico podia ser diferente

def graf(xis,yps,zed,it,tit):
plt.figure(2,figsize=(10,5))
map=plt.contourf (xis,yps,zed,cmap="'jet',6 levels=np.arange(-0.025,1.1,0.05))
plt.colorbar (map)
plt.axis('equal') Adv. Lin. by. LeapFrog :u=5.0,v=10.0, ¢ =0.95, filtro = 0.00, t = 3s
plt.title(tit) !
fn="mov'+str(it)+'.png'
plt.savefig(£fn)
plt.clf ()
return £fn

1025

200 0.875

100 F0.725
-0.575

0425

-100
0.275

=200

0.125

-300 : . ' r ; -0.025
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Popriedades de um método numeérico

Consisténcia: converge para a solucao analitica lim
Ax,At—0

Precisao: “velocidade” de convergéncia do erro para zero, e.g. O(Atz)
Estabilidade/ atenuacdo/ difusdo numérica

Frequentemente, a estabilidade é conseguida com atenuacao de pequenos
comprimentos de onda: comportamento difusivo.

Velocidade de fase/ Dispersao

Frequentemente, diferentes comprimentos de onda sao propagados a

diferente velocidade, apesar de isso nao resultar de leis fisicas: dispersao
numeérica
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oT

Equagdo de advecgdo (linear,1D) — = _UZ_Z;

Em geral, se a condi¢do inicial for T(x,0) = f(x), a solugdo analitica serd T (x, t) =
f(x — Ut). O comportamento da solugdo numérica depende de f.

Podemos estudar as propriedades de um método de solucao a partir da analise do
comportamento da solucao no caso em que a condicdo inicial € uma sinusoide (k é
o numero de onda, k = 2m/A)

T(x,0) = cos(kx)

Com esta condicao inicial a solugao analitica é:

T(x,t) = cos(k(x — Ut))

i.e. a sinusoide propaga-se a velocidade U, sem deformacao.
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Anadlise de estabilidade: Método de von Neumann (ou de Fourier)
Em geral a solugdao numérica pode ser escrita na forma discreta (omitindo Re{}):
T(x = mAx,t = 0) = T2 = etkmAx
No instante t = nAt, vamos estudar a solucdo (numérica) por separacao de variaveis:
T(x = mAx,t = nAt) = T} = BtetkmAx

Em que B é uma constante complexa, cujo valor depende do método numeérico utilizado. A
solucao analitica seria recuperada se

Sendo nesse caso B um complexo de mdodulo 1 e fase —kUAt. No caso geral, se |B| <1 a
solucdo decaird no tempo com B™, se |B| > 1 crescera exponencialmente no tempo e o
método é instavel.
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Aplicacao ao método de Euler FTCS

n —Tn _
1 -1
T+l = T _ At 2 e M2 com Tt = BnelkmAx
substituindo
Bn+1eikmAx — BneikmAx _ % (Bneik(m+1)Ax _ Bneik(m—l)Ax)
2Ax
UAt . .
Bn+1 — BN —_—_(Bn ikAx __ B —ikAx
2nx (e e™)
UAt , . . UAt
B=1- m(e‘k“ — e HAY) =1 — v sin(kAx)
Logo
ikAx __ e—ikAx
U2At2 sin(kAx) = 57
|IB| = [1+ A2 sin?(kAx) > 1 '

E o método é absolutamente instavel.
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