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Exercicios de aplicacao



Estimativa (astrondmica) da interface ndcleo-manto

Vamos considerar um modelo simplista da Terra com duas camadas: um manto e
um nucleo. Vamos admitir que sdao conhecidos:

O raio da Terra, Ry =~ 6.371 X 10°m

A massa da Terra, M ~ 5.97 X 10%*kg

O momento de inércia da Terra, Iz =~ 8.02 X 1037 kg m?
Pretendemos calcular o raio do nucleo e as densidades

do nucleo e do manto.
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Analise preliminar: massa

4
Mgy = =mR:p = My + My,

3
4 s
My = §7TRN:0N
4 3 3
My = §7T(RE RM)pM
Logo
4 53
Mg — §7TRNPN
Pm = = pn(Ry, PN)

Sn(RE - RY)

i.e. sO ha duas variaveis a calcular.
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Analise preliminar: momento de inércia

IE:IN+IM
2 Ry —Ry

2
IE — gMNR]%] +§MMW
E N

2|4

R — Ry,
Iy = 3 [gﬂ (pNRI%I + Pm

RE_R3

)] = Ig(Ry, pn)

Para cada valor de (Ry, py ), podemos calcular uma

estimativa do momento de inércia.
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Solucao numeérica 2

Ry =~ 4.47 x 10°m
py =~ 9.03 x 103kg m™3

A solucao esta mal condicionada e o valor 1.5
proposto esta errado.

pNUC

De facto
Ry = 3486 X 103m
py =~ 11 x 103kgm™3

A solucao real nao é satisfeita pelo modelo de

’ 0.5
2 camadas homogéneas.
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10 solucdes numeéricas (+ first guess)

Os valores ao longo do vale de
minimo sao igualmente
provaveis...

pNUC
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Cddigo

function custo=cost (V)

global REarth MEarth MIEarth

RNuc=V (1) ; rhoNuc=V (2) ;

MNuc=4/3*pi*RNuc”3*rhoNuc;

rhoMan= (MEarth-MNuc) / (4/3*pi* (REarth”3-RNuc”3));

MMan=4/3*pi* (REarth”3-RNuc”3) *rhoMan;

MI=2/5*MMan* ( (REarth”5-RNuc”5)/ (REarth”3-RNuc”3))+2/5*MNuc*RNuc”2;
custo=abs ((MI-MIEarth) /MIEarth) ;

end
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a

—log1o Ky, = T,

+ blogo Ty + Ty + d

Mudando a notacao:

a

— 10g10 Kwk — T_O + aq 10g10 Tk + asz + as [k — O, N — 1]
k

Ou de forma mais genérica:

Nj—l

Vi = z @ f; (), k=0, ., N, —1]

J=0



Na presenca de erro:

Condigao de menor erro médio quadratico:
de? 0
aaj

Nj_y 2
Yk — z ajfj(xk)>
j=0
] =0, ey Nj — 1]



Nj—l

Vi = z aifi (), k=0,.. N,—1]

j=0

Note-se que mesmo que as fungbes f; ndo sejam lineares, o problema de
otimizagdo, i.e., o calculo do melhor conjunto de parametros a; € um problema
linear.

O caso em que as fungdes f; sejam os termos de um polinémio de ordem N; — 1, o
problema de otimizagao é resolvido diretamente com a funcao polyfit.

Em geral, a expressao do erro médio quadratico pode ser desenvolvida, e a
condigdo de minimo aplicada, dando origem a um sistema de N; equacg0es lineares.



Ap|icaQ50: — 10g10 Kwk — ;_0 + a, 10g10 Tk + asz + as [k — O, N — 1]
k

def mkdata (nE=4,noise=0):
a=np.array([0.5,2,0.01,5])
x=2734+20*np.random. random( (nE) )
y=a[0]/x+a[l] *np.log(x) /np.log(10)+a[2] *x+a[3]
ny=(np.random.random( (nkE))-0.5) *noise*np.mean (y)
y=y+ny
return x,y,a

T ,mlogK,a=mkdata ()

print(T)

print (mlogK)

[274.07875564 279.79048986 281.64724044 280.52810574]

[12.6183626 12.6933578512.71765868 12.70301617]
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Ap|icag50: — 10g10 Kwk — ;_Z + a, 10g10 Tk + asz + as [k — O, N — 1]

M=np.zeros((4,4))
b=np.zeros ((4))
for 1 in range(4):
M[i,0]=1/T[i]
M[i,1]=np.log(T[i])/np.log(10)
M[i,2]=T[i]
M[i,3]=1
b[i]=mlogK[i]
al=np.linalg.solve (M,b)
print(al)

[0.49999993 2. 0.01 5. |# a=np.array([0.5,2,0.01,5])



Ap|icag50: — 10g10 Kwk — ;_0 + a, 10g10 Tk + asz + as [k — O, N — 1]
k

a2=np.matmul (np.linalg.pinv (M) ,b)

print (a2)

[0.50000381 1.99999988 0.01 5. |# a=np.array([0.5,2,0.01,5])
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Ap|icag50: — 10g10 Kwk — ;_Z + a, 10g10 Tk + asz + as [k — O, N — 1]

nE=100

T ,mlogK, a=mkdata (nE=nE)

M=np.zeros ((nk,4))

b=np . copy (mlogK)

for 1 in range(nE):
M[i,0]=1/T[1i]
M[i,1l]=np.log(T[i])/np.log(10)
M[i,2]=T[i]
M[i,h3]=1

# inversa generalizada no caso Nj!=Nk
a3=np.matmul (np.linalg.pinv (M) ,b)
print (a3)

[0.50000001 2. 0.01 5. ]



Ap|icag50: — 10g10 Kwk — ;_Z + a, 10g10 Tk + asz + as [k — O, N — 1]

#inversa generalizada no caso sobredeterminado
nE=100
T ,mlogK, a=mkdata (nE=nE, noise=1le-9)
M=np.zeros((nkE,4))
b=np. copy (mlogK)
for i in range (nE):
M[i,0]=1/T[i]
M[i,1l]=np.log(T[i])/np.log(10)
M[i,2]=T[1i]
M[i,b3]=1

# inversa generalizada no caso Nj=Nk
a4=np.matmul (np.linalg.pinv (M) ,hb)
print (a4)

[0.49516158 1.99992255 0.01000006 5.00019046]

447



