AULA 1

SUMARIO. Preliminares sobre matrizes. Caracteristica e nulidade de uma matriz.

> Ao longo do curso, k denotard um corpo arbitrario e, muitas vezes, iremos admitir que

k =R (o corpo dos nimeros reais) ou k = C (o corpo dos niimeros complexos).

Para quaisquer m,n € N, denotaremos por k”*™ o conjunto constituido por todas as matrizes

de tipo m x n com coeficientes no corpo k; assim, um elemento A € k™*" ¢ uma MATRIZ DE

TIPO m X n
a1 Qi2 -+ Q1n
21 G2 -~ Q2n
A= | .
Qm,1 Am2 *°° Omn

com m linhas e n colunas em que a; ; € k para quaisquer 1 <i<mel<j<n.

Para quaisquer m,n € N, k™*™ é um espaco vectorial sobre k com respeito a adicao de matrizes
e a multiplicacao por escalares. Para quaisquer 1 <i < m e 1 < j <n, denotaremos por E; ; a
matriz de k™*™ com coeficiente 1 na entrada (i, 7) e coeficiente 0 em todas as outras entradas.

k™*™ escreve-se de maneira tinica como combinacao linear

A= Z Z ai,jEi,j

1<ism 1<j<n

Entao, qualquer matriz A €

onde a; ; € k sao os coeficientes da matriz A. Sendo assim,

B={E;;:1<i<m, 1<j<n}

kaTL

¢ uma base de , & qual nos referiremos como a BASE CANONICA de k™*". Por conseguinte,

o espago vectorial k" tem dimensao finita e, de facto, dim(k™*") = mn.

No caso particular em que n = 1, simplificaremos a notacao e denotaremos por eq,...,e,, as
matrizes-coluna E; 1,...,E,, ; € k™!, respectivamente; deste modo,
B={ey...,en}

é a base candnica de k™*!.

> Para qualquer A € k"™*", definimos

R(A) = {Av: vek™}.
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E f4cil verificar que R(A) é um subespaco vectorial de k™*! a que chamamos 0 ESPAGO-IMAGEM
de A; definimos a CARACTERISTICA r(A) de A como sendo a dimensao

r(A) = dimR(A)
do espaco-imagem de A.

PROPOSIGAO 1.1. Para qualquer A € k™™, r(A) € o nimero mdzimo de colunas de A que

sao linearmente independentes.

DEMONSTRAGAO. R(A) é o subespago vectorial de k™*! gerado pelos vectores

Vi =Ae1, Vo ZAGQ, ey VnZAen
onde {ey,...,e,} é a base canénica de k"*!; além disso, vy, ..., Vv, sdo as colunas de A. Deste
modo, o conjunto {vi,...,v,} contém uma base de R(A) que tem de ser um subconjunto
maximal de vectores linearmentes. U

> Por outro lado, para qualquer A € k™*", definimos
N(A) = {vek™: Av =0} c k™"

Neste caso, N(A) é um subespaco vectorial de k"*! a que chamamos o ESPAGO-NULO de A;
definimos a NULIDADE n(A) de A como sendo a dimensao

n(A) = dimN(A)
do espacgo-nulo de A.
TEOREMA 1.2. Para qualquer A € K™*"™, tem-se

n=r(A)+n(A).

DEMONSTRAGAO. Seja {uy,...,us} uma base de N(A) (de modo que s = n(A)) e sejam
vi,..., vy € k™! tais que

{uy,...,us,vy,. .., v}
é uma base de k"*! (de modo que s + t = dimk™*! = n). Entao, {Avy,...,Av,} é uma base
de R(A). O

OBSERVACAO 1.3. Para qualquer A € k™*", a correspondéncia v — Av define uma aplicacao

linear pa : k™! — k™*!, Tem-se

R(A) = Im(pa) e N(A) = Nuc(pa),
onde Nuc(pa) = {vek™1: pa(v) = 0} é o NUCLEO de 4.
TEOREMA 1.4. Para qualquer A € K™*" e qualquer B € K"*P, tem-se

r(AB) = r(B) — dim (M(A) n R(B)).
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DEMONSTRAGAO. Seja {uy,...,u,} uma base de N(A) nR(B) e sejam vy, ..., v, € K"*! tais

que
{uy,...,us,vy,..., vy}

¢ uma base de R(B). Provamos que {Avy,..., Av;} é uma base de R(AB).
Em primeiro lugar, para qualquer 1 < i < ¢, temos v; = Bw; para algum w; € kP*!, logo

Por outro lado, seja v € R(AB) e seja w € kP*! tal que v = (AB)w = A(Bw). Como
Bw € R(B), existem ay, ..., a4, B, ..., (s € k tais que

Bw = avi + -+ apvy + frug + - + Bsu,.
Sendo assim, temos
v=ABwW)=0Avi + -+ AV + f1AW + - + fsAug = a1Avy + -+ agAvy,
provando que {Avy, ..., Av;} é um conjunto de geradores de R(AB).

Para terminar, provemos que Avy, ..., Av; sao linearmente independentes. Sejam oy, ..., q; €
k tais que
0=aAv, + -+ aAv, = A(a1v1 +--+ oztvt).

Sendo assim, temos

arvy + -+ agvi € N(A) n R(B)
e, portanto, existem [, ..., 3, € k tais que

vy + -+ apvy = fiag + - - + Bau,.

Como {uy,...,us,vy,..., vy} é base de R(B), concluimos que

m=-=a=>p==p=0
Como se queria. O
COROLARIO 1.5. Para qualquer A € K™*" e qualquer B € k">, tem-se

r(A) +r(B) —n < r(AB) < min{r(A),r(B)}.

DEMONSTRAGAO. As desigualdades r(A)+r(B)—n < r(AB) < r(B) resultam imediatamente
do Teorema 1.4; notemos que r(A)+r(B)—n = r(B)—n(A) e que n(A) = dim (N (A)nR(B)).

Para justificar que r(AB) < r(A), basta observar que as colunas de AB sdo combinagoes
lineares das colunas de A, logo R(AB) <€ R(A). O

PROPOSIGAO 1.6. Uma matriz quadrada A € K"*" serd invertivel se e sé se r(A) =n se e s6

se as colunas de A sao linearmente independentes.
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DEMONSTRAGQAO. Seja A € k™™ uma matriz invertivel. Denotando por I, a matriz identi-
dade, obtemos
n=r(,) =r(AA™") <r(A)

e, portanto, 7(A) = n.

Reciprocamente, seja A € k™" tal que r(A) = n. Nesta situacao, R(A) = k™ ™ e, portanto,

existem vy, ...,v, € k"™ tais que
AVZ‘IGZ', 1<Z<n,
onde {ey,...,e,} é a base canénica de k"*". Pondo B = [v; --- vn], obtemos
AB-[Av o Av]=[e o] =L

Para concluirmos que A ¢é invertivel, falta provar que também se tem BA = 1,,. Ora, temos
n=r(I,) =r(AB) <r(B) <n,

logo 7(B) = n. Usando o argumento anterior, concluimos que BC = I,, para alguma matriz

C € k™™, De facto, temos
C=1,C=(AB)C=A(BC)=AI,=A,

pelo que
AB=BA=1,,

provando que A é invertivel (com inversa A~ = B).

A tltima afirmagao é clara porque r(A) é o niimero méximo de colunas de A que sao linearmente

independentes. O

TEOREMA 1.7. Para qualquer matriz A € K™, existem matrizes invertiveis P € kK™*™

Q € k™™ tais que
I. 0
PAQ - [ : ]

e

00
onde r =r(A).

DEMONSTRAGAO. Seja A € k™*™ e seja r = r(A). Pelo que vimos na demonstragdo do

Teorema 1.2, existe uma base {vi,...,v,} de k™! tal que {Avy,...,Av,} é uma base de
R(A) e {Vy41,...,V,} é uma base de N'(A). Deste modo a matriz
Q:[Vl Vn]eknxn

é invertivel (porque as suas colunas sao linearmente independentes, logo r(Q) = n) e temos

AQz[Avl N U Avn]z[Avl i Av, 0 - o].
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Por outro lado, como Avy,...,Av, € k™*! sao vectores linearmente independentes, existem
1 : ;
vectores wy, ..., ws € k™*! onde s = m — r, tais que {Avy,...,Av,,wy,..., W} é uma base

de k™*1. Por conseguinte, a matriz
Pl = [AV1 P A.VT vv1 PP Ws:| (= kmxm

é invertivel (porque as suas colunas sao linearmente independentes, logo r(P;) = m); além

disso, se {ey,...,e,,} for a base canénica de k™!, entao

[10 g]:[el e 0

e, portanto,
I. 0
P, [0 o] —[Pier - Pie, 0 0] =[Avi - Av. 0 o 0| -AQ
O resultado segue-se tomando P = P! g

> Duas matrizes A, B € k""" dizem-se EQUIVALENTES, e escrevemos A ~ B, se existirem

matrizes invertiveis P € k™*™ e Q € k™*" tais que
PAQ = B.
Deste modo, o Teorema 1.7 afirma que qualquer matriz A € k™" é equivalente a [()r 0] onde
r =r(A). A relagdo ~ é uma RELAGAO DE EQUIVALENCIA, isto é:
e ~ ¢ REFLEXIVA: A ~ A para qualquer A € k"™*";
e ~ 4 SIMETRICA: para quaisquer A, Be k™", A~ B = B ~ A;
e ~ é TRANSITIVA: para quaisquer A, B,C e k™" (A~BeB~(C) = A~C.

PROPOSICAO 1.8. Duas matrizes A, B € k™" sao EQUIVALENTES se € s0 se tiverem a mesma

caracteristica (isto é, se e sé se r(A) =r(B)).

DEMONSTRAGAO. <=: Suponhamos que A, B € k™*"™ sao tais que r(A) = r(B). Pelo Teo-

rema 1.7, temos
I 0 I. O
A~ e B~
0 0

00
onde r = r(A) = r(B) e, portanto, A ~ B.

=: Suponhamos que A, B € k™*" sao equivalentes e sejam P € k™™ e Q € k™™™ matrizes
invertiveis tais que PAQ = B, isto ¢, tais que PA = BQ™.

Por um lado, como ja justificAmos antes, temos

RBQHCSRMB) e  R(B)=R(BL)=RBQ'Q) cRBQ),
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pelo que R(BQ™!) = R(B) e, portanto,
r(BQ™) =dimR(BQ ™) = dimR(B) = r(B).

Por outro lado, pelo Teorema 1.4, temos
r(PA) = r(A) — dim (M(P) n R(A)).

Como n(P) = m—r(P) = 0 (porque P é invertivel, logo r(P) = m), concluimos que N (P) = {0}
e, portanto, N'(P) n R(A) = {0}. Sendo assim, obtemos

r(A) = r(PA) =r(BQ™') = r(B),
como se quer. 0

COROLARIO 1.9. Para qualquer A € k™", existe um e um s6 r € N tal que
I. O
A~ ;
0 0

COROLARIO 1.10. Para qualquer A € K™ tem-se r(AT) = r(A) onde AT € k™™ denota a

matriz-transposta de A.

além disso, tem-se r = r(A).

DEMONSTRAGAO. Basta observar que, se P € k"™*™ e Q € k™*™ matrizes invertiveis tais que

I, 0
PAQ = [0 0]

onde r = r(A), entao
T
I. O I. O
TATPT - (PAQ) = |7 | = |7 .
Q (PAQ) [0 0] [0 0]

Como QT € k™™ e PT € k™*™ sao matrizes invertiveis (exercicio), concluimos que r(AT) = r =

O

r(A). Como se quer.



