
AULA 2

Sumário. Produto interno canónico no espaço das matrizes complexas. Processo de ortonor-

malização de Gram-Schmidt.

B Para quaisquer matrizes A,B P Cmˆn de coeficientes complexos, definimos

xA|By “ trpA˚
Bq

onde A
˚

“ A
T

P Cnˆm denota a matriz-transconjugada de A (isto é, A˚
“ A

T
) e onde,

para qualquer matrix quadrada X de tipo m ˆ m, trpXq denota o traço de X (isto é, a soma

de todos os coeficientes da diagonal de X); sendo assim, temos

xA|By “

ÿ

1§i§m

ÿ

1§j§n

ai,j bi,j

onde A “ rai,js e B “ rbi,js.

A correspondência pA,Bq fiÑ xA|By define um produto interno no espaço vectorial com-

plexo Cmˆn, isto é, para quaisquer A,B,C P Cmˆn e qualquer ↵ P C, tem-se:

(a) xA|Ay P R`
0 e xA|Ay “ 0 ñ A “ 0;

(b) xA|By “ xB|Ay;

(c) xA ` B|Cy “ xA|Cy ` xB|Cy;

(d) xA|↵By “ ↵xA|By
(†).

Referimo-nos a este produto interno como o produto interno canónico em Cmˆn.

De modo análogo, a correspondência pA,Bq fiÑ xA|By define um produto interno no espaço

vectorial real Rmˆn; nesta situação, a transconjugada p‹q
˚ é simplesmente a transposta p‹q

T.

B No caso particular em que n “ 1, o produto interno canónico em Cmˆ1 é dado por

xu|vy “ trpu˚
vq “ u

˚
v, u,v P Cmˆ1;

(†)Nota importante. Este axioma difere do que é usualmente exigido

x↵A|By “ ↵xA|By

na definição de um produto interno. Esta alteração não afecta os resultados que iremos usar e é feita só por

razões de conveniência.
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sendo assim, para quaisquer u,v P Cmˆ1, temos

xu|vy “ u1 v1 ` ¨ ¨ ¨ ` um vm

onde u1, . . . , um, v1, . . . , vm P C são as componentes de u e v, respectivamente.

Dizemos que dois vectores u,v P Cmˆ1 são ortogonais, e escrevemos u K v, se xu|vy “ 0;

sendo assim,

u K v ñ v
˚
u “ 0.

Um subconjunto S “ tv1, . . . ,vsu Ñ Cmˆ1 diz-se um subconjunto ortonormado se

xvi|vjy “

$
&

%
1, se i “ j,

0, se i ‰ j,
1 § i, j § s.

Sendo assim, os vectores de um subconjunto ortonormado são ortogonais dois-a-dois e normados;

para qualquer v P Cmˆ1, definimos a norma de v por

}v} “

a
xv|vy

e dizemos que v é um vector normado se }v} “ 1.

É óbvio que qualquer subconjunto ortonormado é constitúıdo por vectores não-nulos e ortogo-

nais dois-a-dois. Como exemplo, a base canónica de Cmˆn é um subconjunto ortonormado (isto

é, a base canónica é uma base ortonormada).

Lema 2.1. Qualquer subconjunto ortonormado de Cmˆ1
é linearmente independente.

Demonstração. Seja S “ tv1, . . . ,vsu Ñ Cmˆ1 um subconjunto ortogonal e sejam ↵1, . . . ,↵s P

C tais que

↵1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` ↵svs “ 0.

Pondo v “ ↵1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` ↵svs, temos

0 “ xvi|0y “ xvi|↵1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` ↵svsy “ ↵1xvi|v1y ` ¨ ¨ ¨ ` ↵nxvi|vny “ ↵i

para qualquer 1 § i § s. ⇤

Lema 2.2. Se B “ tv1, . . . ,vmu for uma base ortonormada de Cmˆ1
, então qualquer vector

v P Cmˆ1
pode ser escrito (de maneira única) na forma

v “ xv1|vyv1 ` xv2|vyv2 ` ¨ ¨ ¨ ` xvm|vyvm.

[A esta expressão chamamos a expansão de Fourier de v e xv1|vy, ¨ ¨ ¨ , xvm|vy dizem-se os

coeficientes de Fourier de v.]

Demonstração. Exerćıcio. ⇤
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Proposição 2.3 (Processo de ortonormalização de Gram-Schmidt). Seja S um subespaço

vectorial de Cmˆ1
e seja tu1, . . . ,usu uma base de S. Definamos os vectores v1, . . . ,vs P Cmˆ1

recursivamente por

v1 “
1

}u1}
u1,

vk “
1

}uk ´
∞

1§i§k´1xvi|ukyvi}

ˆ
uk ´

ÿ

1§i§k´1

xvi|ukyvi

˙
, 2 § k § s.

Então, tv1, . . . ,vmu é uma base ortonormada de S. Os vectores v1, . . . ,vm podem ser expressos

(matricialmente) na forma

vk “
1

}pIm ´ VkV
˚
kquk}

pIm ´ VkV
˚
kquk, 1 § k § m,

onde

V1 “ 0 P Cmˆ1
e Vk “

”
v1 ¨ ¨ ¨ vk´1

ı
P Cmˆpk´1q, 2 § k § s.

Demonstração. Exerćıcio. Para exprimir os vectores v1, . . . ,vs na forma matricial, nota-

mos que

V
˚
kuk “

»

——–

v
˚
1uk
...

v
˚
k´1uk

fi

��fl “

»

——–

xv1|uky

...

xvk´1|uky

fi

��fl ,

logo

VkV
˚
kuk “

ÿ

1§i§k´1

vipv
˚
i ukq “

ÿ

1§i§k´1

vixvi|uky “

ÿ

1§i§k´1

xvi|ukyvi

e, portanto,

pIm ´ VkV
˚
kquk “ uk ´

ÿ

1§i§k´1

xvi|ukyvi, 1 § k § s. ⇤

B Dizemos que uma matriz complexa U P Cnˆn é uma matriz unitária se as colunas de U

formarem uma base ortonormada de Cnˆ1.

Por outro lado, dizemos que uma matriz real P P Rnˆn é uma matriz ortogonal se as

colunas de P formarem uma base ortonormada de Rnˆ1.

Teorema 2.4. (a) Uma matriz complexa U P Cnˆn
será unitária se e só se U for in-

vert́ıvel e U
´1

“ U
˚
. Em particular, se U P Cnˆn

for unitária, então U
˚
também será

unitária.

(b) Uma matriz real P P Rnˆn
será ortogonal se e só se P for invert́ıvel e P

´1
“ P

T
. Em

particular, se P P Rnˆn
for ortogonal, então P

T
também será unitária.
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Demonstração. (a) Suponhamos que U P Cnˆn é unitária e sejam u1, . . . ,un P Cnˆ1 as

colunas de U. Como tu1, . . . ,unu é uma base de Cnˆ1, temos rpUq “ n e, portanto, U é

invert́ıvel. Por outro lado, temos

U
˚

“

”
u1 u2 ¨ ¨ ¨ un

ı˚
“

»

————–

u
˚
1

u
˚
2
...

u
˚
n

fi

����fl

e, portanto,

U
˚
U “

»

————–

u
˚
1

u
˚
2
...

u
˚
n

fi

����fl

”
u1 u2 ¨ ¨ ¨ un

ı
“

»

————–

u
˚
1u1 u

˚
1u2 ¨ ¨ ¨ u

˚
1un

u
˚
2u1 u

˚
2u2 ¨ ¨ ¨ u

˚
2un

...
...

...

u
˚
nu1 u

˚
nu2 ¨ ¨ ¨ u

˚
nun

fi

����fl
.

Como tu1, . . . ,unu é base ortonormada, temos

u
˚
i uj “ xui|ujy “

$
&

%
1, se i “ j,

0 se i ‰ j,
1 § i, j § n,

logo U
˚
U “ In e, portanto,

U
˚

“ U
˚
In “ U

˚
pUU

´1
q “ pU

˚
UqU

´1
“ InU

´1
“ U

´1.

Reciprocamente, suponhamos queU é invert́ıvel comU
´1

“ U
˚ e, como antes, sejam u1, . . . ,un P

Cnˆ1 as colunas de U. Como U é invert́ıvel, temos rpUq “ n, logo tu1, . . . ,unu são uma base

de Cnˆ1 (porque são n vectores linearmente independentes). Por outro lado, como U
´1

“ U
˚,

temos U˚
U “ In e, portanto, como acima, conclúımos que

u
˚
i uj “ xui|ujy “

$
&

%
1, se i “ j,

0 se i ‰ j,
1 § i, j § n,

isto é, tu1, . . . ,unu é uma base ortonormada de Cnˆ1.

Para a última afirmação, basta observar que U
´1 é invert́ıvel e que

pU
´1

q
˚

“ pU
˚
q

˚
“ U “ pU

´1
q

´1.

(b) É como (a) substituindo p‹q
˚ por p‹q

T. ⇤

Teorema 2.5. (a) Uma matriz complexa U P Cnˆn
será unitária se e só se }Uv} “ }v}

para qualquer v P Cnˆ1
.

(b) Uma matriz real P P Rnˆn
será ortogonal se e só se }Pv} “ }v} para qualquer v P Rnˆ1

.
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Demonstração. (a) SejaU P Cnˆn uma matriz unitária e seja v P Cnˆ1. ComoU˚
U “ In,

obtemos

}Uv}
2

“ xUv|Uvy “ v
˚
U

˚
Uv “ v

˚
v “ xv|vy “ }v}

2

e, portanto, }Uv} “ }v} (porque a norma de um vector é um número real positivo).

Reciprocamente, suponhamos que U P Cnˆn é tal que }Uv} “ }v} para qualquer v P Cnˆ1.

Sejam u1, . . . ,un P Cnˆ1 as colunas de U, de modo que

u1 “ Ue1, u2 “ Ue2, . . . , un “ Uen

onde te1, . . . , enu a base canónica de Cnˆ1. Provamos que tu1, . . . ,unu é uma base ortonormada

de Cnˆ1. Por um lado, temos

}ui} “ }Uei} “ }ei} “ 1, 1 § i § n.

Por outro lado, sejam 1 § i ‰ j § n. Para provar que xui|ujy “ 0, verificamos que

}↵ui ` �uj}
2

“ }↵ui}
2

` }�uj}
2

para quaisquer ↵, � P C. De facto, temos

}↵ui ` �uj}
2

“ }Up↵ei ` �ejq}
2

“ }↵ei ` �ej}
2

“ |↵|
2

` |�|
2,

enquanto que

}↵ui}
2

` }�uj}
2

“ }Up↵eiq}
2

` }Up�ejq}
2

“ }↵ei}
2

` }�ej}
2

“ |↵|
2

` |�|
2.

Agora, temos

}↵ui ` �uj}
2

“ x↵ui ` �uj|↵ui ` �ujy “ }↵ui}
2

` }�uj}
2

` x↵ui|�ujy ` x�uj|↵uiy

“ }↵ui}
2

` }�uj}
2

` x↵ui|�ujy ` x↵ui|�ujy

e, portanto,

x↵ui|�ujy ` x↵ui|�ujy “ 0.

Em particular, obtemos
$
&

%
xui|ujy ` xui|ujy “ 0 (com ↵ “ � “ 1),

xui|ujy ´ xui|ujy “ 0 (com ↵ “ 1 e � “ ´1).

Daqui resulta que xui|ujy “ 0, como se queria.

(b) É como (a) substituindo p‹q
˚ por p‹q

T. ⇤


