AULA 2

SUMARIO. Produto interno canénico no espaco das matrizes complexas. Processo de ortonor-

malizagdo de Gram-Schmidt.

> Para quaisquer matrizes A, B € C™*" de coeficientes complexos, definimos
(A|B) = tr(A*B)

onde A* = A € C"™™ denota a MATRIZ-TRANSCONJUGADA de A (isto 6, A* = A') e onde,
para qualquer matrix quadrada X de tipo m x m, tr(X) denota o TRAGO de X (isto é, a soma
de todos os coeficientes da diagonal de X); sendo assim, temos

AB)= > > @b,

1<ism 1<j<n

onde A = [a; ] e B = [b;;].

A correspondéncia (A,B) — (A|B) define um PRODUTO INTERNO no espago vectorial com-

plexo C™*™ isto é, para quaisquer A, B, C e C™*™ e qualquer « € C, tem-se:
(a) (AJAYe R} e (A|[A) =0 < A =0;
(b) (AB) = (BJA);

() (A +B|C) = (A[C) + (B|C):

(d) (A]aB) = a(A|B).

Referimo-nos a este produto interno como o PRODUTO INTERNO CANONICO em C™*",

De modo anélogo, a correspondéncia (A, B) — (A|B) define um produto interno no espago

vectorial real R™*"™; nesta situacao, a transconjugada (x)* é simplesmente a transposta (*)7.

> No caso particular em que n = 1, o produto interno canénico em C™*! é dado por
(ulv) = tr(u*v) = u*v, u,veCm
()NoTa IMPORTANTE. Este axioma difere do que é usualmente exigido
(aA[B) = o(A[B)

na definicao de um produto interno. Esta alteracao nao afecta os resultados que iremos usar e é feita sé por

razoes de conveniéncia.
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sendo assim, para quaisquer u,v e C™*! temos
alv) =ugv; + -+ + Uy Uy
onde uy, ..., Unp,v1,...,V, € C sao as componentes de u e v, respectivamente.

Dizemos que dois vectores u,v € C™! sdo ORTOGONAIS, e escrevemos u L v, se (ulv) = 0;

sendo assim,

ulv <— vfu=0.

Um subconjunto § = {vy,..., vy} € C™*! diz-se um SUBCONJUNTO ORTONORMADO se
1, sei=7
(vilviy =1~ ’ 1<i,j<s.
0, set#j7,

Sendo assim, os vectores de um subconjunto ortonormado sao ortogonais dois-a-dois e normados;

para qualquer v € C™*!, definimos a NORMA de v por
IVl = v <vlv)
e dizemos que v é um VECTOR NORMADO se [|v| = 1.

E 6bvio que qualquer subconjunto ortonormado é constituido por vectores nao-nulos e ortogo-

mxn

nais dois-a-dois. Como exemplo, a base canénica de C é um subconjunto ortonormado (isto

é, a base candnica é uma BASE ORTONORMADA).

LEMA 2.1. Qualquer subconjunto ortonormado de C™ ! € linearmente independente.

DEMONSTRAGAO. Seja S = {vy,...,v,} € C™*! um subconjunto ortogonal e sejam ay, . . ., o, €
C tais que

oa1vy + -+ agve = 0.
Pondo v = vy + - -+ + a4V, temos
0= <Vz’0> = <V7;|041V1 + -+ OCSVS> = 061<V7;|V1> + -+ Oén<V7;|Vn> = Q4
para qualquer 1 <17 < s. O

LEMA 2.2. Se B = {vy,...,vy} for uma base ortonormada de C™ 1, entio qualquer vector

v e C™*! pode ser escrito (de maneira inica) na forma
v = (vi|[v)vy + (V| v)ve + - + (Vi |[V)V.

[A esta expressio chamamos a EXPANSAO DE FOURIER de v e (vi|v), -+ (v,,|v) dizem-se 0s
COEFICIENTES DE FOURIER de V]

DEMONSTRAGAO. Exercicio. O
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PROPOSIGAO 2.3 (Processo de ortonormalizagdo de Gram-Schmidt). Seja S um subespago
vectorial de C™*1 e seja {uy,...,us} uma base de S. Definamos os vectores vy, ...,v, € C™*1

recursivamente por

1
Vi = i un,
s |
1 ( v ), 2<ks
Vi = Uy — Z V;|Ug )V, S.
lwe = 20 iz r Cvilu)vi| l<ich-1 ' )’ S
Entao, {v1,..., v} € uma base ortonormada de S. Os vectores vy, ..., V,, podem ser expressos
(matricialmente) na forma
! (I, — Vi V}) 1<k<
vy = — u m
S @, - ViV e
onde
Vi=0¢ (mel e V, = [Vl Tt Vk_l:l € me(k_l), 2<k<s.
DEMONSTRACAO. Exercicio. Para exprimir os vectores vy,..., Vv, na forma matricial, nota-
mos que
viug (vilug)
Viu, = : = : :
ViU (Vi—1|ug)
logo
Vi Viu, = Z vi(viug) = Z vi{vilug) = Z (vilug v,
1<i<k—1 1<i<k—1 1<i<k—1
e, portanto,
(L, = Vi Vi)u, = u; — Z (vilug)vs, I<k<s. O
1<i<k—1

> Dizemos que uma matriz complexa U € C"*" é uma MATRIZ UNITARIA se as colunas de U

formarem uma base ortonormada de C™*!.

Por outro lado, dizemos que uma matriz real P € R™*™ é uma MATRIZ ORTOGONAL se as

colunas de P formarem uma base ortonormada de R™*1.

TEOREMA 2.4. (a) Uma matriz compleza U € C™*" serd unitdria se e sé se U for in-
vertivel e U™t = U*. Em particular, se U € C**" for unitdria, entio U* também serd

unitdaria.

(b) Uma matriz real P € R™*™ serd ortogonal se e sé se P for invertivel e P~' = PT. Em

particular, se P € R™™ for ortogonal, entdo PT também serd unitdria.
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DEMONSTRAGAO. (a) Suponhamos que U € C™*" ¢ unitdria e sejam uy,...,u, € C"*! as
colunas de U. Como {uy,...,u,} ¢ uma base de C"*! temos r(U) = n e, portanto, U ¢é

invertivel. Por outro lado, temos

%
uy
: f|w
U* = [ul uy un] =1 .
*
un
e, portanto,
* * k
* * *
UU=| " [|lm w u,| = : :
% % % %
u’ wu uiug u'u,
Como {uy,...,u,} é base ortonormada, temos
. 1, sei=j, .
uiu; = (ufu;) = 1 <i,5<n,

0 set#j,
logo U*U =1, e, portanto,
U* =UL, =U*UU ) = (U*'U)U '=L U '=U"
Reciprocamente, suponhamos que U é invertivel com U~ = U* e, como antes, sejam uy, ..., u, €
C™*! as colunas de U. Como U ¢ invertivel, temos r(U) = n, logo {uy,...,u,} sdo uma base

de C"*! (porque sao n vectores linearmente independentes). Por outro lado, como U™! = U*,

temos U*U = 1, e, portanto, como acima, concluimos que

N 1, sei=yj, o
uiu; = (wfu;) = o I<i,j<n,
0 sei#j,
isto ¢, {uy,...,u,} é uma base ortonormada de C"*!.

Para a tltima afirmacao, basta observar que U~! é invertivel e que

(Ufl)* _ (U*)* —U= (Ufl)fll

(b) E como (a) substituindo (x)* por ()T O

TEOREMA 2.5. (a) Uma matriz complexa U € C"*™ serd unitdria se e sd se |[Uv| = |v|

para qualquer v e C**1,

(b) Uma matriz real P € R™*™ serd ortogonal se e s6 se |Pv| = |v| para qualquer v € R™*!.
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DEMONSTRAGAO. (a) Seja U e C™*" uma matriz unitdria e seja v.e C***. Como U*U = 1,,,

obtemos
|Uv|* = (Uv|Uv) = v*U*Uv = v*v = (v|v) = |v|]?
e, portanto, |[Uv| = |v| (porque a norma de um vector é um nimero real positivo).
Reciprocamente, suponhamos que U € C™*" ¢ tal que |Uv| = |v| para qualquer v € C**1.
Sejam uy, ..., u, € C"™! as colunas de U, de modo que
u; = Uey, uy = Uey, ..., u, = Ue,
onde {ey, ..., e,} a base canénica de C"*!. Provamos que {uy,...,u,} é¢ uma base ortonormada

de C™*!. Por um lado, temos
[ui| = [Ueif = Je;| =1,  1<i<n.
Por outro lado, sejam 1 < i # j < n. Para provar que (u;|u;) = 0, verificamos que
low; + puy|* = [aw|? + | Buy|*
para quaisquer «, 8 € C. De facto, temos
low; + Buy|* = [U(ae; + Be;)|* = ae; + Be;|* = o + |7,
enquanto que
Jow|* + 8w |* = [U(ae:)|* + [U(Be;)|* = [aes]® + [ Be;|* = |af* + 8]
Agora, temos
law; + Buy|* = {aw; + fujlaw; + fuy) = [aw[* + [Buy]* + {awi| Buy) + (Buylau;)
= aw[* + [|Buy|* + (aw;|Buy) + {awi[ fuy)
e, portanto,
{au;|fu;) + (aw;|fu;) = 0.
Em particular, obtemos
(uiu;) + (i) =0 (com o = 5 = 1),
(uilu;) —(wiju;) =0 (coma=1ep=—1).
Daqui resulta que (u;|u;) = 0, como se queria.

(b) E como (a) substituindo (*)* por (*)T. O



