AULA 3

SUMARIO. Teorema da decomposicao de Schur. Teorema de Cayley-Hamilton.

PROPOSIGAO 3.1. (a) Para qualquer u € C™*! com |ju| = 1, existe uma matriz unitdria

U e C™" cuja primeira coluna € u.

(b) Para qualquer u € R™! com |u| = 1, ewiste uma matriz ortogonal P € R™" cuja

primeira coluna € u.

DEMONSTRAGAO. (a) Basta escolher vectores uy,...,u, 1 € C"! tais que {u,uy,...,u, 1}
é uma base ortonormada de C**! e fazer U = [u u - un,l].
(b) E como (a) substituindo (*)* por ()T O

> Dada uma matriz quadrada A € k™*", dizemos que A € k é um VALOR PROPRIO de A se
existir um vector nao-nulo v € k™! tal que Av = \v; se for este o caso, dizemos que v é um

VECTOR PROPRIO de A associado ao valor préprio v.
Nem toda a matriz tem valores préprios. Por exemplo, a matriz

A = 0 —1 c R2*2
1 0

nao tem valores préprios reais; no entanto, ¢ e —i sao valores préprios de A em C.

TEOREMA 3.2. Qualquer matriz A € C™*™ tem pelo menos um valor proprio complezo.

DEMONSTRAGAO. Usa Andlise Complexa (para uma demonstracao veja o Apéndice 1). O

TEOREMA 3.3 (Decomposigao de Schur). Para qualquer matriz A € C**™, existe uma matriz

unitdaria U € C™™ tal que a matriz U*AU € triangular superior.

DEMONSTRAGAO. Fazemos inducao sobre n. O resultado é trivial quando n = 1; suponhamos

que n = 2.

Seja A € C™*", seja A € C um valor préprio de A e seja v € C*! um vector com |v| = 1 tal que

Av = \v (este vector existe: basta escolher um vector préprio u de A e considerar v = H_lllu u).
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Pela Proposicao 3.1, existe uma matriz unitaria V € C™*" que tem v como primeira coluna.

Sejam v, ..., v,_1 € C™! tais que a matriz
V = [V \ S vn,l].
Temos
v* v*
. vi Vi
VAV = | A[V v, - Vn_l]z , [Av Av, - Avn_l]
* *
_anl_ V-1
v AVv*v v¥Av, -+ Vv*Av,,
v Aviv. o viAvy - ViAv,
= ) [/\V Av, - Avn_l] =
* * * *
| Vi | AVE v o vE AV o v AV,
omo V é unitaria, {v,vy,...,v,_1} é uma base ortonormada de e, portanto
C \% taria, {v,vi,..., v, b t da de C™*! e, portanto,
viv ={(vlv) =1 e viv,={(vlv;)=0, 1<i<n-—1.
Sendo assim, obtemos
A V¥Avy - V*Av,,
% *
VAV — 0 VviAv, ViAv, _ A u
: : : 0 A
% *
0 v JAvy -+ vi_JAv,
onde
k *
viAv, - ViAv,
u= [V*AV1 V*AVn_l] e Ay = : :
ES *
vi JAvy - Vi Av,

Como Ay € CC~Dx(=1) "3 hipétese de inducdo garante que existe uma matrix unitéria Uy €

C=1x(=1) tal que a matriz U3A U, é triangular superior. Para terminar a demonstracdo,

U=V Lo e C™™.
0 U,

E facil verificar que U ¢ invertivel e que U™! = U*, logo U é uma matriz unitaria. Por outro

tomamos

lado, temos

S LN e e O P O O P
0 U, 0 Uy| |0 Uz||o Ael|0 U 0 UzAo U,

e, portanto, U*AU é uma matriz triangular superior. Como se queria. O
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> Seja A € C™*" uma matriz complexa arbitraria.

Pela definigao, um nimero complexo \ € C serd um valor proprio se e s6 se existir um vector
nao-nulo v € C"*! tal que (AL, — A)v = 0, isto ¢, se e s6 se o espago-nulo N'(AL, — A) for

nao-nulo, o que por sua vez acontecera se e so se

n(AL, — A) = dim N (A, — A) # 0.
Sendo assim, A € C sera um valor proprio de A se e s6 se

r(AL, — A) =n—n(A\L, — A) <n,

ou seja, se e s6 se a matriz A, — A € C"*" nao for invertivel. Da Algebra Linear, sabemos que
uma matriz é invertivel se e s6 se o seu determinante for nao-nulo e, portanto, A € C serd um

valor préprio de A se e s6 se det(A, — A) =0 ),

Seja U € C™*™ uma matriz unitaria tal que T = U*AU é uma matriz triangular superior (esta
matriz existe pelo teorema da decomposicao de Schur). Como U é invertivel e U™l = U*,
temos

AL, — T =)L, - U*AU = U*(\L, — A)U
e, portanto,

det(A\, — T) = det(A\L, — A) P, XeC.

Por conseguinte, as matrizes A e T tém exactamente os mesmos valores proprios (complexos).

Por outro lado, se A, ..., \, € C forem as entradas da diagonal de T, isto é, se T for da forma
A x e
0 )\2 . *
0 0 An
entao
A — )\1 * *
0 A — /\2 *
AL, —T =
0 0 A=,
e, portanto,

det(A\I, — A) =det(AL, = T) = A= A)(A—=Xa)--- (A= A\p), A e C.
Por conseguinte, Ay, ..., A, s@o todos os valores préprios de A (possivelmente com repetigdes).

(*)Para qualquer matriz quadrada A € k™*™ (com coeficientes num corpo k arbitrdrio), denotaremos por
det(A), ou por |A|, 0 DETERMINANTE de A.
(DRecorde que det(AB) = det(A)det(B) para quaisquer A, B € k"*" e que det(A™1) = det(A)~! para

qualquer matriz invertivel A € k™*™,
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Desenvolvendo o produto acima, obtemos
det(A\L, — A) = \" + e, A" ' + - + a,, AeC,

onde ay,...,a, sao numeros complexos bem-determinados pelos valores proprios Aq,..., A, de
A; de facto, temos™

n
a; = — Z )\Z‘, Qa9 = Z )\i)\ja RN an:(—l) )\1)\71
1<isn 1<i<j<sn
Deste modo, considerando uma indeterminada x sobre C, obtemos um polinémio

1

palz) =2" + a2 + -+ ay,

no anel polinomial C[z]; a este polindmio chamamos 0 POLINOMIO CARACTERISTICO da matriz
A (como é natural, escrevemos pa (z) = det(zI, — A) ) e & equacao polinomial pa(x) = 0
chamamos a EQUACAO CARACTERISTICA de A.

Pelo que vimos acima, as solugbes da equagdo caracteristica pa(z) = 0 sdo exactamente os
valores proprios Aq,...,\, de A e, usando sucessivamente o algoritmo da divisao, podemos

pa(z) = (x = A)(x = Xg) - (z — \y)-

Agrupando convenientemente os valores préprios de A de modo que Aq,..., A\, (para r < n)

sejam distintos dois-a-dois e tais que {\1, ..., \,} = {\1, ..., A}, entao
pa(@) = (= M)™ (@ = A)™ - (2 — Ag)™

onde os expoentes myq,...,m, € N sao bem-determinados; a m;, para 1 < ¢ < r, chamamos

1
a MULTIPLICIDADE ALGEBRICA do valor préprio \; e escrevemos m; = m.a.();). Além disso,

denotamos por o(A) o conjunto de todos os valores préprios de A, isto é,
U(A) = {/\17 ey )\r},
a 0(A) chamamos o ESPECTRO de A.

TEOREMA 3.4 (Cayley-Hamilton). Seja A € C"" e seja pa(z) € Clz] o polinémio carac-
teristico de A. Entdo, pa(A) = 0; mais precisamente, se ay,...,a, € C forem tais que

pa(z) = 2" + a1z + - + a,, entdo
pa(A) = A"+ A"+ 4,1, =0,
ou seja, A" = —(alA”_1 +--+ anIn).

(*)Para outra descricao dos coeficientes aq, ..., a, veja o Apéndice 2.

(DDe facto, pa () é o determinante de uma matriz quadrada que tem coeficientes em C[z].
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DEMONSTRAGAO. Suponhamos que o(A) = {A{,..., A} em que Aj,..., A\, € C sdo distintos

dois-a-dois. Entao,
pala) = (2= 2)™ (@ = )™ o (0 =A™
onde m; = m.a.()\;) para 1 <1 < r; por conseguinte, temos
PA(A) = (A = ML)™ (A = AoL)™ - (A = A Ly)™.

Pela demonstracao do Teorema 3.3, podemos escolher a matriz unitaria U € C™*™ de modo que
T = U*AU seja da forma

T, * *
0 T2 *
0 O T,

onde, para cada 1 < i < r, a matriz T; € C™*™ com m; = m.a.()\;), é triangular superior

com a forma

Ai * *

0 i *
Ti=| . .

0 O A

Como U*U =1,,, obtemos

pa(T) = (T = \I,)™ (T — AL,)™ -+ (T — A Ly)™
— (U*AU — \1,)™ (U*AU — M\ I,)™ - (U*AU — A L,)™
— U*(A — \L)™(A = X\oI,)™ - (A — A, L,)™)U
— U*pa(A)U,

de modo que basta provar que pa(T) = 0. Ora, para cada 1 < i < r, temos

0 *
0O0 --- x
Ti — )\zIml = L | € Cmaxmi

e, portanto,

(T; — ALy, )™ = 0.
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Daqui, resulta que, para cada 1 < ¢ < r, a matriz (T — \;L,)™ € C"*" é da forma

_Tgi) * * e x|
o TV x
(T-MNL)™ =0 0o TY . «
0 0 0 T

onde T§-i) e C™i*™i para 1 < j < r, sao matrizes triangulares superiores e TEZZ) = 0. Ora a
matriz (T — M IL,)™ (T — A1,)™2 tem o aspecto

0 « x| [x x =« 0 0 =
0 » «||0 0 «x|=]0 0 x|;
0 0 « 0 0 » 0 0
de facto,
o . . e
o THVTY o« x
(T—ML)™ (T - XAL)™==[0 0o TPTY .. «
0 0 0 M
Da mesma forma, obtemos
0 * *
o TTPTd .
(T = MI)"™ (T = AoL,)™ (T = AL, ™ = '
6 0 o T7(“1)T.£2)T$3)

Efectuando sucessivamente a multiplicacao das r matrizes, concluimos que
pa(T) = (T — \I,)™ (T — X1,)™ - (T = N\1,)"™ =0
e, portanto,
pa(A) = Upa(T)U* =0
(recorde que UU* = U*U =1,,). O



