
AULA 5

Sumário. Valores próprios de matrizes hermı́ticas. Teorema de Courant-Fischer.

B Dizemos que A P Cnˆn é uma matriz herḿıtica se A˚
“ A. Por outro lado, no caso real,

dizemos que A P Rnˆn é uma matriz simétrica se A
T

“ A; obviamente, qualquer matriz

simétrica A P Rnˆn é hermı́tica.

Lema 5.1. Para qualquer matriz hermı́tica A P Cnˆn
, tem-se �pAq Ñ R (ou seja, todos os

valores próprios de A são reais).

Demonstração. Seja A P Cnˆn uma matriz hermı́tica e seja � P C um valor próprio de A.

Seja v P Cnˆ1 um vector próprio de A associado a �. Como v ‰ 0, temos v˚
v “ }v} ‰ 0. Por

outro lado, como Av “ �v, temos

v
˚
A

˚
“ pAvq

˚
“ p�vq

˚
“ �v˚

e, portanto,

v
˚
vp� ´ �q “ v

˚
p� ´ �qv “ v

˚
p�vq ´ p�v˚

qv “ v
˚
Av ´ v

˚
A

˚
v “ 0

(porque A
˚

“ A). Sendo assim, conclúımos que � ´ � “ 0, logo � “ � e, portanto, � P R. ⇤

Proposição 5.2. Seja A P Cnˆn
uma matriz hermı́tica, sejam �1, . . . ,�n P R os valores

próprios de A (com repetições) e suponhamos que �1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �n. Então,

�1 “ max
vPCnˆ1

}v}“1

v
˚
Av e �n “ min

vPCnˆ1

}v}“1

v
˚
Av.

Demonstração. Como AA
˚

“ A
2

“ A
˚
A, A é uma matriz normal e, portanto, pelo

Teorema 4.1, existe uma matriz unitátria U P Cnˆn tal que

U
˚
AU “ D, D “

»

————–

�1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ �n

fi

����fl
.

Sendo assim, temos A “ UDU
˚ (porque U é invert́ıvel e U

˚
“ U

´1), logo

v
˚
Av “ v

˚
UDU

˚
v “ pU

˚
vq

˚
DpU

˚
vq, v P Cnˆ1;
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além disso, temos

}U
˚
v}

2
“ pU

˚
vq

˚
pU

˚
vq “ v

˚
UU

˚
v “ v

˚
v “ }v}

2

e, portanto,

}U
˚
v} “ }v}, v P Cnˆ1.

Em particular, conclúımos que a correspondência v fiÑ U
˚
v permuta os elementos do conjunto

tv P Cnˆ1 : }v} “ 1u (porque U
˚ é invert́ıvel) e, portanto,

max
vPCnˆ1

}v}“1

v
˚
Av “ max

vPCnˆ1

}v}“1

pU
˚
vqDpU

˚
vq “ max

vPCnˆ1

}v}“1

v
˚
Dv “ max

vPCnˆ1

}v}“1

ÿ

1§i§n

�i|vi|
2

§ max
vPCnˆ1

}v}“1

�1

ÿ

1§i§n

|vi|
2

“ max
vPCnˆ1

}v}“1

�1}v}
2

“ �1.

Para a desigualdade contrária, escolhemos um vector próprio u P Cnˆ1 associado a �1 tal que

}u} “ 1, de modo que

max
vPCnˆ1

}v}“1

v
˚
Av • u

˚
Au “ �1u

˚
u “ �1}u}

2
“ �1.

De modo análogo, deduzimos que

min
vPCnˆ1

}v}“1

v
˚
Av “ min

vPCnˆ1

}v}“1

w
˚
Dv “ min

vPCnˆ1

}v}“1

ÿ

1§i§n

�i|vi|
2

• min
vPCnˆ1

}v}“1

�n

ÿ

1§i§n

|vi|
2

“ min
vPCnˆ1

}v}“1

�n}v}
2

“ �n.

Para a desigualdade contrária, escolhemos um vector próprio u P Cnˆ1 associado a �n tal que

}u} “ 1, de modo que

min
vPCnˆ1

}v}“1

v
˚
Av § u

˚
Au “ �nu

˚
u “ �n}u}

2
“ �n.

A demonstração está completa. ⇤

B Seja A P Cnˆn uma matriz hermı́tica e sejam �1, . . . ,�n P R os valores próprios de A (com

repetições); como antes, supomos que �1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �n. As condições da proposição anterior

podem ser re-escritas na forma

�1 “ max
vPCnˆ1

v‰0

v
˚
Av

v˚v
e �n “ min

vPCnˆ1

v‰0

v
˚
Av

v˚v
.

Por conseguinte, temos

�n §
v

˚
Av

v˚v
§ �1, 0 ‰ v P Cnˆ1;

aos quocientes
v

˚
Av

v˚v
, para 0 ‰ v P Cnˆ1 chamamos os quocientes de Rayleigh de A.
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Teorema 5.3 (Courant-Fischer). Seja A P Cnˆn
uma matriz hermı́tica com valores próprios

�1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �n (com repetições). Então, para qualquer 1 § i § n,

�i “ max
V§Cnˆ1

dimV“i

min
vPV

}v}“1

v
˚
Av “ min

V§Cnˆ1

dimV“n´i`1

max
vPV

}v}“1

v
˚
Av;

aqui, V § Cnˆ1
significa que V é um subespaço vectorial de Cnˆ1

. Equivalentemente,

�i “ max
V§Cnˆ1

dimV“i

min
vPV
v‰0

v
˚
Av

v˚v
“ min

V§Cnˆ1

dimV“n´i`1

max
vPV
v‰0

v
˚
Av

v˚v
, 1 § i § n.

Demonstração. Provamos apenas a condição min-max (a condição max-min é análoga).

Tal como na demonstração da proposição anterior, escolhemos uma matriz unitária U P Cnˆn

tal que

U
˚
AU “ D “

»

————–

�1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ �n

fi

����fl

e justificamos (com o argumento análogo) que

min
V§Cnˆ1

dimV“n´i`1

max
vPV

}v}“1

v
˚
Av “ min

V§Cnˆ1

dimV“n´i`1

max
vPV

}v}“1

v
˚
Dv.

Seja V um subespaço vectorial de Cnˆ1 com dimV “ n ´ i ` 1 e consideremos o subconjunto

SV “ tv P V : }v} “ 1u .

Além disso, seja te1, . . . , enu a base canónica de Cnˆ1, seja W “ xe1, . . . , eiy o subespaço de

Cnˆ1 gerado pelos vectores e1, . . . , ei e seja

S 1
V “ tw P V X W : }v} “ 1u .

Pelo teorema das dimensões, temos

n • dimpV ` Wq “ dimV ` dimW ´ dimpV X Wq “ n ` 1 ´ dimpV X Wq,

logo dimpV X Wq • 1 e, portanto, V X W ‰ t0u.

Ora, um vector w P S 1
V está em V e, se w “

“
w1 ¨ ¨ ¨ wn

‰T
, então

wi`1 “ ¨ ¨ ¨ “ wn “ 0 e }w} “

ÿ

1§k§i

|wi|
2

“ 1;

além disso, existe pelo menos um vector em V que verifica estas condições. Sendo assim, como

�k • �i para todo 1 § k § i, deduzimos que

w
˚
Dw “

ÿ

1§k§i

�k|wk|
2

• �i

ÿ

1§k§i

|wk|
2

“ �i}w} “ �i, w P S 1
V .
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Como S 1
V Ñ SV , conclúımos que

max
vPSV

v
˚
Dv • max

wPS1
V

w
˚
Dw • �i.

Como esta desigualdade é verdadeira para qualquer subespaço vectorial V § Cnˆ1 com dimV “

n ´ i ` 1, segue-se que

min
V§Cnˆ1

dimV“n´i`1

max
vPSV

v
˚
Dv • �i.

Finalmente, considerando o subespaço U “ xei, . . . , eny, que tem dimensão n ´ i ` 1 e é con-

stitúıdo por todos os vectores u “
“
u1 ¨ ¨ ¨ un

‰T
tais que u1 “ ¨ ¨ ¨ “ ui´1 “ 0, obtemos

u
˚
Du “

ÿ

i§k§n

�k|uk|
2

§ �i

ÿ

i§k§n

|uk|
2

“ �i}u} “ �i, u P SU .

Deste modo, conclúımos que

min
V§Cnˆ1

dimV“n´i`1

max
vPSV

v
˚
Dv § max

uPSU
u

˚
Du § �i,

o que termina a demonstração. ⇤


