AULA 5

SUMARIO. Valores préprios de matrizes hermiticas. Teorema de Courant-Fischer.

> Dizemos que A € C"*" é uma MATRIZ HERMITICA se A* = A. Por outro lado, no caso real,
dizemos que A € R™*" é uma MATRIZ SIMETRICA se AT = A; obviamente, qualquer matriz

simétrica A € R™"*" ¢ hermitica.

LEMA 5.1. Para qualquer matriz hermitica A € C*"™, tem-se o(A) < R (ou seja, todos os

valores proprios de A sao reais).

DEMONSTRAGAO. Seja A € C"*™ uma matriz hermitica e seja A € C um valor préprio de A.
Seja v € C™! um vector préprio de A associado a A. Como v # 0, temos v*v = |[v| # 0. Por

outro lado, como Av = Av, temos
VFA* = (Av)* = (AVv)* = \v*
e, portanto,
VVIA= X)) = vA = A v = vi(v) — AV )v = vFAV — v*A*v =0
(porque A* = A). Sendo assim, concluimos que A — X = 0, logo A = A e, portanto, A e R. [

PROPOSICAO 5.2. Seja A € C™™™ wma matriz hermitica, sejam Ai,...,\, € R os valores

proprios de A (com repeti¢oes) e suponhamos que \y = Ao = -+ = N\,. Entdo,

A = max VAv e A, = min VFAv.
VE(C”Xl VEC"XI
[vi=1 Ivi=1

DEMONSTRACAO. Como AA* = A? = A*A, A é uma matriz normal e, portanto, pelo

Teorema 4.1, existe uma matriz unitatria U € C**" tal que

M O - 0
0 X -~ 0
U*AU = D, D={| )
0 0 - \,

Sendo assim, temos A = UDU* (porque U ¢ invertivel e U* = U™1), logo

v*Av = v*UDU"v = (U*v)*D(U*v), v e C™,



Aula 5 T5-2

além disso, temos
[U*v|? = (U*v)*(U*v) = v*UU*v = v*v = ||v|?
e, portanto,
U = |, vecm

Em particular, concluimos que a correspondéncia v — U*v permuta os elementos do conjunto

{veC™!: |v| =1} (porque U* é invertivel) e, portanto,

max v¥*Av = max (U*v)D(U*V) = max v*Dv = max Z Ai|vi?
veCnx1 veCnx1 veCnx1 veCnx1 1Si<
Ivi=1 [vi=1 Ivi=1 Ivl=1 St

< max A Y fu = max M|v]|* =\
VEC"Xl VEC”XI

[v|=1  Isisn

Ivi=1

Para a desigualdade contraria, escolhemos um vector préprio u € C**! associado a A; tal que

[ul| = 1, de modo que

max v¥*Av = u*Au = \jutu = \Juf? = AL
veCnx1
Ivi=1

De modo analogo, deduzimos que

min v¥Av = min w*Dv = min Z Ai|vi]?

V€C"X1 VEC”Xl veC nxl
Iv[=1 Iv]=1 Iv[=1 lsisn
> min A, |UZ'|2 = min A\, |v[? = A\
veCnx1 - veCnx1
<1<
Ivj=1  Ilsisn Ivi=1

Para a desigualdade contraria, escolhemos um vector préprio u € C**! associado a ), tal que

[ul| = 1, de modo que

min v*Av < u*Au = \,u*u = \,|ul? = A\,
VEC"Xl
Ivi=1
A demonstracao esta completa. O
> Seja A € C™" uma matriz hermitica e sejam Aq,..., A\, € R os valores préprios de A (com

repetigdes); como antes, supomos que A\; = A = -+ = \,. As condigoes da proposigao anterior

podem ser re-escritas na forma

v¥Av . V*Av
Al = max ———— e Ap, = min ————.
veCnxl V¥V veCnxl  Vv*v
v#0 v#0
Por conseguinte, temos

*

v¥Av
A< —— <A, 0#veC™

Vv

v¥AvV

aos quocientes ———, para 0 # v € C™! chamamos os QUOCIENTES DE RAYLEIGH de A.
vV
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TEOREMA 5.3 (Courant-Fischer). Seja A € C"™™ uma matriz hermitica com valores proprios

A1 = Ao =+ =\, (com repetigoes). Entdo, para qualquer 1 < i < n,

A; = max min VFAv = min max v*Av;
VSC”Xl vey Vg(cnxl vey
dim V=i [lv|=1 dim V=n—i+1 [[v[=1

aqui, ¥V < C™ significa que V € um subespago vectorial de C**1. Equivalentemente,

. VFAv . v¥Av ,
A = max min —— = min  max ——, 1<i<n.
y<Cnxl vey Vv*v y<Cnxl veV Vv
dim V=i V#0 dim V=n—i+1 V#0

DEMONSTRAGAO. Provamos apenas a condigdo min-max (a condigdo max-min é anéloga).

Tal como na demonstracao da proposicao anterior, escolhemos uma matriz unitaria U € C™"*"

tal que
M O - 0
Ny -+ 0
U*AU =D =
0 0 - A\,

e justificamos (com o argumento andlogo) que

min max vAv = min max v*Dv.
V<67L><1 vey Vg(cnxl vey
dim V=n—i+1 [v][=1 dim V=n—i+1 [v[=1

Seja ¥V um subespaco vectorial de C**! com dim)V = n — i + 1 e consideremos o subconjunto
Sy ={veV:|v|=1}.

Além disso, seja {e;,...,e,} a base canénica de C**!, seja W = (eq,....e;)> o subespaco de
) ) ) n ) ) ) (2 s

C™! gerado pelos vectores e, ..., e; e seja
Sy ={weVnW:|v|=1}.
Pelo teorema das dimensoes, temos
n=dim(V+ W) =dimV +dimW —dim(V n W) =n+ 1 —dim(V n W),
logo dim(V n W) > 1 e, portanto, ¥V n W # {0}.
Ora, um vector w € S, estd em V e, se w = [w1 e wn]T, entao

2 .
Wi == w, =0 e fwl= Y |wifP=1;
1<k<i
além disso, existe pelo menos um vector em V que verifica estas condi¢oes. Sendo assim, como
A = A para todo 1 < k < 4, deduzimos que

w*Dw = Z Me|we? = N Z lwe > = Ni|[wl = i, weS),.

1<k<i 1<k<i
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Como &5, € Sy, concluimos que

max v*Dv > max w*Dw > ;.
veSy weS!,

Como esta desigualdade ¢ verdadeira para qualquer subespaco vectorial ¥V < C"*! com dim V =
n — 1+ 1, segue-se que

min  maxv'Dv > )\,
y<erxl o veSy

dim V=n—i+1
Finalmente, considerando o subespago U = (e, ..., e,), que tem dimensdao n — i + 1 e é con-
. , T .
stituido por todos os vectores u = [u1 e un] tais que u; = --- = u;_1 = 0, obtemos
* 2 2
wDu= > M <A D) |wl’ = Nfu| =X, uedy.
i<k<n i<k<n

Deste modo, concluimos que

min  maxv*Dv < maxu*Du < \;,
y<enxt veSy ueSy
dim V=n—i+1

o que termina a demonstracao. U



