
AULA 6

Sumário. Valores singulares: definição e caracterização. Decomposição SVD.

Teorema 6.1 (Decomposição dos valores singulares (SVD)). Seja A P Cmˆn
uma matriz

arbitrária e seja r “ rpAq. Então, existem matrizes unitárias U P Cmˆm
e V P Cnˆn

tais que

UAV “

«
D 0

0 0

�
D “

»

————–

�1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ �r

fi

����fl
P Rrˆr,

onde �1, . . . , �r P R são tais que �1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �r ° 0.

Demonstração. O resultado é óbvio quando A “ 0, de modo que podemos admitir que

A ‰ 0.

Em primeiro lugar, suponhamos que m “ 1 (isto é, A P C1ˆn é uma matriz linha com compri-

mento n). Seja v “ A
˚

P Cnˆ1 e seja �1 “ }v} P R` (porque v ‰ 0); assim,

�2
1 “ }v}

2
“ xv|vy “ v

˚
v “ pA

˚
q

˚
A

˚
“ AA

˚.

Seja V P Cnˆn uma matriz unitária cuja primeira coluna é v1 “ �´1
1 v “

1
}v} v e sejam

v2, . . . ,vn P Cnˆ1 as restantes colunas de V. Então,

AV “

”
Av1 Av2 ¨ ¨ ¨ Avn

ı
“

”
�´1
1 v

˚
v v

˚
v2 ¨ ¨ ¨ v

˚
vn

ı
.

Como tv1, . . . ,vnu é uma base ortonormada de Cnˆ1, temos

v
˚
vi “ xv|viy “ 0, 2 § i § n,

pelo que

AV “

”
�1 0 ¨ ¨ ¨ 0

ı
“

”
D 0

ı

onde D “
“
�1

‰
P R1ˆ1.

Sendo assim, podemos supor que m • 2. Procedemos por indução sobre n (isto é, sobre o

número de colunas de A). Quando n “ 1, o argumento anterior, aplicado à matriz A˚
P C1ˆm,

garante que existe uma matriz unitária V P Cmˆm tal que

A
˚
V “

“
�1 0

‰
, �1 P R`.
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Por conseguinte, pondo U “ V
˚, obtemos uma matriz unitária U P Cmˆm tal que

UA “ V
˚
pA

˚
q

˚
“ pA

˚
Vq

˚
“

“
�1 0

‰˚
“

«
�1

0

�

e, portanto, o resultado é verdadeiro com D “
“
�1

‰
.

Agora, suponhamos que n • 2 e que o resultado está provado para qualquer A0 P Cmˆpn´1q.

Seja A P Cmˆn e sejam �1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �n os valores próprios de A
˚
A P Cnˆn (notemos que

A
˚
A é uma matriz hermı́tica). Seja v1 P Cnˆ1 um vector próprio de A

˚
A associado a �1 com

norma }v1} “ 1. Como

�1 “ max
wPCnˆ1

}w}“1

w
˚
A

˚
Aw “ max

wPCnˆ1

}w}“1

pAwq
˚
pAwq “ max

wPCnˆ1

}w}“1

}Aw}
2

P R`,

podemos considerar �1 “
?
�1 P R`. Seja V1 P Cnˆn uma matriz unitária cuja primeira coluna

é v1, de modo que V1 “
“
v1 v2 ¨ ¨ ¨ vn

‰
onde tv1, . . . ,vnu é uma base ortonormada de Cnˆ1.

Então,

AV1 “

”
Av1 Av2 ¨ ¨ ¨ Avn

ı
.

Por outro lado, consideremos o vector u1 “ �´1
1 Av1 P Cmˆ1, de modo que Av1 “ �1u1. Temos

}u1}
2

“ u
˚
1u1 “ p�´1

1 Av1q
˚
p�´1

1 Av1q “ �´2
1 v

˚
1A

˚
Av1 “ v

˚
1v1 “ }v1}

2
“ 1

(porque pA
˚
Aqv1 “ �1v1 e �1 “ �2

1) e, portanto, existe uma matriz unitária U1 P Cmˆ1 cuja

primeira coluna é u1. Temos

U
˚
1AV1 “

”
U

˚
1Av1 U

˚
1Av2 ¨ ¨ ¨ U

˚
1Avn

ı
.

Escolhendo u2, ¨ ¨ ¨ ,um P Cmˆ1 tais que U1 “
“
u1 u2 ¨ ¨ ¨ un

‰
, verificamos que

U
˚
1Avj “

»

————–

u
˚
1

u
˚
2
...

u
˚
m

fi

����fl
Avj “

»

————–

u
˚
1Avj

u
˚
2Avj

¨ ¨ ¨

u
˚
mAvj

fi

����fl
, 1 § j § n.

Ora,

‚ u
˚
1Av1 “ �1u

˚
1u1 “ �1,

‚ u
˚
iAv1 “ u

˚
i p�1u1q “ �1u

˚
i u1 “ 0, 2 § i § m,

‚ u
˚
1Avj “ �´1

1 v
˚
1A

˚
Avj “ �´1

1 pA
˚
Av1q

˚
vj “ �´1

1 �1v
˚
1vj “ 0, 2 § j § n.

Por conseguinte,

U
˚
1AV1 “

«
�1 0

0 A0

�

para alguma matriz A0 P Cpm´1qˆpn´1q.
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Por hipótese de indução, existem matrizes unitárias U0 P Cpm´1qˆpm´1q e V0 P Cpn´1qˆpn´1q tais

que

U0A0V0 “

«
D0 0

0 0

�

onde

D0 “

»

————–

�2 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �3 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ �r

fi

����fl
P Rpr´1qˆpr´1q

em que �1, . . . , �r P R são tais que

�2 • �3 • ¨ ¨ ¨ • �r ° 0;

notemos que rpA0q “ rpAq ´ 1 “ r ´ 1 (porque �1 ‰ 0). Pondo

U “

«
1 0

0 U0

�
U

˚
1 e V “ V1

«
1 0

0 V0

�
,

obtemos matrizes unitárias U P Cmˆm e V P Cnˆn tais que

UAV “

»

—–
�1 0 0

0 D0 0

0 0 0

fi

�fl .

Para concluir a demonstração, falta provar que �1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �r ° 0. Ora, temos

V
˚
pA

˚
AqV “ V

˚
A

˚
pU

˚
UqAV “ pUAVq

˚
pUAVq

“

»

—–
�1 0 0

0 D0 0

0 0 0

fi

�fl

»

—–
�1 0 0

0 D0 0

0 0 0

fi

�fl “

»

—–
�2
1 0 0

0 D
2
0 0

0 0 0

fi

�fl

e, portanto, �2
1, . . . , �

2
r são os valores próprios não-nulos da matriz A˚

A (porque V é invert́ıvel

e V
´1

“ V
˚). O resultado segue-se porque �1 “ �2

1 e �1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �n • 0. ⇤

Teorema 6.2. Seja A P Cmˆn
uma matriz arbitrária e suponhamos que existem matrizes

unitárias U P Cmˆm
e V P Cnˆn

tais que

UAV “

«
D 0

0 0

�
D “

»

————–

�1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ �r

fi

����fl
P Rrˆr,

onde �1, . . . , �r P R são tais que �1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �r ° 0. Então, �2
1, . . . , �

2
r são os val-

ores próprios não-nulos da matriz A
˚
A P Cnˆn

; em particular, �1, . . . , �r são univocamente

determinados.
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Demonstração. Basta repetir o último parágrafo da demonstração anterior. ⇤

B Definimos os valores singulares de uma matriz A P Cmˆn como sendo as ráızes

quadradas positivas dos valores próprios não-nulos da matriz hermı́tica A
˚
A P Cnˆn.

Proposição 6.3. Seja A P Cmˆn
uma matriz arbitrária. Então, os valores próprios das

matrizes A
˚
A P Cnˆn

e AA
˚

P Cmˆm
são números reais não-negativos e, além disso, A

˚
A e

AA
˚
têm os mesmos valores próprios não-nulos (contando multiplicidades); em particular, as

matrizes A e A
˚
têm os mesmos valores singulares.

Demonstração. Como A
˚
A P Cnˆn é uma matriz hermı́tica, os seus valores próprios são

números reais. Além disso, se �1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �n forem os valores próprios de A
˚
A, então o

teorema de Courant-Fischer (ou a Proposição 5.2) garante que

�n “ min
vPCnˆ1

}v}“1

v
˚
A

˚
Av.

Como

v
˚
A

˚
Av “ }Av}

2
P R`

0 , v P Cnˆ1

conclúımos �n • 0 e, portanto, �1, . . . ,�n P R`
0 . De modo análogo, conclúımos que os valores

próprios de AA
˚

“ pA
˚
q

˚
A

˚ são números reais não-negativos.

Sejam �1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �r ° 0 os valores singulares de A e sejam U P Cmˆm e V P Cnˆn

matrizes unitárias tais que

UAV “

«
D 0

0 0

�
D “

»

————–

�1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ �r

fi

����fl
P Rrˆr.

Então,

UpAA
˚
qU

˚
“ UApVV

˚
qA

˚
U

˚
“ pUAVqpUAVq

˚
“

«
D 0

0 0

� «
D 0

0 0

�
“

«
D

2
0

0 0

�
,

logo �2
1 • �2

2 • ¨ ¨ ¨ • �2
r ° 0 são os valores próprios não-nulos da matriz AA

˚ (porque V é

invert́ıvel e V
´1

“ V
˚). O resultado segue-se. ⇤

Teorema 6.4 (max-min/min-max). Seja A P Cmˆn
e sejam �1 • �2 • ¨ ¨ ¨ • �r os valores

singulares de A. Então, para qualquer 1 § i § r,

�i “ max
V§Cnˆ1

dimV“i

min
vPV

}v}“1

}Av} “ min
V§Cnˆ1

dimV“n´i`1

max
vPV

}v}“1

}Av}, 1 § i § r.
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Equivalentemente,

�i “ max
V§Cnˆ1

dimV“i

min
vPV
v‰0

}Av}

}v}
“ min

V§Cnˆ1

dimV“n´i`1

max
vPV
v‰0

}Av}

}v}
, 1 § i § r.

Demonstração. É consequência do teorema de Courant-Fischer, tendo em conta que

�2
1 • ¨ ¨ ¨ • �2

r • �2
r`1 • ¨ ¨ ¨ • �2

n, �r`1 “ ¨ ¨ ¨ “ �n “ 0,

são os valores próprios da matriz (hermı́tica) A˚
A P Cnˆn. ⇤


