AULA 6

SUMARIO. Valores singulares: definicao e caracterizacao. Decomposicao SVD.

TEOREMA 6.1 (Decomposigao dos valores singulares (SVD)). Seja A € C™*" wuma matriz

arbitraria e seja r = r(A). Entao, existem matrizes unitdrias U € C™*™ e V € C"*" tais que

oo 0 -+ 0
UAV = D-— ? e R™T
00 : : :
0 0 - o,
onde o1, ...,0, € R sao tais que o1 = 09 = --- = 0, > 0.

DEMONSTRACAO. O resultado é 6bvio quando A = 0, de modo que podemos admitir que
A #0.

Em primeiro lugar, suponhamos que m = 1 (isto é, A € C'*™ é uma matriz linha com compri-

mento n). Seja v = A* € C"*! e seja 01 = |v| € RT (porque v # 0); assim,
o = |[v|? = (v|v) = viv = (A*)*A* = AA*,

1

Seja V e C™" uma matriz unitdria cuja primeira coluna é v; = o;'v = RV e sejam
Vo, ..., Vy, € C™! as restantes colunas de V. Entdo,
AV = [Avl Avy --- Avn] = [Jflv*v vivy - V*Vn].
Como {vy,...,v,} é uma base ortonormada de C"*! temos
v*v; = (v|v;) =0, 2<i<n,
pelo que
AV =y 0 - 0| =|D o

onde D = [o] € RI*L.

Sendo assim, podemos supor que m > 2. Procedemos por indugao sobre n (isto é, sobre o
nimero de colunas de A). Quando n = 1, o argumento anterior, aplicado a matriz A* € Ct*™,

garante que existe uma matriz unitaria V.e C™*™ tal que

A*V = [0'1 0], 016R+.
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Por conseguinte, pondo U = V*, obtemos uma matriz unitaria U € C™*™ tal que

UA = V*(A")* = (A*V)* = [0, 0]" = [21]

e, portanto, o resultado é verdadeiro com D = [01].

Agora, suponhamos que n > 2 e que o resultado estd provado para qualquer Ay € C™*(=1),
>

2
Seja A € C™*™ e sejam Ay = Ay = -+ = ), os valores préprios de A*A € C"*" (notemos que

A*A é uma matriz hermitica). Seja v € C"™! um vector préprio de A*A associado a A; com

norma ||vy|| = 1. Como
A= max W'A*Aw = max (Aw)*(Aw) = max |Aw|?eR",
weCnx1 weCnx1 weCnx1
[wi=1 [wl=1 Iwl=1

podemos considerar o; = \/\; € RT. Seja V; € C"*"™ uma matriz unitdria cuja primeira coluna
é vy, de modo que V; = [V1 Vo - vn] onde {vy,...,v,} é uma base ortonormada de Crxt,
Entao,

AV, — [Av1 Avy - Avn] .

Por outro lado, consideremos o vector u; = oy 'Av, e C™*!, de modo que Av; = oyu;y. Temos
2 % _ —IA * —lA =2 *A*A Gk _ 2_1
lui[|® = ufuy = (07 Avy)* (07 Avy) = 07 °v] vi=vivi = |vif® =

(porque (A*A)v; = \;v; e A\; = 07) e, portanto, existe uma matriz unitdria U; € C™*! cuja

primeira coluna ¢é u;. Temos

UFAV, = [UTAVl UiAv, - U’{Avn] .
Escolhendo uy, - - - ,u,, € C™*! tais que U; = [u1 uy - - un], verificamos que
uj uifAv;
UTAv; = U; Av; = uzAY; , 1<j<n.
u‘:‘n uy Av;

Ora,
L] LlTAVl = 0'111Tll1 =01,
e u'Av, =uj(ojuy) = oyuiu; =0, 2<i<m,

o WAV, =0 'VIA*Av, = o] (A*Av)) v, = o A viv; = 0, 2

N

<.
N
S

Por conseguinte,

0
U*AV, = |7
0 A,

para alguma matriz A, € Cm—Dx(n=1),
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Por hipétese de inducio, existem matrizes unitarias Uy € C=Dx(m=1) ¢ Y ¢ C(r=D*x(n=1) taig

que
Dy O
UpAyVy =
00 Vo [0 0]
onde
oy 0 - 0
D, — 0 o3 -~ 0 c RU—Dx(r=1)
0 O oy
em que oy, ...,0, € R sao tais que

Oy =032 --=0,>0;

notemos que r(Ag) =r(A) — 1 =r —1 (porque o1 # 0). Pondo

1 0 1 0
U = UT e V = Vl )
0 Uo 0 VO

obtemos matrizes unitarias U € C™*™ ¢ V € C™*" tais que

01 0 0
UAV=|10 Dy 0
0O 0 O
Para concluir a demonstracao, falta provar que o; > 05 = --- = ¢, > 0. Ora, temos

V*(A*A)V = V*A*(U*U)AV = (UAV)*(UAV)

oo 0 O oo 0 O U% 0 O

=10 Dy O 0 Do O|=|0 D2 0

0 0 O 0 0 O 0O 0 O
e, portanto, o2, ..., 02 sao os valores préprios nao-nulos da matriz A*A (porque V ¢é invertivel
e V71 = V*). O resultado segue-se porque \; =07 e \; = Ao = --- = )\, = 0. O

TEOREMA 6.2. Seja A € C™™ uma matriz arbitraria e suponhamos que existem matrizes

unitarias U € C™*™ ¢V e C™*™ tais que

g1 0 0
D 0 0 o - 0
UAV = D=| | e R™T,
00 Do :
0 0 - o,
onde o1,...,0, € R sdo tais que 0y > 09 = -+ = o, > 0. Entao, 02,...,02 sao 0s val-
ores proprios nao-nulos da matriz A*A € C"*"; em particular, o1,...,0, sdo univocamente

determinados.
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DEMONSTRACAO. Basta repetir o ultimo pardgrafo da demonstracao anterior. O

> Definimos os VALORES SINGULARES de uma matriz A € C"™*"™ como sendo as raizes

quadradas positivas dos valores proprios nao-nulos da matriz hermitica A*A € C™*™,

PROPOSICAO 6.3. Seja A € C™ ™ wuma matriz arbitrdria. FEntao, os valores proprios das
matrizes A*A € C" e AA* € C™*"™ sdo numeros reais nao-negativos e, além disso, A*A e
AA* tém os mesmos valores préprios nao-nulos (contando multiplicidades); em particular, as

matrizes A e A* tém os mesmos valores singulares.

DEMONSTRACAO. Como A*A € C™" é uma matriz hermitica, os seus valores proprios sao
numeros reais. Além disso, se \; = Ay = --- = A, forem os valores proprios de A*A, entao o

teorema de Courant-Fischer (ou a Proposigao 5.2) garante que

A, = min VFA¥Av.
veCnx1
[vi=1
Como
* A K . 2 + nx1
Vv*A*Av = |Av|® e Ry, veC
conclufmos A, = 0 e, portanto, Ai,...,\, € Rj. De modo andlogo, concluimos que os valores

préprios de AA* = (A*)* A* sdo nimeros reais nao-negativos.

Sejam 01 = 09 = - = 0, > 0 os valores singulares de A e sejam U € C"™*™ e V € C™*"

matrizes unitarias tais que

o 0 - 0
UAV = 0 D= ? e R,
00 Do :

0 O o,

Entao,

D o|[D o] [D? o
U(AA*)U* = UA(VV*)A*U* = (UAV)(UAV)* = - ,

0 0[]0 O 0 O
logo 0? > 02 > .-+ > 02 > ( sdo os valores préprios nao-nulos da matriz AA* (porque V é
invertivel e V71 = V*). O resultado segue-se. i
TEOREMA 6.4 (max-min/min-max). Seja A € C™*" e sejam o1 = 09 = -+ = 0, 0s valores
singulares de A. Entao, para qualquer 1 < i <,
o;= max min |[Av| = min  max [|Av], 1<i<r
Vg(cnxl vey VS(C"XI vey

dim V=i [v[=1 dim V=n—i+1 [v[=1
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FEquivalentemente,
) Av] Av]
g max min = in  max , <i<r
y<ert vey v v<ert vel v
dim V=i im V=n—i+ 0
DEMONSTRAGAO. E consequéncia do teorema de Courant-Fischer, tendo em conta que
2 2 2 2
oy = Z=0 =00, = =0, Opp1=--=0, =0,

sao os valores préprios da matriz (hermitica) A*A € C**™, O



