AULA 7

SuMARIO. Normas vectoriais e normas matriciais.

Como ¢ usual, consideramos k = R ou k = C.

> Uma aplicagdo | * |: k"*! — R diz-se uma NORMA (VECTORIAL) se satisfizer as seguintes

condicoes, para quaisquer v, u € k™! e qualquer « € k:
(a) [V €Rf e |[v| =0 — v =0;
(b) fav] = lallv;
(¢) [[u+v| <|u| + |v] (DESIGUALDADE TRIANGULAR).

[A nocao de norma pode ser estendida, de maneira ébvia, a qualquer espago vectorial real ou

complexo.]

EXEMPLOS 7.1. (1) A correspondéncia « — |a| define uma norma em k = k'*!.

(2) A aplicacao | * |o: k! — R, definida por

1/2
R DY (5 YT R (AR
1<isn 1<in

¢ uma norma em k™*!; notemos que

[v]e = A/{v|v), v e k™t

Dizemos que | * |2 é a NORMA EUCLIDEANA em k"*!.
(3) A aplicagao | * [1: k"' — R, definida por

v = Z il v = [v1 Un]Teknm’

1<isn

¢ uma norma em k"<

(4) Para qualquer nimero real p > 1, a aplicagao | * [,: k"*! — R, definida por

1/p
HVHp = ( Z |Ui|p> , vV = [Ul .. Un]T c an1,

1<i<n

é uma norma em k"*!; a || x ||, chamamos a p-NORMA em k™*!.
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(5) A aplicagao | * |5 : k™*! — R, definida por
T n
Ve = glfgjl\vi\, \ [vl vn] ek Xl,

é uma norma em k™*!; a | x |, chamamos a NORMA DO MAXIMO em k™*!. Notamos que, para

qualquer v € k™!, a sucessao (HVHp)peN é convergente e que

Wl = lim vl vek™
p—0
LEMA 7.2. Qualquer norma | % ||: kK»*' — R ¢ uma aplicagio continua ™.

DEMONSTRAGAO. Seja || * | uma norma em k™! e comecemos por provar que existe uma

constante € R tal que

vl <ulvlz  vek™

Seja {ey,...,e,} a base candnica de k"*! e seja

po=n max [e];

1<isn
é claro que € R*.
Seja v = [v1 e vn]T e k™! arbitrario. Por um lado, como v = ZKK” v;€;, temos
vl < ) el = > loil el < ( max |ei]) Dol = (u/n) D] Juil.
1<i<n 1<i<n = 1<i<n 1<i<n

Por outro lado, escolhendo 1 < k < n tal que |v,| = maxi<;<, |v;], deduzimos que

2
( D |w|) = ST il <ol <0t Y fuf2 = n2vid,

1<isn I<isn 1<j<n 1<i<n

de onde resulta que >}, ;. |v;| < n[[v|z e, portanto,

IVl < (u/n) Y5 foil < plv]a.

1<i<n

Como se queria.

(*)Pressupomos que sdo conhecidos (da Anédlise Matemética) os conceitos topoldgicos no espago R™ (em
particular, os conceitos de convergéncia e de continuidade) e estes conceitos sao traduzidos naturalmente para
R™ 1 (porque R™*! é “essencialmente o mesmo conjunto” que R™). No caso complexo, identificamos C com R?
(por meio da correspondéncia x + iy — (,y) para x,y € R) e C* com R?" (de modo que C"*! ¢ identificado
com R2"*1): sendo assim, os conceitos topolégicos em C™ reduzem-se aos conceitos conhecidos em R?". Como
exemplo, dizer que uma aplicacio ¢: S — R, definida num subconjuto S de C"*!, é CONTINUA EM vy € S

significa que, para todo § € R™, existe ¢ € R tal que, para qualquer v € S,

[v—vola <e = [d(v) — p(vo)| <.
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Para terminar a demonstracao, seja vy € k™! e seja § € RT. Para qualquer v € k"*!, temos
v = Ivoll| < v = ol
(exercicio) de modo que, para qualquer € € R* com e < 6/u, se tem
[v—volz <e = [Iv] = Ivol| < Iv = ol < ulv = vol2 < pe <,
provando que | * | : k"*! — R é, de facto, uma aplicagao continua. d
> Dizemos que duas normas | x || e | » |/ em k"*! sdo EQUIVALENTES se existirem constantes

v, u € RT tais que

vvlP < vl < plvl, vek™

TEOREMA 7.3. Qualquer norma em k™! € equivalente & norma euclideana | x|2; em particular,

quaisquer duas normas em k™! sao equivalentes.

DEMONSTRAGAO. Seja | * | uma norma em k™*!. Pelo que vimos na demonstragao anterior,
existe u € R* tal que

vl <plvle,  vek™h
por conseguinte, falta provar que existe v € R tal que
vivle < vl vek™
Para isso, consideramos o subconjunto
S={vek™": |v|, =1} c k™.

Este subconjunto nao-vazio e, além disso, é compacto (porque é fechado e limitado) e, portanto,

uma vez que | ||: k™! — R é uma aplicagao continua, existe v € S tal que
- mi (%)
Vol = min ||

Ora, como v( € S, temos |vo| = 1, logo vy # 0 e, portanto, v = |vo| € R*. Para qualquer

v e k»*!, pondo v = mv, temos v € S, logo
v[vle < [¥]Ivl2 = |Iv]e¥] = vl

0 que termina a demonstracao. U

(*)Trata-se de uma aplicagao de um resultado importante da Andlise Matemadtica (que generaliza o teorema
de Weierstrass): para qualquer aplicagdo continua ¢: X — R definida num subconjunto compacto e nao-vazio

X de R™, existem pontos xg, X[ € X tais que

d(x0) = {crél)rfl o(x) e o(x5) = max ¢(x).

xeX

Este resultado ird ser usado algumas vezes neste curso.]
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> Uma aplicagao || x |[: k™" — R, onde k = R ou k = C, diz-se uma NORMA MATRICIAL se

satisfizer as seguintes condicoes, para quaisquer A, B € k"*™ e qualquer « € k:

[As condigbes (a)-(c) asseguram que | * | é uma norma no espago vectorial k*".]

Exempros 7.4. (1) A aplicacdo | * |o: k™™ — R, definida por

Z ’ai,j|27 vV = [ai,j] € knxn’

1<i,j<n

|Allz = /tr(A*A) =

é uma norma matricial; a | * |5 é usual chamar-se a NORMA DE FROBENIUS de k™*".

Ja sabemos que || * [ é uma norma vectorial em k™ ™ (trata-se da norma euclideana). Por

outro lado, para quaisquer A, B € k™", temos

\AH2HBH§=( v |)( 3 |bm'|2)= S aPlesPE Y bl

1<i,j<n 1<i,j<n 1<i g j'<n 1<i,j k<n
2
= Z |a; bi ;| = Z Z |a; bi ;| = Z Z aikbrj| = [|AB2,
1<i,jk<n 1<i,j<n 1<k<n 1<i,j<n | 1<k<n
provando que | * [ é, de facto, uma norma matricial em k"*".
(2) A aplicagao | * [ : k™™ — R, definida por
AL = max fa,|, A = [as,] ek,

¢ uma norma (vectorial), mas ndo é uma norma matricial. De facto, para

A |2 B:Ahzzo’
0 0 0 0

temos ||AB|, = 2, enquanto que |A|x|B|, = 1.



