AULA 8

SUMARIO. Norma matricial induzida por uma norma vectorial. Norma espectral.

PROPOSIGAO 8.1. Seja | » |[: k™! — R wma norma (vectorial) em k™. Entdo, a aplica¢io
| *|: k" - R, definida por

A= sup AV

, A e knxn’
veknx1\{0} HVH

¢ uma norma matricial (a que nos referimos como a NORMA MATRICIAL INDUZIDA por | * | ).

Tem-se
|AVI < |A[ V], Aek™", vek™
além disso, tem-se
|A] = max|Av], — Aek™"

onde § = {vek™": ||v| =1}.
DEMONSTRACAO. Deixamos como exercicio provar que, para quaisquer A € k"*" e qualquer
aek:

e [A|eRf e |A|=0 < A=0;

o [cA] = [af|A].

Por outro lado, se A, B € k™" e v € k"*!, entao

[(A+B)v| _ |Av+Bv| [Av]+[Bv| _ [Av] [|Bv]

< < |A[+B]|
vl vl v vl vl
e, portanto,
|(A +B)v|
|A+B| = sup <|[Al+[B].
veknx1\{0} v

Sendo assim, | % || ¢ uma norma (vectorial) em k™*". Para provar que é norma matricial, sejam
A, B e k™" e seja vek™! Se Bv =0, entao
[(AB)v| _ [A(Bv)]

=0 < [A[|B].
vl vl

Se Bv # 0, entao

AB)v A(Bv A(Bv)| |Bv
|(AB)v| _ |ABv)| | ](3 I Bv| < |A|[B].
Iv| v IBv| vl
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Em conclusao,

AB)v

vekn*x1\{0} ” H

< [A]]B].

Agora, para qualquer A € k™" e qualquer v € k"*!, temos
AV _ |Aw] _
T T = Al

VI wekningoy Wl

logo |Av] < [|A[]v].

Para terminar a demonstracdo, seja A € k™ ™ e provemos que [|A| = maxyes |Av|. Em

primeiro lugar, para qualquer v € k™! com v # 0, temos

|Av]| _ B
R~ IV A] = [AGVITV) < sup fAwl,
WE
de onde resulta que
A
|A] = sup 1AVl sup |Av| < |A]
vewgoy [V ves
e, portanto,
|A] = sup |Av|.
VE
Sendo assim, h& que provar que existe v € S tal que |Avg| = |A].

Deixamos como exercicio justificar que a correspondéncia v — |Av| define uma aplicacdo
continua de k™! em R (recorde que | * ||: k®*! — R é uma aplicagao continua). Por outro

lado, como | * | e | |2 sio normas equivalentes, existe u € RT tal que
[Vl <plvl,  vek™

em particular, temos
Ve < plvli=p, ves,

o que significa que
Sc{vek™ |vl]<pu}.

Sendo assim, S é um subconjunto limitado de k™! e, uma vez que também ¢é fechado (porque
¢ imagem inversa de {1} < R por meio de uma aplicagdo continua), concluimos que § é um

subconjunto compacto de k™*!. Por conseguinte, existe vo € S tal que
|Avo| = max |Av] = sup [Av] = Al
veS ves
o que termina a demonstracao. U

COROLARIO 8.2. Seja | * |: kK™ — R a norma matricial induzida por uma norma (vectorial)
[ *]: k! - R. Se A € K"*" for uma matriz invertivel, entdo

1
Minyes |Av|

A~ =

onde S = {vek™": |v|=1}.
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DEMONSTRAGQAO. Seja A € k™*™ uma matriz invertivel. Como S é um subconjunto compacto

nao-vazio de k™!, existe vy € S tal que
|Avo| = min |Av].
vesS

Ora, uma vez que a correspondéncia v — A~'v define uma permutacao de k"*!, deduzimos

que
A lv A lv
IA7] = max ATV = max H & H = o) LAl)V|)||
= M = max ; = max ;
weerT\(o} [AW] ek o) [w T [Aw]|  werr o} [ |w] ! (Aw)|
1 1 1

" wenio) [A([w[w)|  wes JAV]  mines [AV]’

como se queria. O

EXEMPLO 8.3. Definimos a NORMA ESPECTRAL em k™" que denotaremos por | * |5, como

sendo a norma induzida pela norma euclideana || * [5: k"*! — R.
Assim, pondo § = {v e k"*!: |v|, = 1}, temos
|A[s = max || Av]z, A e k™"
veS

deste modo, se A(A)max € R denotar o maior valor préprio da matriz hermitica A*A (de modo

que A/ A(A)max é 0 maior valor singular de A), entao

HA”S = V )‘(A)max
(usando o Teorema 6.4).
Por outro lado, denotando por A(A)yi, € RT denotar o menor valor préprio de A*A, obtemos
1 1
minVES ||AV|| A(A)min

(usando o corolario anterior e o Teorema 6.4).

A~ =

PROPOSICAO 8.4. Para qualquer matriz A € K™*™, tem-se:
(a) |Alls = maxyes maxyes [W*Av| onde S = {v e k"*!: ||v|y = 1};
(b) A% = |Als;
(c) [A*Als = [A3;

)

(d) |[UAV|s = |A|s para quaisquer matrizes unitdrias U,V € k™*™.

DEMONSTRACAO. Exercicio. O



