AULA 9

SUMARIO. Raio espectral e convergéncia de sucessoes de matrizes.

> Para qualquer matriz A € C"*", definimos o RAIO ESPECTRAL de A como sendo o niimero

real

A) = Al
p(A) = max |A;

recorde que g(A) é o espectro de A (isto é, o conjunto dos valores préprios de A).
TEOREMA 9.1. Seja || * | uma norma matricial em C™*" e seja A € C**™. Entdo,
Al <p(A) <A, Aeo(A).

Além disso, se A for invertivel, entao

1

S <\ <pA),  Aea(A)
A

DEMONSTRAGAO. Seja A € o(A) e seja v € C™! um vector préprio associado a \. Se

Vz[v v o V]GC”X", entao

AVz[Av Av ... Av]z[)\v AV .- )\V]z)\V

e, portanto,
[AV] = [AV] = [A[]V].
Como |AV| < [|A]/|V] (porque | || é norma matricial), concluimos que |A| < ||A]| (porque

[V # 0, uma vez que v # 0, logo V # 0). Como A € g(A) é arbitrario, concluimos também
que p(A) < [A].

Se A for invertivel e A € o(A), entdo A7t € o(A™1), logo [A71 < |A7!, de onde resulta que
Al =1/ A7 O
PROPOSICAO 9.2. Seja A € C*™". Entao, para qualquer € € RT, existe uma norma matricial
[ *|: C"™™ — R tal que

p(A) < [A] < p(A) +e.
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DEMONSTRACAO. Pelo teorema da decomposicao de Schur, existe uma matriz unitdria U €
C™™™ tal que

[\t tiz ot
0 A taz -+ tay,
U*AU =T, T=]0 0 X3 - t3,[|eC™",
(0 0 0 - A
onde Ay, ..., A, € C sao os valores proprios de A. Para qualquer k € N| seja
Uk 0 - 0
0 1k - 0
D= | e,
0 0 - 1"
Entao,
AN (ke (/E)tis - (/E" Yy,
0 Ao (]./k’)tgjg s (1/k)n72t27n
D'TD,=|0 0 Aso o (/R
0 0 0o - A
Para cada 1 <4 < n, a sucessao (|\;| + 2,5, (1/k )|t 5]), . € convergente com
i (Ind+ 3 (R le1) = A
ko0 i<j<n

Sendo assim, se | x|/, denotar a norma matricial induzida pela norma | x|, em C"*! a sucessio

(||D,;1TD;€H’OO)I€eN também é convergente com

lim HD,;lTDngO = max |\;| = p(A);
k—o0 <N

17

notemos que

D TDL, = a1+ 3 (/6]

1<j<n

(exercicio). Por conseguinte, existe ko € N tal que
k>ky = [|D;'TDy|,—p(A)| <e.

Como |D; 'TDy [, < p(D,'TDy) (pelo teorema anterior) e como p(D,'TDy) = p(A) (porque

D,;lTDk e A tém os mesmos valores préprios), concluimos que

ID; ' TD[s < p(A) +&, k= ko

Posto isto, escolhemos k € N com k > k¢ e definimos || x |: C"*" — R por

|B| = |D;'U*BUD,|, BeC™™"
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Como UDj € C™*" é uma matriz invertivel, | x| ¢ uma norma matricial (exercicio); além disso,

temos
|A| = |D;'U*AUD,| = [D,'TDy| < p(A) +¢.

Como se queria: a desigualdade p(A) < |A| é valida para qualquer norma. O

PROPOSIGAO 9.3. Seja A € C™*" e seja || x| : C™*" — R uma norma matricial tal que |A| < 1.

Entao, a sucessao (Ak)keN é convergente e limy,_,,, A* = 0.

DEMONSTRAGAO. Como [A| < 1, a sucessio (de nimeros reais) (JA|*), . é convergente e
tem-se

lim A" =0
k—ao0

Por outro lado, como | + || é uma norma matricial, temos 0 < |A*| < |A[*, logo (JA*]), ¢
uma sucessao convergente e tem-se

Jim [AF] = 0.
Como todas as normas vectoriais em C"*" sdo equivalentes, existe uma constante p € R™ tal

que |A¥|y < pu| Al e, portanto, a sucessao (|A¥|2), , também ¢é convergente com
lim A, = 0.
k—0o0
Em conclusao, a sucessao (Ak) LN é convergente com limy_,, A¥ = 0. O

TEOREMA 9.4. Seja A € C™™ ™. Entdo, a sucessao (A'“)kEN em C™™ serd convergente com
limy .o A* = 0 se e 56 se p(A) < 1.

DEMONSTRACQAO. Suponhamos que (A"“)kEN é convergente com limy_,., A¥ = 0 (isto é, que a
sucessao (|A*|)ren é convergente com limy_,o, [A*|, = 0). Seja A € o(A) tal que [A| = p(A) e
seja v e C™! com vy = 1 tal que Av = Av. Uma vez que a norma euclideana ||x[5: C™" — R

¢ uma norma matricial, deduzimos que
N = [N v]e = [Mve = [AS] < |AF2]v]2 = |A].

()Da Andlise Matemética (em R™) resulta que uma sucessao (Aj), . em C"*" serd convergente com

keN

lim Aj, = Be C"*"

k—o0
se e s6 se a sucessdao de nimeros reais (|Ay — BH2)keN for convergente com
lim A — B| =0.
k—o0
(k)

@i j
k
quaisquer 1 < 17,5 < n, a sucessao (al(- j))keN for convergente com

Equivalentemente, se Ay = [ ]7 a sucessao (Ak)keN serd convergente com limy_,,, Ay = B se e s6 se, para

(k) _ ¢
dm ag) = b

(onde B = [b@j]).
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keN
também é convergente com limy ., [A|¥ = 0 e, portanto, tem de ser |A\| < 1, ou seja, p(A) < 1.

Como (|A*¥|)ren ¢ uma sucessdo convergente com limy_o [A*| = 0, a sucessao (|A[")

Reciprocamente, suponhamos que p(A) < 1 e seja ¢ € R tal que p(A) + ¢ < 1. Pela Propo-
sigao 9.2, existe uma norma matricial tal que |A| < p(A) + ¢ < 1, pelo que basta aplicar a

proposicao anterior. U



