AULA 12

SuMARIO. Continuidade dos valores préprios (IT). Teorema de GerSgorin (segunda parte).

TEOREMA 12.1 (Continuidade dos valores préprios (1* versao)). Seja Aj, As, As, ... uma
sucessao convergente em C"*™ e seja A = limy_,o, Ay. Para qualquer B € C"*", denotemos por
A(B), A2(B),..., \.(B) € C os valores prdprios de B (contando multiplicidades) e seja S, o
conjunto de todas as permutagoes w: {1,2,...,b} — {1,2,...,n}. Entdo, para qualquer ¢ € R*,

existe ko = ko(e) tal que

min max [ (Ax) — Ni(A)| < e

meSy, 1<i<n

para qualquer k € N com k = k.

DEMONSTRACAO. Supomos que o resultado é falso, isto é, para algum ¢ € R™, existem
k’l,k’g,k’gﬂ...EN, k1 < kg < k?g < ---, tais que

min max |)\7’r(i)(Ak‘j) - /\i(A>’ =€, JeN.

TeS, 1<i<n

Em particular, obtemos

max A (Ag,) — N(A)| > ¢, jeN,

1<i<n

para qualquer 7w € S,,.

Aplicando a proposigao anterior a sucessao convergente Ay, , Ag,, Ag,, ..., garantimos que ex-
istem sq,89,83,... € N, 51 < s9 < s3 < ---, e existe uma sucessao convergente de ma-
trizes unitarias Uy, , Uy, , Uy, ,... € C"*" tais que a sucessao T; = UZSlAk31UkSI, T, =

UzSQAkSQUkSQ, T = UZS3AkS3Uk83, ... € convergente e tal que, pondo U = lim;_, Uksj e
T = lim;_,, T;, a matriz T é triangular superior e tal que T = U*AU. Ora, para cada j € N,
os valores préprios de T; sao exactamente os mesmos que valores proprios de Aksj (contando

multiplicidades) e, de facto, podemos escolher a matriz Uksj de modo que

>\1(Aksj) N *
0 )\2(Aksj) N
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Sendo assim, temos

hijOO )\1 (A‘ks]-) * s *
0 lim; o Ao(Ag, ) - *
T — hrn Tj: ' J 00.2( ks])
]_)CD . . .
0 0 e Timy Aa(Ag,)

Como os valores proprios de T = U*AU sao exactamente os mesmos que valores préprios de

A (contando multiplicidades), concluimos que existe uma permutagao m € S, tal que

Jj—ow
Por conseguinte, concluimos que existe j, € N tal que, para qualquer 1 < ¢ < n e qualquer

j € N, se tem
izdo = [ N(Ax,) = A (A)| <e

Em particular,

max |)\ﬂ—1(i)(Aij) — X\i(A)| = max })\i(Aksj) — Ay (A)| <€

1<isn 1<isn

para qualquer j € N com j > jo, uma contradicao. U

> Para quaisquer matrizes A, B € C"*", definimos

p(A,B) = min max ‘)\W(i) - ui’

TesS, 1<i<n

onde Aj,..., A\, € C s@o os valores préprios de A (contando multiplicidades) e py, ..., pu, € C

os valores préprios de B (contando multiplicidades).

Por exemplo, para

temos
()\17 )\2) = (07 _1> € (MlnuZ) = (27 3)
e, portanto,
p(A,B) = min { max{|A; — ], [Ag — pa|}, max{[ Ay — psal, A2 — pur[}}
= min { max{2, 4}, max{3,3}} = min{4, 3} = 3;
notemos que os elementos de Sy sao idg oy = (} %) em= (% %)

Com esta notacao, o Teorema 12.1 reescreve-se como: Se A1, Ay, As, ... for uma sucessao con-
vergente em C"*™ e A = limy_,o, Ay, entdo p(A1,A), p(A2, B), p(As3, A), ... serd uma sucessao

convergente em R com limg_,o, p(Ag, A) = 0.
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> A correspondéncia (A, B) — p(A,B) define uma aplicacao p: C"*™ x C"*" — R que

provém de uma distancia num certo conjunto-cociente C™ de C™ por uma relagao de equivaléncia

~. De facto, para quaisquer (ay,...,a,), (b1,...,b,) € C", definimos
(a1,...,a,) ~ (b1,...,b,) <= existe €S, tal que (ai,...,a,) = (brq1),---,br(n));
por outras palavras, as sequéncias (ay, ..., a,) e (b, ..., b,) serdo equivalentes se e s6 se tiverem

as mesmas coordenadas (contando multiplicidades). A relacdo ~ é, de facto, uma relacdo de
equivaléncia e, portanto, podemos considerar o conjunto-cociente C" constituido pelas classes
de equivaléncia; se @ = {be C": b ~ a} for a classe de equivaléncia que contém a sequéncia

aeC", entdo C* = {a: aeC"}.
Definimos a funcao d: CrxCr—>R por

. abeC"

d(a. b =minmax‘a N — b;
(’ ) neS, ision | @) T

E um exercicio simples verificar que d é uma distdncia no conjunto Cn, isto é, que sdo satisfeitas
as condigoes:

e Para quaisquer a,b € C", d(?i, B) >0e d(ﬁ,g) =0 < a=b <« a~b.

e Para quaisquer a,b € C", d(ﬁ, l;) = d(g,N).

e Para quaisquer a,b,c e C", d(ﬁ, E) < d(ﬁ, B) + d(B,E).

Por conseguinte, denotando por A(A) = (Ay,...,A,) € C" a sequéncia de todos os valores

préprios de uma matriz A € C**" (incluindo multiplicidades), temos
p(A,B) = d(A(A),A(B)), A, BeC™"

e A 3 A 3 nxn. 3 3 nxn 3
* 9 )
[Notemos que p ndo é uma distancia em C por exemplo, existem matrizes A, B € C tais
que p(A,B)=0e A # B/

TEOREMA 12.2 (Continuidade dos valores préprios (22 versao)). Seja || x|| uma norma matricial

em C"*™. Entao, para qualquer 6 € R, existe e € RT tal que, para quaisquer A, B € C"*",

|A-B|<e =— p(A B) <.

DEMONSTRAGAO. Consideremos a fungao X: C™n — Cn definida por
X(A) = A(A), AeC™

H& que provar que X 6 uma funcao continua com respeito a topologia em C™*"™ definida pela
norma ||+ | e a topologia em C™ definida pela distancia d. Ora, pelo Teorema 7?7, sabemos que,
para qualquer A € C"*" e qualquer sucessao convergente (Ag)rey em C™*™ com limg_,o, Ay = A,
a sucessao (p(Ay, A))

Loy € convergente com limy,,o p(Ag, A) = 0. Como

—_———

p(ArA) = d(A(AL),A(A)),  keN,
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concluimos que a funcao X é contfnua com respeito a topologia em C"*" definida pela norma
euclideana || » |2 e & topologia em C™" definida pela distancia d; isto significa que, para qualquer

0 € R, existe ¢’ € R* tal que, para quaisquer A, B € C"*",
|A-B|, <& = p(A,B) <.
O resultado segue-se porque | * || e | » |2 sdo normas equivalentes. O

TEOREMA 12.3 (Gersgorin). Seja A € C™™ e sejam Gi(A),...,G.(A) < C os discos de
Gersgorin de A. Suponhamos que {1,2,... ,n} =L v---uUl, onde I,..., I, < {1,2,...,n}

sao nao-vazios e disjuntos dois-a-dois. Para cada 1 < s < r, seja

i€l

e suponhamos que:
e Para cada 1 < s <r, o subconjunto E,(A) < C € conexo.
o Para quaisquer 1 < s # s’ <r, a intersec¢io Es(A) N Ey(A) € vazia.

[Por outras palavras, Es(A),...,E.(A) sdo as COMPONENTES CONEXAS de G,.(A).] FEntao,

contando multiplicidades,

#(0(A) N E(A)) = #(I,), 1<s<r.

DEMONSTRAGAO. Com vista a absurdo, suponhamos que existe 1 < s < r tal que
#(o(A) 0 E(A)) # #(L);
sem perda de generalidade, supomos que s = 1. Seja
d=inf{|z —2|: z€ &E(A), 2 €&A)u---UE(A)}

a distancia entre os conjuntos & (A) e &(A)U---UE(A); notemos que, como & (A) N (E5(A)u
- U&(A)) = &, temos § € RY.

Sejam
a1 0 0 0 Q12 A1n
0 a - 0 a 0 -
D— 2,2 o B_A_-D-— 2,1 2, 7
0 0 e an,n an,l an,2 T O

de modo que A = B + D. Para qualquer £ € RT, 0 < £ < 1, consideremos a matriz
1,1 56L1,2 T faLn

faz,l Qg2 - §a2,n

A§=D+£B=

gan,l fan,Q Qpon
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notemos que a correspondéncia £ — A, define uma fungéo continua do intervalo [0,1] € R em
C™". E claro que #(c(D) n & (A)) = #(I1), de modo que o conjunto

{€e[0.1]: #(0(Ag) N E(A)) = #(L1)}

¢ nao-vazio; notemos que Ay = D. Seja
¢ =sup {§ € [0,1]: #(0(A¢) N &1(A)) = #(In)}.

Pelo teorema anterior, existe € € R tal que, para qualquer B € C**",
Ac-Bl<e — p(AcB) <o

Como & — Ag define uma funcao continua de [0,1] em C™*", existe ¢g € R™ tal que, para
qualquer ¢ € [0, 1],
E—(l<en = [Ac—A(<e.

Sendo assim, concluimos que

P(A57A4)<57 €—60<§<<+€0.

Pela definicao de (, existe ( — g < & < ( + ¢¢ tal que
#(0(Ag) N E(A)) # #(0(Ac) N Ei(A)).
Deste modo, para qualquer 7 € S,,, tem de existir 1 < ¢ < n tal que
Ni(Ag) € E1(A) e Ay (Ag) € E(A) U --- U E(A).
Sendo assim, concluimos que

max |\i(Ag) — Ay (Ag)| = 6, T E Sy,

1<i<n
e, portanto,
p(Ag, Ac) = min max |)\1(A§) — )\w(z) (A<)| = (5,

TES, 1<i<n

uma contradicao.

O resultado segue-se. U

TEOREMA 12.4 (Gersgorin). Seja A € C™™ e sejam Gi(A),...,G.(A) < C os discos de
Gersgorin de A. Entao:
(a) c(A) = Gi(A)u---UG,(A).

(b) Se {1,2,....,n} =1 U J em que I e J sao subconjuntos disjuntos de {1,2,... n} tais
que os conjuntos

Gri(A) =Ja(Aa) e Gia)=[]G(A)

el jed
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sao disjuntos, entao Gr(A) contém exactamente #1 wvalores prdprios de A (contando

multiplicidades).

DEMONSTRAGQAO. Trata-se das duas partes do teorema de Gersgorin. Il

COROLARIO 12.5. Seja A € C™" e sejam G;(A) = G1(AT),..., G (AT) = G.(AT) os discos de

Gersgorin da matriz transposta A*. Entdo:
(a) o(A) S Gi(A)u--- LG (A).

(b) Se {1,2,...,n} =1 U J em que I e J sdo subconjuntos disjuntos de {1,2,... ,n} tais
que 0s conjuntos
Gia)=Jgia) e GiAa)=[]gA)
el jedJ
sao disjuntos, entdo Gr(A) contém exactamente #1 wvalores proprios de A (contando

multiplicidades).

DEMONSTRAGAO. Exercicio. O



