AULA 13

SUMARIO. Funcoes de matrizes.

> Qualquer polinémio p(z) € C[z] determina uma fungao p: C — C por meio da corre-
spondéncia a — p(«) e, também, uma fungdo matricial p: C"*" — C"*" por meio da corre-

spondéncia A — p(A): se p(x) = ag + ez + -+ - + a,a", ag,ay, .. .,a, € C, entdo
p(A) = aol, + a1 A + -+ + a, A"

Mais geralmente, em algumas situagoes, é possivel associar a dada fungao f: C — C (de varidvel

complexa) uma func¢do matricial f: C**"™ — C™*™; por exemplo:

e quando f(z) = = = (1—2)7!, deverd ser f(A) = (I,—A)™', o que faz sentido sempre

z

que I, — A é invertivel (tal como f(z) s6 estd definida quando 1 — z tem inverso em
C);
p(2)

a(z)
em C[z]), deverd ser f(A) = p(A)q(A)™", o que faz sentido quando a matriz q(A) é

e quando f(z) = ¢ uma fungao racional (isto é, quando p(z) e ¢(x) sdo polinémios

invertivel;

e outras situacoes sdo mais complicadas: serd possivel definir sen(A), cos(A), e, ou

log(A)?

A resposta estd em considerar, quando tal for possivel, o desenvolvimento em série da funcao

f(2). Por exemplo, sabemos da Andlise Complexa que

1 .
—=Zzzzl+z+22+-~, zeC, |z <1

1 =0
isto significa que, sempre que z € C é tal que |z| < 1, a série >,_, z* é convergente, isto é, para

qualquer z € C com |z| < 1, a sucess@o das somas parciais

) 1_zk+1
> zZ=1+z+~--~|—zk=1—, k e Ny,
o<i<k <

é convergente com
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Deste modo, dada qualquer matriz A € C™*™ tal que I,, — A é invertivel, podemos tentar provar

que a série (de matrizes) >, o A" =T, + A+ A® + ... é convergente e que
DA = (I, - A
k>0

tal como nas funcoes complexas de varidvel complexa, dizemos que a série ), _ AF ¢ convergente
quando a sucessao das somas parciais
DA =L +A+ - +AF keN,,
0<i<k

é convergente e, neste caso, definimos

DIAT=lim Y A"

4 k—ow &

i=0 o<i<k
LEMA 13.1. Seja (Ak)keN uma sucessao em C™*™ e suponhamos que existe uma norma | x| em

C™™ tal que a série numérica Y, |Ax| € convergente. Entdo, a série Y, Ay € convergente.

DEMONSTRAGAO. Provamos que (ZKisk Ai) é uma sucessao de Cauchy, isto é, para

keN
qualquer € € RT, existe kg € N tal que, para quaisquer k, k" € N,

S A YA

1<i<k 1<k

kK >k = <e.

2

Seja € € R* arbitrario. Como a série Y,  |Ax| é convergente, a sucessao das somas parciais
<Z1 cick HAZH) é convergente e, portanto, é uma sucessao de Cauchy. Sendo assim, existe
N keN

ko € N tal que, para quaisquer k, k' € N,

kK =>ky = <Ee.

DAL= > A

1<i<k 1<i<k!

Para quaisquer k, k' € N com k' < k, temos

S A YA

1<i<k 1<i<k!

2

> A

kK +1<i<k

< D Al

2 k+1<i<k

Como todas as normas (vectoriais) em C"*" sao equivalentes, existe u € R tal que | X[, < | X]||

para qualquer X € C™*"™. Por conseguinte, obtemos

Z A; - Z Ayl < Z A2 < p Z n| Al =

1<i<k 1<i<k 2 K<igk k' +1<i<k

D 1A= >0 1A

1<i<k 1<i<k/

Agora, como a série ), ||Ag| é convergente, a sucessao das somas parciais (Zléigk HAi“)keN
¢é convergente e, portanto, é uma sucessao de Cauchy. Sendo assim, existe kg € N tal que, para

quaisquer k, k' € N,

k,k,>l€0 ES <€/[L

D Al = > A

1<i<k 1<i<k’
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e, portanto,
/
kK =k — ZAi— Z Al <ple/p) =e,
1<i<k 1<i<k’/ 2
como se queria.
Para terminar, basta observar que qualquer sucessao de Cauchy em C"*" é convergente. U

TEOREMA 13.2. Seja R € Ry n {0} o raio de convergéncia™ de uma série de poténcias
D k>0 apz® em que a varidvel z e os coeficientes ag, a1, as, ... sio nimeros complexos. Entdo,
para qualquer A € C™™, a série Y, apAF serd convergente sempre que p(A) < R; além disso,

nesta situagao, existe uma norma matricial | * ||: C"*" — R tal que |A| < R.

DEMONSTRAGAO. Seja A € C™*" tal que p(A) < R. Pela Proposi¢ao 9.2, para qualquer
e e R* tal que p(A) < p(A)+e < R, existe uma norma ||x| em C™"*" tal que |A| < p(A)+e < R.

Para esta norma, a série >, ax[|A[* ¢ absolutamente convergente, isto é, >, [ax||A[* ¢

convergente. Por outro lado, para qualquer k£ € Ny, temos
0 < Jar A = |ax| |A"] < Jai| |A]*

(porque || * | ¢ norma matricial), logo a série >, [arA¥|| é convergente (pelo critério da

comparagao). Pelo lema anterior, concluimos que a série Y., _, arA* é convergente. O

ExempLos 13.3.  (a) A funcdo exponencial z — ¢e* é holomorfa em C (isto é, é diferencidvel
em C) e, por isso, admite uma expansao em série de poténcias (centrada em 0)
1
e = 2 0 2" z e C,
k=0 """

k & convergente para todo z € C e, portanto, o seu raio de

em particular, a série >, % z
convergencia é R = c0. Sendo assim, o Teorema 13.2 garante que, para qualquer A € C"*", a
série D - % AF ¢ convergente, o que permite definir a EXPONENCIAL e® da matriz A por
1
€A = Z E Ak
k=0
(b) A funcao z — log(1l + z) é holomorfa em & = {z € C: |z| < 1} e, por isso, admite uma

expansao em série de poténcias (centrada em 0)

R’
log(1+z)=ZTz, z €S,
k=1 ’

(*)Isto significa que, para qualquer z € C, a série ), . apz" é absolutamente convergente (isto é, a série
Ym0 lawz®| = Ysg lak| [2|* é convergente) quando |z| < R e divergente quando |z| > R; no caso em que

|z| = R, a série pode ser convergente ou divergente. O raio de convergéncia da série }, apz* é dado por

. Qf
R = lim ‘
k—oolag+1

(caso este limite exista).
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_1)k-1 , .
k), 2% é convergente para todo z € S e, de facto, o seu raio de

convergeéncia é R = 1. Sendo assim, o Teorema 13.2 garante que, para qualquer A € C™*™ com
p(A) < 1, a série Zk21 )k 1
p(I, — A) < 1, podemos deﬁmr 0 LOGARITMO log(A) da matriz A por

em particular, a série Zk>0

AF ¢ convergente; em particular, para qualquer A € C™*" com

log(A) =log(I, + (A —1L,)) = )] # (A —1,)"

(¢) A fungao seno z — sen(z) é holomorfa em C e, por isso, admite uma expansao em série

de poténcias (centrada em 0)

(_1)k 2k+1

sen(z)zz:—z : 2 € C;
|
= (2k + 1)!
em particular, a série »;, (éki)l), 22k+1 & convergente para todo z € C. Sendo assim, o Teo-

(=DF A 2k+1

rema 13.2 garante que, para qualquer A € C"*", a série Zk>0 @D

é convergente, o que

permite definir o SENO sen(A) da matriz A por

—1)* 2k+1
sen(A) = ,; % AT

(d) A fungao coseno z — cos(z) é holomorfa em C e, por isso, admite uma expansao em série

de poténcias (centrada em 0)

k

(=D* ok
em particular, a série Zk>0 @R ¢

é convergente para todo z € C. Sendo assim, o Teorema 13.2

garante que, para qualquer A € C"*", a série ) k=0 2;)]6 A?F & convergente, o que permite definir

0 COSENO cos(A) da matriz A por

cos(A) = Z (-1 A
5 2k
COROLARIO 13.4. Seja A € C™" e seja | * | uma norma em C™*" tal que |L,— A| < 1. Entao,
a matriz A € invertivel e temos

AT =) (I, - AR

k=0

DEMONSTRAGAO. A série >, 2* tem raio de convergéncia R = 1 e, portanto, a série
Y s0(In — A)F ¢ convergente (pelo teorema anterior). Seja

B= ) (I,- A= lim (I, — A)".

k—o00 -
k=0 0<i<k
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Temos
ADY (L-A) =@ -1 —-A) > I,-A) =1L, (I, - A*).
0<i<k 0<i<k

Como |I, — A| < 1, a Proposi¢ao 9.3 garante que a sucessio ((I, — A)**!) _ e convergente

keN
com hmk_,go In —A k1l — 0. Sendo assim, concluimos que
)

AB=Alim ) (I, -A)=lmA ) (I,-A) = lim (I, - (I, - A*™)) =1,
0<i<k 0<i<k

ou seja, A~ =B =3 _ (I, — A)F. O

COROLARIO 13.5. Seja A € C™™ uma matriz tal que

jaigl > >, aigl,  1<i<n
1< #i<n
Entdao, A ¢ invertivel.
CL171 0 0
. . 0 age -~ 0 . ,
DEMONSTRAGAO. Seja D = ] _ ) e notemos que D é invertivel porque
0 0 (n,n
la; ;| > 0logo a;; # 0 para qualquer 1 < i < n. Temos
[ -1 -1
1 11012 -0 A Q1n
-1 -1
Ay o0 1 R 1}
— 22421 2,2U2,n
DA = )
-1 -1
Apnbnl Gy pln2 1
e, portanto,
§ -1 1
0 —Qy 012 ay101,n
- -1
—Q5 50 0 —Q5 50
_ 2,202,1 2,202.n
I,-D'A = ]
-1 -1
Ty pOn1 Ty p0n2 0

Seja || * | a norma em C™*™ induzida por | * |, em C"*!; assim,

|X] = max |z 41, XeCr .
1<i<n
1<j<n

Temos
|IL, =D7'A| = max Y a;)aig[ = max Jag | D Jaig| <1

1<isn — 1<isn —
1<j#i<n 1<j#i<n

e, portanto, pelo coroldrio anterior, a matriz D~ A é invertivel, logo A também é invertivel. [



