
AULA 14

Sumário. Fórmula canónica de Jordan: matrizes nilpotentes.

B Um bloco de Jordan Jkp�q P Ckˆk é uma matriz da forma

Jkp�q “

»

——————–

� 1

� 1
. . . . . .

� 1

�

fi

������fl

onde o escalar � P C ocorre k vezes na diagonal, 1 ocorre k ´ 1 vezes na “sobre-diagonal” e

todas as restantes entradas são iguais a 0. Em particular, temos

J1p�q “
“
�

‰
, J2p�q “

«
� 1

0 �

�
e J3p�q “

»

—–
� 1 0

0 � 1

0 0 �

fi

�fl .

No caso em que � “ 0, dizemos que Jkp0q é um bloco de Jordan nilpotente; nesta

situação, temos Jkp0q
k

“ 0.

Uma matriz de Jordan J P Cnˆn é uma matriz diagonal por blocos

J “

»

————–

Jn1p�1q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jn2p�2q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jnrp�rq

fi

����fl

onde �1, . . . ,�r P C e n1, . . . , nr P N são tais que n1 ` n2 ` ¨ ¨ ¨ ` nr “ n.

Proposição 14.1. Seja k P N, k • 2 e seja te1, . . . , enu a base canónica de Ckˆk
. Então,

(a) Jkp0qe1 “ 0 e Jkp0qei`1 “ ei para qualquer 1 § i § k ´ 1.

(b) Jkp0q
t

“ 0 para qualquer t P N, t • k.

(c) Jkp0q
T
Jkp0q “

«
0 0

0 Ik´1

�
.

(d)
`
Ik ´ Jkp0q

T
Jkp0q

˘
v “ pv

T
e1qe1 para qualquer v P Ckˆ1

.
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Demonstração. (a) Por definição, temos Jkp0q “
“
0 e1 ¨ ¨ ¨ ek´1

‰
, logo Jkp0qei`1 “ ei

para qualquer 1 § i § k ´ 1 (porque Jkp0qe1, . . . ,Jkp0qek são as colunas de Jkp�q).

(b) Temos

Jkp0q
i
ei “ Jkp0q

i´1
pJkp0qeiq “ Jkp0q

i´1
ei´1, 1 † i § n,

de onde resulta (por indução) que Jkp0q
iei “ 0 para qualquer 1 § i § n. Em particular,

obtemos Jkp0q
k

“ 0 e, portanto, Jkp0q
t

“ 0 para todo t P N, t • k.

(c) Temos

Jkp0q
T
Jkp0q “

»

————–

0

e
T
1
...

ek´1

fi

����fl

”
0 e

T
1 ¨ ¨ ¨ ek´1

ı
“

»

————–

0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 e
T
1e1 ¨ ¨ ¨ e

T
1ek´1

...
...

...

0 e
T
k´1e1 ¨ ¨ ¨ e

T
k´1ek´1

fi

����fl
“

«
0 0

0 Ik´1

�

(d) Pela aĺınea anterior,
`
Ik ´ Jkp0q

T
Jkp0q

˘
v “

”
e1 0 ¨ ¨ ¨ 0

ı
v “ v1e1 “ pv

T
e1qe1

onde v “
“
v1 ¨ ¨ ¨ vk

‰T
. ⇤

Teorema 14.2. Seja T P Cnˆn
uma matriz estritamente triangular superior (isto é, uma

matriz triangular superior com diagonal nula). Então, existe uma matriz invert́ıvel P P Cnˆn

tal que

P
´1
TP “

»

————–

Jn1p0q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jn2p0q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jnrp0q

fi

����fl

para alguns n1, . . . , nr P N tais que n1 • n2 • ¨ ¨ ¨ • nr e n1 ` n2 ` ¨ ¨ ¨ ` nr “ n(⇤)
.

Demonstração. Procedemos por indução sobre n. Se n “ 1, então A “
“
0
‰
e o resultado

é trivial. Assim, suponhamos que n • 2 e que o resultado é verdadeiro para qualquer n1
P N

com n1
† n e qualquer matriz T0 P Cn1ˆn1

que seja estritamente triangular superior. Ora,

T “

«
0 u

T

0 T0

�
, u P Cpn´1qˆ1, T0 P Cpn´1qˆpn´1q.

Por hipótese de indução, existe uma matriz invert́ıvel P0 P Cpn´1qˆpn´1q tal que

P
´1
0 T0P0 “

»

————–

Jm1p0q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jm2p0q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jmsp0q

fi

����fl

(⇤)Nesta situação, dizemos que pn1, . . . , nrq é uma partição inteira de n.
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para alguns m1, . . . ,ms P N tais que m1 • m2 • ¨ ¨ ¨ • ms e m1 `m2 ` ¨ ¨ ¨ `ms “ n´ 1. Sendo

assim, temos

«
1 0

0 P
´1
0

�
T

«
1 0

0 P0

�
“

«
1 0

0 P
´1
0

� «
0 u

T

0 T0

� «
1 0

0 P0

�
“

«
0 u

T
P0

0 P
´1
0 T0P

�
.

Pondo u
T
P0 “

“
v
T
w

T
‰
onde v P Cm1ˆ1 e w P Cpn´m1´1qˆ1, obtemos

«
1 0

0 P
´1
0

�
T

«
1 0

0 P0

�
“

«
1 0

0 P
´1
0

� «
0 u

T

0 T0

� «
1 0

0 P0

�

“

«
0 u

T
P0

0 P
´1
0 T0P

�
“

»

—–
0 v

T
w

T

0 Jm1p0q 0

0 0 J

fi

�fl

onde J “

»

——–

Jm2p0q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

0 ¨ ¨ ¨ Jmsp0q

fi

��fl P Cpn´m1´1qˆpn´m1´1
q.

Agora, consideremos a matriz Q “

»

—–
1 v

T
J
T
m1

0

0 Im1 0

0 0 In´m1´1

fi

�fl P Cnˆn. É claro que Q é invert́ıvel

com Q
´1

“

»

—–
1 ´v

T
J
T
m1

0

0 Im1 0

0 0 In´m1´1

fi

�fl; além disso, temos

Q
´1

»

—–
0 v

T
w

T

0 Jm1p0q 0

0 0 J

fi

�flQ “

»

—–
0 v

T
`
Im1 ´ Jm1p0q

T
Jm1p0q

˘
w

T

0 Jm1p0q 0

0 0 J

fi

�fl “

»

—–
0 v1eT1 w

T

0 Jm1p0q 0

0 0 J

fi

�fl

onde te1, . . . , em1u é a base canónica de Cm1ˆ1 e v “
“
v1 ¨ ¨ ¨ vm1

‰T
; notemos que v1 “ v

T
e1

e que
`
Im1 ´ Jm1p0q

T
Jm1p0q

˘
v “ v1e1 (pela proposição anterior). Neste ponto, temos duas

situações a considerar: ou v1 ‰ 0, ou v1 “ 0.

Em primeiro lugar, suponhamos que v1 ‰ 0. Então,

»

—–
v1 0 0

0 Im1 0

0 0 v1In´m1´1

fi

�fl

´1 »

—–
0 v1eT1 w

T

0 Jm1p0q 0

0 0 J

fi

�fl

»

—–
v1 0 0

0 Im1 0

0 0 v1In´m1´1

fi

�fl “

»

—–
0 e

T
1 w

T

0 Jm1p0q 0

0 0 J

fi

�fl .
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Ora, temos

«
0 e

T
1

0 Jm1p0q

�
“ Jm1`1p0q e, portanto,

»

—–
0 e

T
1 w

T

0 Jm1p0q 0

0 0 J

fi

�fl “

«
Jm1`1p0q e1w

T

0 J

�
.

Como Jm1`1p0qei`1 “ ei para 1 § i § m1, conclúımos que
«
Im1`1 e2w

T

0 In´m1´1

� «
Jm1`1p0q e1w

T

0 J

� «
Im1`1 e2w

T

0 In´m1´1

�´1

“

«
Jm1`1p0q e2w

T
J

0 J

�
.

Mais geralmente, para qualquer 1 § i § m1, obtemos
«
Im1`1 ei`1w

T
J
i´1

0 In´m1´1

� «
Jm1`1p0q eiw

T
J
i´1

0 J

� «
Im1`1 ei`1w

T
J
i´1

0 In´m1´1

�´1

“

«
Jm1`1p0q ei`1w

T
J
i

0 J

�
.

Em particular, para i “ m1, vem
«
Im1`1 em1w

T
J
m1´1

0 In´m1´1

� «
Jm1`1p0q em1w

T
J
m1´1

0 J

� «
Im1`1 em1w

T
J
m1´1

0 In´m1´1

�´1

“

«
Jm1`1p0q em1`1w

T
J
m1

0 J

�
“

«
Jm1`1p0q 0

0 J

�
,

uma vez que m1 • m2 • ¨ ¨ ¨ • ms, logo

J
m1 “

»

————–

Jm2p0q
m1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jm3p0q
m1 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jmsp0q
m1

fi

����fl
“

»

————–

0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 0 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ 0

fi

����fl
.

Em conclusão, no caso em que v1 ‰ 0, provámos que existe uma matriz invert́ıvel P P Cnˆn tal

que

P
´1
TP “

«
Jm1`1p0q 0

0 J

�
“

»

————–

Jm1`1p0q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jm2p0q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jmsp0q

fi

����fl
,

como se queria.

Para concluir a demonstração, supomos que v1 “ 0, de modo que

Q
´1

»

—–
0 v

T
w

T

0 Jm1p0q 0

0 0 J

fi

�flQ “

»

—–
0 0 w

T

0 Jm1p0q 0

0 0 J

fi

�fl .
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Ora, temos
»

—–
0 Im1 0

1 0 0

0 0 In´m1´1

fi

�fl

»

—–
0 0 w

T

0 Jm1p0q 0

0 0 J

fi

�fl

»

—–
0 Im1 0

1 0 0

0 0 In´m1´1

fi

�fl

´1

“

»

—–
Jm1p0q 0 0

0 0 w
T

0 0 J

fi

�fl .

Voltando a usar a hipótese de indução, existe uma matriz invert́ıvel Q0 P Cpn´m1qˆpn´m1q tal

que

Q
´1
0

«
0 w

T

0 J

�
Q0 “

»

————–

Jm1
2
p0q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jm1
3
p0q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jm1
t
p0q

fi

����fl

onde m1
2, . . . ,m

1
t P N tais que m1

2 • ¨ ¨ ¨ • m1
t e m1

2 ` ¨ ¨ ¨ ` m1
t “ n ´ m1. Sendo assim,

«
Im1 0

0 Q0

�´1 «
0 w

T

0 J

� «
Im1 0

0 Q0

�
“

»

————–

Jm1p0q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jm1
2
p0q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jm1
t
p0q

fi

����fl
.

Para obter a forma desejada, basta fazer uma permutação das linhas (por blocos) e a permutação

inversa das colunas (o que corresponde a multiplicar à direita por uma matriz de permutação

e à esquerda e pela matriz inversa). ⇤


