AULA 14

SuMARIO. Férmula canénica de Jordan: matrizes nilpotentes.

> Um BLOCO DE JORDAN J;(\) € C¥** ¢ uma matriz da forma

[\ 1
A1

Al
A

onde o escalar A € C ocorre k vezes na diagonal, 1 ocorre k — 1 vezes na “sobre-diagonal” e

todas as restantes entradas sao iguais a 0. Em particular, temos

Al
0 A

S > =

A 0
Jl()\) = [)\], Jg()\) = [ ] (§] J3(>\) =10 1
0 A

No caso em que A = 0, dizemos que J;(0) é um BLOCO DE JORDAN NILPOTENTE; nesta

situacdo, temos J;(0)F = 0.

Uma MATRIZ DE JORDAN J € C™*™ é uma matriz diagonal por blocos

Jn, (A1) 0 0
|0
0 0 3.0
onde A\j,...,\,€eCeny,...,n, e Nsao taisque ny +ngs +--- +n, = n.
PROPOSICAO 14.1. Seja ke N, k=2 e seja {ey,...,e,} a base candnica de C***. Entdo,

(a) Jk(0)e; =0 e Jx(0)e;1 = €; para qualquer 1 <i < k — 1.

(b) Jx(0)' = 0 para qualquer t € N, t > k.

() 34(0)734(0) = [O ° ]

0 I,

(d) (I — Jx(0)"31(0))v = (v'e1)er para qualquer v e C*1.
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DEMONSTRAGAO. (a) Por definiao, temos J;(0) = [0 e; -+ ex_1], logo Jx(0)e; 11 = €;
para qualquer 1 <i < k — 1 (porque Ji(0)ey, ..., Jx(0)e sdo as colunas de Ji())).
(b) Temos

Je(0)'e; = Ji(0) ' (Jr(0)e;) = Ji(0)" 'e; 1, 1 <i<n,
de onde resulta (por indugao) que Ji(0)’e; = 0 para qualquer 1 < i < n. Em particular,
obtemos J;(0)* = 0 e, portanto, J;(0)! = 0 para todo t € N, t > k.

(¢) Temos
0 0 0 0
el 0 ele; - ele, 0 0
OO = | o el en] =] - [ ]
: : : : 0 I,
en_1 0 e e € 1€k_1
(d) Pela alinea anterior,
(T — J(0)73(0)) v = [el 0 - o] v =wver = (vie e,
onde v = [vl vk]T. OJ

TEOREMA 14.2. Seja T € C™"™ wma matriz estritamente triangular superior (isto é, uma

matriz triangular superior com diagonal nula). Entdo, existe uma matriz invertivel P € C**"

tal que
J., (0) 0 0
J,., (0 0
P ITP = 2,( )
0 0 o Jn(0)
para alguns ny,...,n,. € N tais que ny =ng = --- = n, eny +ng+ - +n, =n.

DEMONSTRAGAO. Procedemos por inducao sobre n. Se n = 1, entdao A = [O] e o resultado
é trivial. Assim, suponhamos que n > 2 e que o resultado é verdadeiro para qualquer n’ € N
com n' < n e qualquer matriz Ty € C**" que seja estritamente triangular superior. Ora,

0 u’

0 Ty

T:

] 7 ue C(n_l)XI, TO c C(n—l)x(n—l).

Por hipétese de inducdo, existe uma matriz invertivel Py € C=D*(=1 ta] que

J.(0) 0 - 0

T, (0) - 0

PEITOPO = ( ) )
0 0 e Il (0)

(*)Nesta situacdo, dizemos que (ny,...,n,) é uma PARTIGAO INTEIRA de n.
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para alguns mq,...,mse Ntaisquem; > mg > --- = mgsemy+mo+---+mgs =n—1. Sendo

ot o|_|t o 0 u'f|1 o]
0 Pl [0 P;'{|o To||0 Po|

Pondo u'Py = [v? w'] onde v e C™*! e w e C("=m™=D*1 obtemos

Lo 0 u"||1 O
0 P;! 0 To||0 Py

assim, temos

1 0
0 P,*

0 uTP()
0 P,'T,P

10] (1 o

0 Py 0 P;!
_ O VT WT
0 uTPO
- —1 =10 Jml (O) 0
0 P,"T\P
- 0 0
Jn, (0) 0
onde J = : : e Cln=mi—)x(n=mi—1),
0 . Jms<0)
L v, 0
Agora, consideremos a matriz Q = [0 I, 0 e C™". E claro que Q ¢ invertivel
0 0 Infmlfl
L = 0
comQ1t=[0 I, 0 : além disso, temos
0 0 Infmlfl
0 v wr 0 vI(Ln, — 3, (0)"T,,(0)) W' 0 wvie] wT
Q'|o J,(0 0]Q=]0 J o, (0) 0 (=10 Jn(0) O
0 0 J 0 0 J 0 0
onde {ei,...,e,, } é a base canénica de C™*! ¢ v = [vl vml]T; notemos que v; = vie;

e que (L, — 3, (0)",,,,(0))v = vie; (pela proposi¢ao anterior). Neste ponto, temos duas

situagoes a considerar: ou vy # 0, ou v; = 0.

Em primeiro lugar, suponhamos que v; # 0. Entao,
—1
vy O 0 0 wve] w'||vy O 0 0 el w
0 I, 0 0 J,,(0) 0 0 I, 0 =10 J,,(0) O
0 0 U1In_m1_1 0 0 J 0 0 Ul:[n—ml—l 0 0 J
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0 T
Ora, temos [ 3 91(0)] = Jn,+1(0) e, portanto,
0 e wT
Jm 0 T
0 1., (0) 0= [ i) e ]
0 J
0 0

Como J,,,4+1(0)e; 11 = e; para 1 < i < my, concluimos que

-1
Im1+1 GQWT Jm1+1<0) ele Im1+1 GQWT o Jm1+1(0) QQWTJ
0 I, 0 J 0 I, 0 J |

Mais geralmente, para qualquer 1 < ¢ < my, obtemos

‘ . a1 .
Loyyr €W I T, 0(0) ew™ Ty eaw' I [T, 10(0) e w'J?
0 | I 0 J 0 | I 0 J '

Em particular, para i = my, vem

-1
[Imlﬂ emleJml_ll [Jmlﬂ(O) emleJml_ll [Imlﬂ emleJm1_1]

0 | 0 J 0 L —1
- [Jmﬁl(()) emlHWTJml] - [Jmlﬂ(()) 0]
0 J 0 J|
uma vez que mq = mg = - -+ = My, 10go
Jony (0)™ 0 0 00 ---0
T 0 Jms (0)7 - 0 _ 00 ---0
0 0 s I (0)™ 00 ---0

Em conclusao, no caso em que v; # 0, provamos que existe uma matriz invertivel P € C™"*" tal

que
Jpm1(0) 0 .- 0
p-1TP [Jml+1<o> o]: 0 I 0 |
0o J : : :
0 0 J 0, (0)

como se queria.

Para concluir a demonstragao, supomos que v; = 0, de modo que

0 vl wt 0 0 wT
Q[0 J,0 0]{Q=]0 J,(0) 0
0 0 J 0 J

=)
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Ora, temos
-1
0 I, 0 0o o0 w'||o I, 0 Jn, (0) 0 0
1 0 0 0 J,(0) 0 1 0 0 = 0 0 w'
0 0 I,._.,_||0 O Jl|o 0 I_._ 0 0 J

Voltando a usar a hipétese de inducdo, existe uma matriz invertivel Q, € C»—mV)x(=m1) t4]

que
J oy (0) 0 0
0 wt 0 Jo (0) - 0
—1 _ 5
Qo [0 J]QO S E 3
0 0 oo (0)
onde mb, ..., m; € N tais que my = --- = mj e mj + --- +m}, = n —my. Sendo assim,
» Jm, (0) 0 0
I, O 0 wi (L, O 0 Iy, (0) - 0
0 Qo 0 J||0 Q : : ;
0 0 o T (0)

Para obter a forma desejada, basta fazer uma permutagao das linhas (por blocos) e a permutacao
inversa das colunas (o que corresponde a multiplicar a direita por uma matriz de permuta¢dao

e a esquerda e pela matriz inversa). O



