AULA 15

SUMARIO. Teorema de Sylvester.

TEOREMA 15.1 (Sylvester). Para quaisquer matrizes A € C™*™ e B € C"™", as condigies

sequintes sao equivalentes:

(a) o(A)no(B) = .

(b) A equagao AX — XB = 0 tem uma e uma sé solu¢io X € C™*™.

(¢) Para qualqguer C € C™*", a equa¢cio AX — XB = C tem uma e uma sé solugdo

XeCmxm,
DEMONSTRACAO. Consideramos a aplicacao F: C™*"™ — C™*" definida por
F(X) = AX — XB, X eCm m,
E f4cil verificar que F é uma aplicacao linear com
Nuc(F) = {X eC™": AX - XB = 0} e Im(F)= {AX —XB: X ¢ (C””"} :
Além disso, sabemos que
mn = dim C™*" = dim Nuc(F) + dim Im(F)

e, portanto,
Nuc(F) = {0} <= Im(F)=C™*",

o que significa que (b) e (c¢) sdo equivalentes. Por conseguinte, devemos provar que (a) e (b)

sao equivalentes, isto é, que
c(A)no(B)=g < Nuc(F)={0}.
Em primeiro lugar, suponhamos que o(A) no(B) = & e seja X € C™*" tal que AX = XB
(isto é, tal que X € Nuc(F)). Seja
pe(z) = 2" +ax"t + -+ ay, ai,...,a, € C,
o polinémio caracteristico de B. Pelo teorema de Cayley-Hamilton, sabemos que

peB)=B"+aB" '+ 44,1, =0
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e, portanto,
p(A)X = (A" + ;A" + -+ a,l,) = A"X + A" X+ -+ a,X
=XB"+ ;) XB" '+ 4+ 4,X =X(B"+B"' + - +a,1,) = 0.
Agora, suponhamos que Aq, ..., \, € C sao os valores préprios de B. Entéao,
pe(2) = (2 = M)(@ = Ag) -+ (2 = An)
e, portanto,
pe(A) = (A = ML) (A = Aoly) - (A = ApLy,).

Como Ay, ..., \, ¢ 0(A), todas as matrizes A — \1,,,..., A — \,I,, s@o invertiveis e, portanto,

pe(A) também é invertivel. Deste modo,
X = ps(A) 'pe(A)X =0,
provando que Nuc(F) = {0}.

Para a implicagao contraria, argumentamos por contra-reciproco: supomos que o(A)no(B) #
&, com vista a provar que Nuc(F) # {0}. Seja A € 0(A) no(B) e sejaw € C"*! tal que w # 0
e Bw = Aw. Por outro lado, temos A € o(A*) e, portanto, existe v.e C™*! tal que v # 0 e
A*v = \v. Seja C e C™*" tal que Cw = v; esta matriz existe: como w # 0, existe uma base
{wi,...,w,} de C"™! com w; = w e, pelo teorema da extensao linear, existe (pelo menos) uma
aplicacao linear p: C"*! — C™*! que satisfaz p(w;) = v, de modo que basta escolher para C
a matriz que representa esta aplicacao linear (com respeito as bases canénicas de cada um dos
espagos vectoriais). Se fosse Nuc(F) = {0}, entdo a aplicagao F seria sobrejectiva e, portanto,
existiria X € C™*" tal que
AX -XB =F(X)=_C.
No entanto, por um lado, temos
{(AX — XB)w|v) = (AXw|w) — (XBw|v) = (AXW)*v — MXw|v)

= wX*A*v — MXw|v) = Aw*X*v — M Xw|v)

= MXw|v) — MXw|v) =0,
enquanto que, por outro lado,

{(AX = XB)w|v) = (Cwl|v) = (v|v) # 0

(porque v # 0). Esta contradi¢ao prova que Nuc(F) # {0}, como queriamos. O



