AULA 16

SUMARIO. Férmula canénica de Jordan: caso geral.

TEOREMA 16.1 (Forma candnica de Jordan). Para qualquer A € C" ", existe uma matriz

wnvertivel P € C"*™ tal que

Jo (A1) 0 e 0
P AP - Tralda) o0
0 0 T\
para alguns Ay, ..., A\ € C (ndo necessariamente todos distintos) e alguns nq,...,n, € N tais
que eny +Ng + - -+ Ny = N.
DEMONSTRACAO. Sejam Aq,...,\,, € C os valores préprios, distintos dois-a dois, de A. Pelo

teorema da decomposigdo de Schur (e pela sua demonstragao), podemos garantir que existe

uma matriz unitaria U € C™*™ tal que

T Xio - Xim
T, - Xo.,
U*AU = 2 5
0 0 T,,
onde, para cada 1 <17 < m,
)\i * *
0 X\ *
T, =| e Cmixmi, m; = m.a.(\;),
0O 0 - X\
e onde X; ; € C™*™i 1 <4 < j < m. Ponhamos
T, X
U*AU = | ' ,
0o T
onde
T2 X2,m
T — e Cn—mi)x(n-—m1) o Y _ [){172 L lem} e Qrx(n—m)
0 T,.
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Pelo teorema de Sylvester, existe (uma e uma s6) matriz X € Cm=m)*(n=m1) ta] que T,Y —
YT’ = —X, donde resulta que

-1
I, Y T, X||L, Y | [L. -Y]||[T X|[|L. Y
0 L, 0 T||0 L. 0 Lin||l0 T[]0 L_.,

-1
.Y T, X||L, Y | [T0 7Y +X-YT
0 In7m1

/ /
0O T 0 I, 0 T
Prosseguindo recursivamente, encontramos uma matriz invertivel Q € C™*" tal que

T, 0 --- O

T --- 0

Q'AQ = N |
o o --- T,

Seja 1 < ¢ < r qualquer. Temos T; = N1, + T ; onde ’/I\‘l e Cmi*™i ¢ uma matriz estritamente

triangular superior e, pelo Teorema 14.2, existe uma matriz invertivel P; € C™*™ tal que

sz’,1 (0) T 0
PITP = | :
0 - I, (0)
onde m; 1, ..., m;,, € N sao tais que m;; + ... + m;,, = m;, de onde resulta que
s o0
P 'T,P; = P (AL, + T)P; = AL, + P;'T,P; = : :
0 T (M)
P, - 0
O resultado segue-se considerando a matriz P = Q | S O
0o --- P,

> A forma candnica de Jordan J de uma matriz A € C"*" contém muita informacgao sobre

A (nomeadamente, no que se refere aos seus valores préprios). De facto, se

JuM) 0 0
po| O Imtw o |
0 0 I, ()

entao:

e \i,..., A\ sdo os valores proprios de A (podendo haver repetigoes);
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e para cada A € 0(A), a multiplicidade algébrica m.a.(\) é dada por
m.a.(A) = #{1 <i<r:\=A\},
enquanto que a multiplicidade geométrica m.g.(\) é dada por
m.g.(A\) =#{l<i<r:J,,(N) =Jn,(N)}
(isto é, m.g.(A) é o numero de blocos de Jordan em J que estao associados a \);

e 0 polinémio caracteristico pa (z) de A é dado por
pa(@) = ps(x) = (@ = M)"(x = A)™ - (& = A)™
(podendo haver factores repetidos).

TEOREMA 16.2. Qualquer matriz A € C"*™ € semalhante a sua transposta, isto €, existe uma
matriz invertivel P € C™" tal que P~'AP = AT,

DEMONSTRACAO. Seja A € C™" e seja Q € C™*" uma matriz invertivel tal que J = Q7 1AQ

esta na forma candnica de Jordan, isto é,

Jn (A1) 0 0
5o 0 Jny (A2) 0
0 0 e T ()
onde A\,..., A\, € 0(A) eny,...,n, € Nsao tais que e ny + ng+ - - - +n, = n. Para cadame N,
consideremos a matriz
0
O --- 10
K, =1. .| ey
1 0 0

é facil verificar que K1 = K = K,, e que
K 1'J, VK, =J,(\)7, AeC.

Por conseguinte, tomando
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obtemos
(K;' 0 o |[J.,n) o0 0 0
0 K! 0 0 Jn, (A 0 0
e | 0 g .
| 0 0 K,! 0 0 Jon, () K,,
(K13, (MK, 0 0
0 K 10, (M) K, 0
i 0 0 K, '3, (K,
[J.,. (M) 0 0
_ 0 Jn,(A2)T 0 g
| 0 0 o T, )T
de modo que, para P = QKQT € C"*", obtemos
PTIAP = (Q) 'K 'Q'AQKQ" = (Q)"KJKQ
—(Q)IQ" = (QIQ )T = A”.
Como se queria. O



