
AULA 17

Sumário. Polinómio mı́nimo de uma matriz.

B Dizemos que um polinómio ppxq P Crxs, ppxq “ a0 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` anxn, anula uma matriz

A P Cnˆn se

ppAq “ a0In ` a1A ` ¨ ¨ ¨ ` anA
n

“ 0;

por exemplo, para qualquer matriz A P Cnˆn, o polinómio caracteŕıstico pApxq P Crxs é um

polinómio anulador de A (teorema de Cayley-Hamilton).

Teorema 17.1. Seja A P Cnˆn
. Então:

(a) Existe um e um só polinómio mónico
(†) mApxq P Crxs de grau mı́nimo que anula A.

(b) grmApxq § n.

(c) Se ppxq P Crxs é um polinómio que anula A, então existe um (e um só) polinómio

qpxq P Crxs tal que ppxq “ mApxqqpxq.

Demonstração. O conjuntoA “ tppxq P Crxs : ppxq ‰ 0, ppAqu é não-vazio (porque pApxq P

A) e, portanto, existe um polinómio mpxq P A tal que

grmpxq “ min tgr ppxq : ppxq P Au .

Se grmpxq “ r e mpxq “ a0 `a1x` ¨ ¨ ¨ `arxr, então mApxq “ a´1
r mpxq é um polinómio mónico

com gr a´1
r mpxq “ grmpxq. Provámos assim que existe um polinómio nas condições de (a). A

sua unicidade resulta de (c).

Seja ppxq P A arbitrário. Dividindo ppxq por mApxq, obtemos polinómios qpxq, rpxq P Crxs tais

que

ppxq “ mApxqqpxq ` rpxq e gr rpxq † grmApxq

(permitimos que rpxq “ 0 convencionando este caso acontece se e só se gr rpxq “ ´8). Temos

rpxq “ ppxq ´ mApxqqpxq e, portanto,

rpAq “ ppAq ´ mApAqqpAq “ 0

(porque ppxq,mApxq P A). Como gr rpxq † grmApxq, tem de ser rpxq “ 0, logo ppxq “

mApxqqpxq, o que prova (c).

(†)Um polinómio ppxq P Crxs, ppxq “ a0 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` anxn, diz-se mónico se an “ 1.
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Para (a), seja m1
pxq P Crxs for um polinómio mónico de grau mı́nimo que anula A. Então, por

(c), m1
pxq “ mApxqqpxq para algum qpxq P Crxs, logo

grm1
pxq “ grmApxq ` gr qpxq § grmApxq grm1

pxq

e, portanto, gr qpxq “ 0. Segue-se que qpxq “ a P C. Como m1
pxq e mApxq são mónicos, tem

de ser a “ 1, logo m1
pxq “ mApxq.

A aĺınea (b) resulta imediatamente de ser ter pApxq P A e gr pApxq “ n. ⇤

B Para qualquer A P Cnˆn, dizemos que mApxq é o polinómio ḿınimo de A.

Corolário 17.2. Se A,B P Cnˆn
forem matrizes semelhantes, então mApxq “ mBpxq.

Demonstração. Sejam Se A,B P Cnˆn matrizes semelhantes e seja P P Cnˆn uma matriz

invert́ıvel tal que B “ P
´1
AP. Pondo mBpxq “ a0 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` arxr em que ar “ 1, temos

mBpAq “ a0In ` a1A ` ¨ ¨ ¨ ` arA
r

“ a0In ` a1pPBP
´1

q ` ¨ ¨ ¨ ` arpPBP
´1

q
r

“ P
`
a0In ` a1B ` ¨ ¨ ¨ ` arB

r
qP “ PmBpBqP

´1
“ 0,

logo mBpxq “ mApxqqpxq para algum qpxq P Crxs (pela aĺınea (c) do teorema anterior); em

particular, grmApxq § grmBpxq.

Analogamente, conclúımos que mApxq “ mBpxqq1
pxq para algum q1

pxq P Crxs e, em particular,

grmBpxq § grmApxq. Sendo assim, tem de ser

grmBpxq “ grmApxq.

Como mBpxq “ mApxqqpxq e como mApxq e mBpxq são polinómios mónicos, conclúımos qpxq “

1, logo mBpxq “ mApxq. ⇤

B O rećıproco do teorema anterior nem sempre é verdadeiro: as matrizes

A “

»

————–

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

fi

����fl
P C4ˆ4 e B “

»

————–

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

fi

����fl
P C4ˆ4

não são semelhantes, mas têm o mesmo polinómio mı́nimo.

Corolário 17.3. Para qualquer A P Cnˆn
e qualquer � P C, mAp�q “ 0 se e só se � P �pAq.

Demonstração. Como pApAq “ 0 (pelo teorema de Cayley-Hamilton), existe qpxq P Crxs

tal que pApxq “ mApxqqpxq. Como � P �pAq se e só se pAp�q “ 0, temos � P �pAq sempre que

mAp�q “ 0.



Aula 17 T17–3

Reciprocamente, suponhamos que � P �pAq e seja 0 ‰ v P Cnˆ1 tal que Av “ �v. Se

mApxq “ a0 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` arxr em que ar “ 1, então

mAp�qv “
`
a0 ` a1� ` ¨ ¨ ¨ ` ar�

r
˘
v “ a0v ` a1�v ` ¨ ¨ ¨ ` ar�

r
v

“ a0v ` a1Av ` ¨ ¨ ¨ ` arA
r
v “

`
a0In ` a1A ` ¨ ¨ ¨ ` arA

r
˘
v

“ mApAqv “ 0v “ 0

e, portanto, mAp�q “ 0 (porque v ‰ 0). ⇤

B Seja A P Cnˆn e sejam �1, . . . ,�t P C tais que �i ‰ �j, para 1 § i ‰ j § t, e �pAq “

t�1, . . . ,�ru. Então,

pApxq “ px ´ �1q
m1 ¨ ¨ ¨ px ´ �tq

mt

onde mi “ m.a.p�iq para 1 § i § t. Pelo corolário anterior, temos

mApxq “ px ´ �1q
r1 ¨ ¨ ¨ px ´ �tq

rt , 0 † ri § mi, 1 § i § t.

Teorema 17.4. Seja A P Cnˆn
e sejam �1, . . . ,�t P C tais que �i ‰ �j, para 1 § i ‰ j § t, e

�pAq “ t�1, . . . ,�ru. Então,

mApxq “ px ´ �1q
r1 ¨ ¨ ¨ px ´ �tq

rt

onde r1, . . . , rt P N são tais que, para cada 1 § i § t, Jrip�iq é o maior bloco de Jordan na

forma canónica de Jordan de A.

Demonstração. Seja P P Cnˆn tal que

P
´1
AP “ J “

»

————–

Jp�1q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jp�2q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jp�tq

fi

����fl

onde, para cada 1 § i § t,

Jp�iq “

»

————–

Jri,1p�iq 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jri,2p�iq ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jri,ti
p�iq

fi

����fl
, ri,1 • ri,2 • ¨ ¨ ¨ • ri,ti ° 0.

Pelo Corolário 21.2, temos mApxq “ mJpxq. Para qualquer 1 § i § t, temos ri “ ri,1,

ri,1 ` ¨ ¨ ¨ ` ri,ti “ mi “ m.a.p�iq e

`
Jp�iq ´ �iImi

˘ri
“

»

————–

Jri,1p0q
ri 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jri,2p0q
ri ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jri,ti
p0q

ri

fi

����fl
“ 0.
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Daqui, resulta que

pJ ´ �iInq
ri “

»

———————–

`
Jp�1q ´ �iIm1

˘ri
¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 ¨ ¨ ¨
`
Jp�iq ´ �iImi

˘ri
¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨
`
Jp�tq ´ �iImt

˘ri

fi

�������fl

“

»

———————–

`
Jp�1q ´ �iIm1

˘ri
¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨
`
Jp�tq ´ �iImt

˘ri

fi

�������fl

e, portanto,

pJ ´ �1Inq
r1pJ ´ �2Inq

r2 ¨ ¨ ¨ pJ ´ �tInq
rt

“

»

————–

0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 ‹ ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ ‹

fi

����fl

»

————–

‹ 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 0 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ ‹

fi

����fl
¨ ¨ ¨

»

————–

‹ 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 ‹ ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ 0

fi

����fl
“ 0.

Sendo assim, pondo

mpxq “ px ´ �1q
r1 ¨ ¨ ¨ px ´ �tq

rt P Crxs,

temos mpJq “ 0, logo existe qpxq P Crxs tal que

mpxq “ mJpxqqpxq.

Pelo Corolário 21.3, temos

mJpxq “ px ´ �1q
s1 ¨ ¨ ¨ px ´ �tq

st , s1, . . . , st P N,

e, portanto, tem de ser

si § ri, 1 § i § t.

Como mJpJq “ 0, obtemos

pJ ´ �1Inq
s1 ¨ ¨ ¨ pJ ´ �tInq

st “ 0.

Ora,

pJ ´ �iInq
si “

»

——–

`
Jp�1q ´ �iIm1

˘si
¨ ¨ ¨ 0

...
...

0 ¨ ¨ ¨
`
Jp�tq ´ �iImt

˘si

fi

��fl ,

logo
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0 “ pJ ´ �1Inq
s1 ¨ ¨ ¨ pJ ´ �tInq

st

“

»

——–

±
1§i§t

`
Jp�1q ´ �iIm1

˘si
¨ ¨ ¨ 0

...
...

0 ¨ ¨ ¨
±

1§i§t

`
Jp�tq ´ �iIm1

˘si

fi

��fl

e, portanto, π

1§i§t

`
Jp�kq ´ �iImk

˘si
“ 0, 1 § k § t.

Para cada 1 § k § t, a matriz
±

1§i‰k§t

`
Jp�kq ´ �iImk

˘si é invert́ıvel, de modo que
`
Jp�kq ´ �kImk

˘sk
“ 0, 1 § k § t.

Segue-se que

Jrkp0q
sk “

`
Jrkp�kq ´ �kIrk

˘sk
“ 0

e, portanto, tem de ser rk § sk para qualquer 1 § k § t. Em conclusão,

mApxq “ mJpxq “ px ´ �1q
r1 ¨ ¨ ¨ px ´ �tq

rt ,

como se queria. ⇤

Corolário 17.5. Seja A P Cnˆn
e sejam �1, . . . ,�t P C tais que �i ‰ �j, para 1 § i ‰ j § t,

e �pAq “ t�1, . . . ,�ru. Além disso, seja

qpxq “ px ´ �1q ¨ ¨ ¨ px ´ �tq P Crxs.

Então, A é diagonalizável se e só se qpAq “ 0; em particular, A é diagonalizável se e só se

mApxq “ px ´ �1q ¨ ¨ ¨ px ´ �tq.

Demonstração. Segue-se imediatamente do teorema anterior uma vez que A será diago-

nalizável se e só se todos os blocos de Jordan na sua forma canónica de Jordan forem de tipo

1 ˆ 1. ⇤


