AULA 17

SUMARIO. Polinémio minimo de uma matriz.

> Dizemos que um polinémio p(z) € C[z], p(z) = ap + a1 + - - - + a,2", ANULA uma matriz
A eC™ se

P(A) = aol, + a1 A + - + a, A" = 0;
por exemplo, para qualquer matriz A € C"*", o polinémio caracteristico pa(z) € C[z] é um

polinémio anulador de A (teorema de Cayley-Hamilton).

TEOREMA 17.1. Seja A € C™*". Entao:
(a) Eriste um e um sé polinémio monico) ma (z) € C[x] de grau minimo que anula A.
(b) grma(z) < n.

(c) Se p(z) € Clz] € um polindmio que anula A, entdo existe um (e um sd) polindmio

q(z) € Clz] tal que p(z) = ma(z)q(z).

DEMONSTRAGAO. O conjunto A = {p(x) € C[z]: p(z) # 0, p(A)} é ndo-vazio (porque pa(z) €

A) e, portanto, existe um polinémio m(z) € A tal que

grm(z) = min {grp(z): p(z) € A}.
Se grm(z) =rem(r) = ag+a1x+---+a.x", entdo ma(x) = a, 'm(z) é um polinémio mdnico
com gra, 'm(x) = grm(z). Provdmos assim que existe um polinémio nas condigoes de (a). A

sua unicidade resulta de (c).
Seja p(x) € A arbitrario. Dividindo p(x) por ma (z), obtemos polinémios ¢(z),r(z) € C[x] tais
que

p(x) = ma(x)q(z) +r(z) e grr(r) <grma(z)
(permitimos que r(z) = 0 convencionando este caso acontece se e s6 se grr(x) = —0). Temos
r(z) = p(z) — ma(z)q(z) e, portanto,

r(A) = p(A) —ma(A)q(A) =0

(porque p(x),ma(x) € A). Como grr(z) < grma(z), tem de ser r(x) = 0, logo p(x) =

ma(z)q(x), o que prova (c).

(DUm polinémio p(z) € Clz], p(z) = ag + 1@ + - - - + ana™, diz-se MONICO se a,, = 1.
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Para (a), seja m/(x) € C[z] for um polinémio ménico de grau minimo que anula A. Entdo, por

(c), m'(x) = ma(z)q(x) para algum ¢(x) € C[z], logo
grm/(x) = grma(v) + grq(z) < grma(z) grm/(z)

e, portanto, grq(x) = 0. Segue-se que ¢(z) = a € C. Como m’(x) e ma(x) sdo ménicos, tem

de ser a = 1, logo m/(z) = ma(x).

A alinea (b) resulta imediatamente de ser ter pa(z) € A e grpa(z) = n. O

> Para qualquer A € C™*", dizemos que ma () é 0 POLINOMIO MINIMO de A.

COROLARIO 17.2. Se A,B € C™™ forem matrizes semelhantes, entao ma(x) = mg(x).

DEMONSTRAGAO. Sejam Se A, B € C"*™ matrizes semelhantes e seja P € C"*™ uma matriz

invertivel tal que B = P~'AP. Pondo mg(z) = ag + a1z + - - - + a,2” em que a, = 1, temos
mp(A) = agl, + 1A + - + a, A"
= aol, + a;(PBP™ ') + .- + a,(PBP )"
= P(aoIn +aB+- +a,B)P =Pmg(B)P' =0,

logo mp(x) = ma(z)q(z) para algum ¢(x) € C[z] (pela alinea (c) do teorema anterior); em

particular, grma (z) < grmp(z).

Analogamente, concluimos que ma (z) = mp(z)q'(z) para algum ¢'(z) € C[z] e, em particular,

grmp(z) < grma(x). Sendo assim, tem de ser
grmp(z) = grma(x).
Como mgp(z) = ma(z)q(x) e como ma(x) e mp(x) sdo polinémios ménicos, concluimos ¢(x) =

1, logo mp(x) = ma(z). O

> O reciproco do teorema anterior nem sempre é verdadeiro: as matrizes

0100 0100
A_ (00000 e g (0000
0001 0000
0000 0000

nao sao semelhantes, mas tém o mesmo polinémio minimo.

COROLARIO 17.3. Para qualquer A € C™™ e qualquer A € C, ma(\) =0 se e s6 se A € o(A).

DEMONSTRAGAO. Como pa(A) = 0 (pelo teorema de Cayley-Hamilton), existe g(z) € C[z]
tal que pa(z) = ma(x)q(z). Como A € o(A) se e s6 se pa(A) =0, temos A € o(A) sempre que
mA(/\) = 0.
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Reciprocamente, suponhamos que A € o(A) e seja 0 # v € C"*! tal que Av = Av. Se

ma(z) = ag+ a1z + -+ + a,2" em que a, = 1, entdo
ma(A)v = (ao +a A+ + ar)\r)v =agV+aAv+ -+ a\N'v

=agv+ aAv+ - +a,A"v = (aOIn +aA+---+ CL,»AT)V

=ma(A)v=0v=0
e, portanto, ma(\) = 0 (porque v # 0). O
> Seja A € C"" e sejam Ay,..., A\ € C tais que \; # \j, para 1l <@ # j <t eo(A) =
{A\1,..., A} Entao,

pA(a) = (= 2™ (= A

onde m; = m.a.();) para 1 <7 < t. Pelo corolario anterior, temos
ma(z) = (x — )™ (x — \)™, 0<ri<m; 1<i<t.

TEOREMA 17.4. Seja A € C™" e sejam A\q,..., N € C tais que \; # A\j, para 1 <1 # j <t, e
o(A) ={\,...,\}. Entdo,

ma(x) = (& =)™ (2= M)

onde 11,...,r € N sdo tais que, para cada 1 < i < t, J..(N\;) € o maior bloco de Jordan na

forma candnica de Jordan de A.

DEMONSTRAGAO. Seja P € C"*" tal que

JXN) o0 - 0
0 JX) - 0
PIAP=J=| (.2> '
0 0 J(\)
onde, para cada 1 < i < t,
J"’i I(Az) 0 O
Jriz()‘i) 0
J(N) = ) o i ) Til = Tig = =1y > 0.
0 0 e T, (N)
Pelo Coroldrio 21.2, temos ma(z) = my(xz). Para qualquer 1 < i < ¢, temos r; = r;1,
ri1 T, =my = ma.(\) e
3,07 0 0
. 0o J,. 0 - 0
(T) = ALy,) " = . ’ ( ) _ =0.
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Daqui, resulta que

(T = Ady)" 0
(J = NI = (:) SNGTeS B A"
S 0 (00~ L)
[(J(A) = AL,)" 0 0 ]
-1 o 0 .
. 0 (I - AL

e, portanto,

(J=ML)" (T = XD (T = NI)™

00 --- Ollx o0 -~ 0 +* 0
0 x 010 O 0 *
00 *[ [0 O * 00

Sendo assim, pondo
m(z) = (x— )™ (x — \)" € Clx],
temos m(J) = 0, logo existe ¢(x) € C[z] tal que
m(z) = my(x)q(z).
Pelo Corolario 21.3, temos

my(z) = (x — A\)* - (x — \)™, S1,...,8 €N,

e, portanto, tem de ser

Como my(J) = 0, obtemos

Ora,

logo
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0=(J—ML)" - (J = AL,

[lci<t (J(/\l) — /\Z-Iml)si 0

0 ngigt (J()\t)_)\llml)&
e, portanto,
[T (OO —ALn)" =0,  1<k<t

1<i<t

Para cada 1 <k <t, amatriz [ [,_,,., (J()\k) — )\iImk)si ¢ invertivel, de modo que
(T(Ak) = AT )™ =0, 1<k<t.
Segue-se que
3 (0% = (I, (A) = ML, )™ =0
e, portanto, tem de ser r; < s para qualquer 1 < k£ < t. Em conclusao,
ma(z) =mgy(x) = (x — )™ (& — )",

como se queria. O

COROLARIO 17.5. Seja A € C™" e sejam Ay, ..., A\ € C tais que \; # \j, para 1 < i # j < t,
ea(A)={A\,...,\.}. Além disso, seja

q(z) = (x — A\p) -+ (x — N\y) € Clx].
Entao, A € diagonalizdvel se e s6 se q(A) = 0; em particular, A é diagonalizdvel se e sd se

ma(z) = (x— A1) (z—N\).

DEMONSTRAGAO. Segue-se imediatamente do teorema anterior uma vez que A serda diago-
nalizavel se e s6 se todos os blocos de Jordan na sua forma candnica de Jordan forem de tipo
1x1. U



