AULA 18

SUMARIO. Matriz companheira de um polinémio. Matrizes nao-derrogatérias.

> Dado um polinémio moénico arbitrario

p(a}) =ag+axr—+---+ an_1fﬂn_1 +a" e C[l’],

definimos a MATRIZ COMPANHEIRA de p(z) como sendo
(00 -~ 0 —ag |
1 0 0 —a
C = Cp(m) = 0 1 0 _a2 € Cnxn.
_0 0o --- 1 —Qp—1 |

PROPOSIGAO 18.1. Se C € C™*" for a matriz companheira de um polindmio mdnico p(x) €
Clz], entao mc(x) = pc(z) = p(x).

DEMONSTRAGAO. Seja {ey,...,e,} a base canénica de C"*! e notemos que
€y = Cela

€3 = CGQ = 0281

e, =Ce, ; = C"le;.

Além disso, se ag + a1z + - -+ + a,x" em que a, = 1, entao

Cen = —@p€1 —a1€2 — " — Up_2€p_1 — Ap_1€p
= —Qp€e1 — a10e1 — = an_QC”_2e1 — an_l(}"_lel
= ( — CL()In — alc — = CLn,QCn72 — an,lcnfl)el

= (C"—p(C))e; = C"e; — p(C)e;

e, portanto,
p(C)e; = C"e; — Ce,, = C"e; — C(C"'e;) = 0.

Por outro lado, para qualquer 2 < 7 < n, temos

p(C)e; = p(C)C''e; = C'p(C)e; = 0.
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Por conseguinte, eq,...,e, € N(p(C)) e, portanto,
N(p(c)) _ (Cnxl7
o que obriga a que p(C) = 0. Pelo Teorema 21.1, existe um polinémio ¢(x) € C[z] tal que

p(x) = me(z)q(z);

em particular, grmc(x) < grp(z). Pondo mg(z) = by + by + -+ + ba”, em que b, = 1, e

supondo que r < n, obtemos
0= mC(C)e1 = bpe; + b;Cey; + --- + b,C"e; = bpe; + biey + - + brerH,

de onde resulta que by = by = -+ = b, = 0 (porque ey, ..., e, sao linearmente independentes),
uma contradi¢ao (porque b, = 1). Sendo assim, tem de ser r = n, logo p(x) = mc(z) (porque

p(z) e mc(z) sdo moénicos).
Por outro lado, como mg(x) é um divisor de pc(z) e pc(x) é ménico com grau n = grmeg(x),

concluimos que pc(z) = me(z) = p(z). O

> Dizemos que A € C"*" é uma MATRIZ NAO-DERROGATORIA se m.g.(\) = 1 para qualquer
A € o(A); no caso contrdrio, dizemos que A é uma MATRIZ DERROGATORIA.

TEOREMA 18.2. Para qualquer matriz A € C"", as afirmacoes sequintes sao equivalentes:
(a) grma(z) =n.
(b) pa(z) = ma(x).
(¢) A € nao-derrogatoria.

(d) A € semelhante a matriz companheira do polinémio pa(x).

DEMONSTRAGAO. Seja A € C™*" arbitraria. Como ma(z) é um divisor de pa(z) e pa(z) é

monico com grau n é claro que (a) = (b).

Por outro lado, sejam Ay,..., A\, € C os valores préprios de A e suponhamos que \; # A; para

quaisquer 1 < ¢ # j < t. Entao,
palz) = (z = A)™ (@ = A)™ - (= A)™
onde m; = m.a.()\;) para qualquer 1 <i < t.

Suponhamos que pa () = ma(x). Entao, o Teorema 21.4 garante que, para qualquer 1 < i < t,

Jom, (i) é o maior bloco de Jordan de A associado a A;. Como my + - -+ + my; = n, concluimos
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que
Jm1 (A1> 0 0
g 0 ) 0
0 0 e T ()

é a forma candnica de Jordan de A e, portanto, m.g.()\;) = 1 para qualquer 1 < i < ¢, provando

que (b) = (c).

Suponhamos que A é nao-derrogatoria. Entao,

J.) 0 - 0
, () sz.(,\2) 0
0 0 e T ()

é a forma canénica de Jordan de A (porque m.g.(\) é o nimero de blocos de Jordan associados
a A€ o(A)). Por outro lado, seja C a matriz companheira de pa(z). Pelo teorema anterior,

sabemos que
mc(z) = pe(z) = pa(®) = (2 — A)"™ (x = Ag)™ - (. — A)™

e, portanto, o(C) = {\1,..., A} = 0(A). Tal como no pardgrafo anterior, concluimos que J é a
forma candnica de Jordan de C. Deste modo, A e C sao semelhantes a J, logo A e C também

sao semelhantes, provando que (¢) = (d).

Finalmente, se A for semelhante a C, entao ma () = mg(z) e pa(z) = pc(x). Como mg(x) =

pc(x) (pelo teorema anterior), concluimos que ma (z) = pa(z) e, portanto,

grma(x) = grpa(z) = n.

Assim, provamos que (d) = (a), o que termina a demonstragao. O



