
AULA 19

Sumário. Funções de matrizes: o caso não-diagonalizável.

B Seja f : X Ñ C, z fiÑ fpzq, uma função definida nalgum subconjunto X Ñ C. Já vimos

que, se A P Cnˆn for uma matriz diagonalizável e se P P Cnˆn for uma matriz invert́ıvel tal

que

P
´1
AP “

»

————–

�1Im1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 �2Im2 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ �rImr

fi

����fl
,

onde �pAq “ t�1, . . . ,�ru e mi “ m.a.p�iq, 1 § i § r, então a matriz fpAq P Cnˆn estará

definida se e só se �1, . . . ,�r P Dompfq
(†) e, nesta situação

fpAq “ P
´1

“

»

————–

fp�1qIm1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 fp�2qIm2 ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ fp�rqImr

fi

����fl
;

de facto, se G1, . . . ,Gr P Cnˆn forem os projectores espectrais de A, de modo que

A “ �1G1 ` ¨ ¨ ¨ ` �rGr,

e se a matriz fpAq estiver definida, então

fpAq “ fp�1qG1 ` ¨ ¨ ¨ ` fp�rqGr

(desde que �1, . . . ,�r P Dompfq).

A forma canónica de Jordan permite-nos definir a matriz fpAq no caso geral (em que A não

tem de ser diagonalizável). Em primeiro lugar, consideramos um bloco de Jordan arbitrário.

Lema 19.1. Seja � P C e seja Jmp�q P Cmˆm
um bloco de Jordan de tipo mˆm. Seja z fiÑ fpzq

uma função complexa de variável complexa admite um desenvolvimento em série de potências

fpzq “

ÿ

k•0

f pkq
p�q

k!
pz ´ �q

k, z P C, |z ´ �| † r,

(†)Denotamos por Dompfq o domı́nio de f .
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para algum r P R` (⇤)
. Então, a matriz fpJmp�q P Cmˆm

está definida e

fpJmp�qq “

»

—————————–

fp�q f 1
p�q

f2p�q
2 ¨ ¨ ¨

f pm´2qp�q
pm´2q!

f pm´1qp�q
pm´1q!

0 fp�q f 1
p�q ¨ ¨ ¨

f pm´3qp�q
pm´3q!

f pm´2qp�q
pm´2q!

0 0 fp�q ¨ ¨ ¨
f pm´4qp�q

pm´4q!
f pm´3qp�q

pm´3q!
...

...
...

...
...

0 0 0 ¨ ¨ ¨ fp�q f 1
p�q

0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 fp�q

fi

���������fl

.

Demonstração. Temos

Jmp�q ´ �Im “ Jmp0q “

»

——————–

0 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

0 0 1 ¨ ¨ ¨ 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 1

0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

fi

������fl
,

logo
`
Jmp�q´�Im

˘m
“ Jmp0q

m
“ 0 e, portanto, a série f

`
Jmp�q

˘
“
∞

k•0
f pkqp�q

k!

`
Jmp�q´�Im

˘k

é convergente e, de facto,

f
`
Jmp�q

˘
“

ÿ

k•0

f pkq
p�q

k!

`
Jmp�q ´ �Im

˘k
“

ÿ

0§k§m´1

f pkq
p�q

k!

`
Jmp�q ´ �Im

˘k

“ fp�qIm ` f 1
p�qJmp0q `

f 2
p�q

2
Jmp0q

2
` ¨ ¨ ¨ `

f pm´1q
p�q

m ´ 1!
Jmp�q

m´1

tem a forma desejada. ⇤

B Dados quaisquer � P C e m P N, o lema anterior sugere a definição

fpJmp�qq “

»

———————–

fp�q f 1
p�q

f2p�q
2 ¨ ¨ ¨

f pm´1qp�q
pm´1q!

0 fp�q f 1
p�q ¨ ¨ ¨

f pm´2qp�q
pm´2q!

0 0 fp�q ¨ ¨ ¨
f pm´3qp�q

pm´3q!
...

...
...

...

0 0 0 ¨ ¨ ¨ fp�q

fi

�������fl

sempre que z fiÑ fpzq for uma função complexa de variável complexa tal que � P Dompfq e

existem as derivadas f 1
p�q, f 2

p�q, . . . , f pm´1q
p�q.

(⇤)Em particular, � P Dompfq e as derivadas f 1p�q, f2p�q, ¨ ¨ ¨ , f pm´1qp�q existem.



Aula 19 T19–3

Sendo assim, se �1, . . . ,�r P C, m1, . . . ,mr P N e

J “

»

————–

Jm1p�1q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jm2p�2q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jmrp�rq

fi

����fl
,

podemos definir

fpJq “

»

————–

f
`
Jm1p�1q

˘
0 ¨ ¨ ¨ 0

0 f
`
Jm2p�2q

˘
¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ f
`
Jmrp�rq

˘

fi

����fl

sempre que z fiÑ fpzq for uma função complexa de variável complexa tal que �1, . . . ,�r P Dompfq

e, para qualquer 1 § i § r, existem as derivadas f 1
p�iq, f 2

p�iq, . . . , f pmi´1q
p�iq.

Por conseguinte, se A P Cnˆn for qualquer e se P P Cnˆn for uma matriz invert́ıvel tal que

P
´1
AP “ J está na forma canónica de Jordan, então podemos definir

fpAq “ PfpJqP
´1

sempre que �pAq Ñ Dompfq e, para qualquer � P �pAq, existem as derivadas f 1
p�q, f 2

p�q,

. . . , f pm´1q
p�q onde Jmp�q é o maior bloco de Jordan em J que está associado a �. Há que

provar que a definição de fpAq não depende da matriz invert́ıvel P. Para verificarmos que isto

acontece, associamos a cada valor próprio � P �pAq uma matriz G P Cnˆn a que chamamos o

projector espectral de A associado a � que se define como segue.

Proposição 19.2. Seja A P Cnˆn
, seja � P �pAq e seja k “ indp�q o ı́ndice de � (⇤)

. Então,

existe uma e uma só matriz G P Cnˆn
tal que:

(a) N pGq “ R
`
pA ´ �Inq

k
˘
e RpGq “ N

`
pA ´ �Inq

k
˘
.

(b) G
2

“ G.

(c) Cnˆ1
“ N pGq ‘ RpGq

(†)
.

(⇤)Isto é, o menor natural k P N tal que r
`
pA ´ �Inqk

˘
“ r

`
pA ´ �Inqk`1

˘
.

(†)Isto significa que N pGq e RpGq são subespaços vectoriais complementares de Cnˆ1, ou seja, que

Cnˆ1 “ N pGq ` RpGq e N pGq X RpGq “ t0u;

equivalentemente, qualquer vector u P Cnˆ1 escreve-se de maneira única como soma u “ v ` w em que

v P N pGq e w P RpGq ou, ainda, que existem bases tv1, . . . ,vru de N pGq e tw1, . . . ,wn´ru de RpGq tais que

tv1, . . . ,vr,w1, . . . ,wn´ru é uma base de Cnˆ1.
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Demonstração. Unicidade. Suponhamos que G e G
1 são duas matrizes em Cnˆn que

satisfazem (a)-(c). Por (a), temos N pGq “ N pG
1
q e RpGq “ RpG

1
q. Em particular, obtemos

Gv “ G
1
v “ 0, v P N pGq.

Por outro lado, para qualquer w P RpGq, existe w
1

P Cnˆ1 tal que w “ Gw
1; como G

2
“ G

(por (b)), obtemos

w “ Gw
1

“ G
2
w

1
“ GpGw

1
q “ Gw.

Analogamente, w “ G
1
w e, portanto,

Gw “ G
1
w “ w, w P RpGq.

Finalmente, seja u P Cnˆ1 qualquer. Por (c), existem v P N pGq e w P RpGq tais que u “ v`w

e, portanto,

Gu “ Gpv ` wq “ Gv ` Gw “ G
1
v ` G

1
w “ G

1
pv ` wq “ G

1
u.

Em particular, se te1, . . . , enu for a base canónica de Cnˆ1, então

G “
“
Ge1 Ge2 ¨ ¨ ¨ Gen

‰
“

“
G

1
e1 G

1
e2 ¨ ¨ ¨ G

1
en

‰
“ G

1,

como se queria.

Existência. Começamos por escolher uma matriz invert́ıvel P P Cnˆn tal que J “ P
´1
AP está

na forma canónica de Jordan; sem perda de generalidade, podemos supor que

J “

«
Jp�q 0

0 J
1

�

onde em Jp�q ocorrem todos os blocos de Jordan associados a � e em J
1 ocorrem todos os

blocos de Jordan associados aos valores próprios diferentes de � (obviamente, permitimos a

possibilidade J “ Jp�q). É fácil justificar que

P
´1

pA ´ �Inq
k
P “ pP

´1
pA ´ �InqPq

k
“ pP

´1
AP ´ �Inq

k
“

«
Jp�q ´ �Ir 0

0 J
1
´ �In´r

�k

“

«
pJp�q ´ �Irqk 0

0 pJ
1
´ �In´rq

k

�
“

«
0 0

0 pJ
1
´ �In´rq

k

�

onde r P N é tal que Jp�q P Crˆr. Para simplificar, ponhamos B “ pJ
1
´ �In´rq

k
P Cpn´rqˆpn´rq

e notemos que

�pBq “
 

pµ ´ �q
k : µ P �pAq, µ ‰ �

(
;

sendo assim, 0 R �pBq e, portanto, B é uma matriz invert́ıvel.
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Agora, sejam X P Cnˆr e Y P Cnˆr tais que P “
“
X Y

‰
; analogamente, sejam X

1
P Crˆn e

Y
1

P Cpn´rqˆn tais que P
´1

“

«
X

1

Y
1

�
. Provemos que a matriz G “ XX

1
P Cnˆn satisfaz as

condições (a)-(b). Em primeiro lugar, temos

”
pA ´ �Inq

k
X pA ´ �Inq

k
Y

ı
“ pA ´ �Inq

k
”
X Y

ı
“

”
X Y

ı «
0 0

0 B

�
“

”
0 YB

ı

e, portanto,

pA ´ �Inq
k
X “ 0 e pA ´ �Inq

k
Y “ BY.

Por conseguinte, se v1, . . . ,vr P Cnˆ1 forem as colunas de X, temos

v1, . . . ,vr P N
`
pA ´ �Inq

k
˘
;

por outro lado, temos

Y “ B
´1

pA ´ �Inq
k
Y

e, portanto, se w1, . . . ,wn´r P Cnˆ1 forem as colunas de Y, temos

w1, . . . ,wn´r P R
`
B

´1
pA ´ �Inq

k
˘

“ R
`
pA ´ �Inq

k
˘

(usando o Exerćıcio ??). Como tv1, . . . ,vr,w1, . . . ,wn´ru é uma base de Cnˆ1 (porque são as

colunas de uma matriz invert́ıvel), é fácil justificar que

Cnˆ1
“ N

`
pA ´ �Inq

k
˘

‘ R
`
pA ´ �Inq

k
˘

e que tv1, . . . ,vru e que tw1, . . . ,wn´ru são bases de N
`
pA ´ �Inq

k
˘
e R

`
pA ´ �Inq

k
˘
, respec-

tivamente.

Agora, temos

In “ P
´1
P “

«
X

1

Y
1

� ”
X Y

ı
“

«
X

1
X X

1
Y

Y
1
X Y

1
Y

�
.

Em particular, temos X1
Y “ 0, logo

GY “ XX
1
Y “ 0

e, portanto, w1, . . . ,wn´r P N pGq, ou seja,

R
`
pA ´ �Inq

k
˘

“ xw1, . . . ,wn´ry Ñ N pGq;

além disso, temos X1
X “ Ir, logo

X “ XIr “ XX
1
X “ GX

e, portanto, v1, . . . ,vr P RpGq, ou seja,

N
`
pA ´ �Inq

k
˘

“ xv1, . . . ,vry Ñ RpGq.

Como RpGq “ RpXX
1
q Ñ RpXq “ xv1, . . . ,vry, conclúımos que

RpGq “ N
`
pA ´ �Inq

k
˘
;
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calculando dimensões, obtemos também que

N pGq “ R
`
pA ´ �Inq

k
˘
.

Assim, provámos que a matrizG “ XX
1 satisfaz a condição da aĺınea (a) e, também, a condição

da aĺınea (c). Para a aĺınea (b), basta observar que

G
2

“ pXX
1
q
2

“ XpX
1
XqX

1
“ XIrX

1
“ XX

1
“ G,

como se quer.

A demonstração está completa. ⇤

B Seja A P Cnˆn, sejam �1, . . . ,�r P C tais que �pAq “ t�1, . . . ,�ru e suponhamos que

�1, . . . ,�r são distintos dois-a-dois. Além disso, seja P P Cnˆn uma matriz invert́ıvel tal que

J “ P
´1
AP está na forma canónica de Jordan e suponhamos que

J “

»

————–

Jp�1q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jp�2q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jp�rq

fi

����fl

onde, para cada 1 § i § r, na matriz Jp�iq P Cmiˆmi , para mi “ m.a.p�iq, ocorrem todos os

blocos de Jordan associados a �i. Para cada 1 § i § r, sejam Xi P Cnˆmi e Yi P Cmiˆn tais

que

P “

”
X1 X2 ¨ ¨ ¨ Xr

ı
e P

´1
“

»

————–

Y1

Y2
...

Yr

fi

����fl
.

Então, pela proposição anterior (e pela sua demonstração), as matrizes

Gi “ XiYi P Cnˆn, 1 § i § r,

são os projectores espectrais de A associados a �1, . . . ,�r, respectivamente; além disso,

estas matrizes são independentes da escolha da matriz P.

Teorema 19.3. Seja A P Cnˆn
, sejam �1, . . . ,�r P C tais que �pAq “ t�1, . . . ,�ru e sejam

G1, . . . ,Gr P Cnˆn
os projectores espectrais de A associados a �1, . . . ,�r, respectivamente. Se

z fiÑ fpzq for uma função complexa de variável complexa tal que a matriz fpAq P Cnˆn
está

definida, então

fpAq “

ÿ

1§i§r

ˆ ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
pA ´ �iInq

k

˙
Gi

onde, para qualquer 1 § i § r, ki “ indp�iq é o ı́ndice de �i.
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Demonstração. Mantemos a notação anterior. Em particular, escolhemos P P Cnˆn uma

matriz invert́ıvel tal que J “ P
´1
AP está na forma canónica de Jordan e supomos que

J “

»

————–

Jp�1q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 Jp�2q ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ Jp�rq

fi

����fl
.

Pela definição, temos

fpAq “ PfpJqP
´1

“ P

»

————–

fpJp�1qq 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 fpJp�2qq ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ fpJp�rqq

fi

����fl
P

´1.

Além disso, se mi “ m.a.p�iq, então Jp�iq P Cmiˆmi e (pela definição)

fpJp�iqq “

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
pJp�iq ´ �iImiq

k, 1 § i § r.

Pondo

P “

”
X1 X2 ¨ ¨ ¨ Xr

ı
e P

´1
“

»

————–

Y1

Y2
...

Yr

fi

����fl
,

onde Xi P Cnˆmi e Yi P Cmiˆn, para 1 § i § r, obtemos

fpAq “

”
X1 X2 ¨ ¨ ¨ Xr

ı

»

————–

fpJp�1qq 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 fpJp�2qq ¨ ¨ ¨ 0

...
...

...

0 0 ¨ ¨ ¨ fpJp�rqq

fi

����fl

»

————–

Y1

Y2
...

Yr

fi

����fl

“

”
X1fpJp�1qq X2fpJp�2qq XrfpJp�rqq

ı

»

————–

Y1

Y2
...

Yr

fi

����fl

“

ÿ

1§i§r

XifpJp�iqqYi “

ÿ

1§i§r

Xi

ˆ ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
pJp�iq ´ �iImiq

k

˙
Yi

“

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
XipJp�iq ´ �iImiq

k
Yi.

Para terminar, temos

pA ´ �iInq
k
Gi “ pPJP

´1
´ �iInq

k
Gi “ PpJ ´ �iInq

k
P

´1
Gi
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“ P

»

——–

pJp�1q ´ �iIm1q
k

¨ ¨ ¨ 0

...
...

0 ¨ ¨ ¨ pJp�rq ´ �iImrq
k

fi

��flP
´1
Gi

“

”
X1pJp�1q ´ �iIm1q

k
¨ ¨ ¨ XrpJp�rq ´ �iImrq

k
ı

»

————–

Y1Gi

Y2Gi
...

YrGi

fi

����fl

“ X1pJp�1q ´ �iIm1q
k
Y1Gi ` ¨ ¨ ¨ ` XrpJp�rq ´ �iImrq

k
YrGi.

Como

In “ P
´1
P “

»

——–

Y1
...

Yr

fi

��fl
”
X1 ¨ ¨ ¨ Xr

ı
“

»

——–

Y1X1 ¨ ¨ ¨ Y1Xr
...

...

YrX1 ¨ ¨ ¨ YyXr

fi

��fl ,

temos

YiXj “

$
&

%
Imi , se i “ j,

0, se i ‰ j,
1 § i, j § r,

e, portanto,

YiGj “ YiXjYj “

$
&

%
Yi, se i “ j,

0, se i ‰ j,
1 § i, j § r.

Por conseguinte, conclúımos que

pA ´ �iInq
k
Gi “

ÿ

1§j§r

XjpJp�1q ´ �iIm1q
k
YjGi “ XipJp�1q ´ �iIm1q

k
Yi

e, portanto,

fpAq “

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
XipJp�iq ´ �iImiq

k
Yi

“

ÿ

1§i§r

ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
pA ´ �iInq

k
Gi,

como se queria. ⇤

Corolário 19.4. Seja A P Cnˆn
, sejam �1, . . . ,�r P C tais que �pAq “ t�1, . . . ,�ru e sejam

G1, . . . ,Gr P Cnˆn
os projectores espectrais de A associados a �1, . . . ,�r, respectivamente.

Então, In “ G1 ` G2 ` ¨ ¨ ¨ ` Gr.

Demonstração. Para a função constante fpzq “ 1, temos fpAq “ In e, portanto,

In “ fpAq “

ÿ

1§i§r

ˆ ÿ

0§k§ki´1

f pkq
p�iq

k!
pA ´ �iInq

k

˙
Gi “

ÿ

1§i§r

Gi.

[O resultado pode ser demonstrado usando a igualdade PP
´1

“ In.] ⇤
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Teorema 19.5. Seja A P Cnˆn
, sejam �1, . . . ,�r P C tais que �pAq “ t�1, . . . ,�ru e sejam

G1, . . . ,Gr P Cnˆn
os projectores espectrais de A associados a �1, . . . ,�r, respectivamente. Se

z fiÑ fpzq for uma função complexa de variável complexa tal que a matriz fpAq P Cnˆn
está

definida, então existe um polinómio ppzq P Crzs tal que fpAq “ ppAq; além disso, ppzq pode

escolher-se com grau § k ´ 1 onde k “
∞

1§i§r indp�iq e, de facto, ppzq é o único polinómio

com grau § k nas condições pretendidas
(⇤)
.

Demonstração. Provamos que existe um polinómio

ppzq “ a0 ` a1z ` ¨ ¨ ¨ ` ak´1z
k´1

P Crzs

tal que

ppjq
p�iq “ f pjq

p�iq, 1 § j † indp�iq, 1 § i § r.

Ora, estas igualdades podem escrever-se na forma matricial

»

————–

H0

H1
...

Hk´1

fi

����fl

»

————–

a0
a1
...

ak´1

fi

����fl
“

»

————–

b0

b1
...

bk´1

fi

����fl

onde, para cada 0 § j § k ´ 1, o sistema Hj

»

————–

a0
a1
...

ak´1

fi

����fl
“ bj corresponde às equações ppjq

p�iq “

f pjq
p�iq para 1 § i § r. Por exemplo,

H0 “

»

——–

...
...

...
...

1 �i �2
i ¨ ¨ ¨ �k´1

i
...

...
...

...

fi

��fl , H1 “

»

——–

...
...

...
...

0 1 2�i ¨ ¨ ¨ pk ´ 1q�k´2
i

...
...

...
...

fi

��fl ,

H2 “

»

——–

...
...

...
...

...

0 0 2 6�i ¨ ¨ ¨ pk ´ 1qpk ´ 2q�k´3
i

...
...

...
...

...

fi

��fl , . . . ;

observemos que H0 tem r linhas, mas que, para 2 § j § k ´ 1, a matriz Hj pode ter menos do

que r linhas, o que acontece se ppjq
p�iq ‰ 0 para algum 1 § i § r (isto é, se algum dos valores

próprios de A são for uma ráız do polinómio ppjq
pzq).

(⇤)A este polinómio chamamos o polinómio interpolador de Hermite.
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Prova-se que a matriz H “

»

————–

H0

H1
...

Hk´1

fi

����fl
é invert́ıvel (é fácil justificar que H é de tipo k ˆ k). De

facto, para 1 § i ‰ i1
† k, não existe qualquer dependência linear entre as linhas de Hi e Hi1 ,

o que significa que

rpHq “ rpH0q ` rpH1q ` ¨ ¨ ¨ ` rpHk´1q.

Comecemos por justificar que rpH0q “ r. De facto, como r § k, podemos escolher �r`1, . . . ,�k P

C tais que �1, . . . ,�k são distintos dois-a-dois, de modo que H0 é uma submatriz da matriz de

Vandermonde

V “

»

————————————–

1 �1 �2
1 ¨ ¨ ¨ �k´1

1

1 �2 �2
2 ¨ ¨ ¨ �k´1

2
...

...
...

...

1 �r �2
r ¨ ¨ ¨ �k´1

r

1 �r`1 �2
r`1 ¨ ¨ ¨ �k´1

r`1
...

...
...

...

1 �k �2
k ¨ ¨ ¨ �k´1

k

fi

������������fl

P Ckˆk.

É conhecido que

detpVq “

π

1§i†i1§r

p�i1 ´ �iq

e, portanto, V é uma matriz invert́ıvel (porque �1, . . . ,�k são distintos dois-a-dois). Em par-

ticular, as linhas de V são linearmente independentes e, portanto, também as linhas de H0 são

linearmente independentes (logo rpH0q “ r). Por outro lado, é claro que H1 “
“
0 H

1
1

‰
onde

H
1
1 “

»

——–

...
...

...

1 2�i ¨ ¨ ¨ pk ´ 1q�k´2
i

...
...

...

fi

��fl “

»

——–

...
...

...

1 �i ¨ ¨ ¨ �k´2
i

...
...

...

fi

��fl

»

————–

1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ k ´ 1

fi

����fl
;

como a matriz diagonal é invert́ıvel, conclúımos que

rpH1q “ rpH
1
1q “ r

¨

˚̊
˝

»

——–

...
...

...

1 �i ¨ ¨ ¨ �k´2
i

...
...

...

fi

��fl

˛

‹‹‚

e, portanto, as linhas de H1 são linearmente independentes (pelo mesmo argumento que acima).

Repetindo o argumento para as matrizesH1
2, . . . ,H

1
k´1, conclúımos que todas as linhas deH são

linearmente independentes, logo rpHq “ k e, portanto, H é invert́ıvel. Segue-se que o sistema

dado tem uma e uma só solução, o que garante que os coeficientes a0, a1, . . . , ak do polinómio

ppzq existem e são únicos. ⇤


