AULA 19

SUMARIO. Fungoes de matrizes: o caso nao-diagonalizavel.

> Seja f: X — C, z — f(2), uma fungao definida nalgum subconjunto X < C. J4 vimos

que, se A € C™" for uma matriz diagonalizavel e se P € C"*" for uma matriz invertivel tal

que
ML, 0 - 0
0 NI, - 0
PlAP- | |
0 o - )L,
onde 0(A) = {\,..., N} e m; = ma.()\;), 1 < i < r, entdo a matriz f(A) € C"*" estard
definida se e s6 se Ap, ..., A, € Dom(f) (V) e, nesta situacao
f(/\l):[ml 0 0
0 AL, 0
f(a) P - fO ,
0 0 o fOWI,
de facto, se Gq,..., G, € C"*" forem os projectores espectrais de A, de modo que

A=MG +-+\G,,
e se a matriz f(A) estiver definida, entao
fA) = fM)Gr+ -+ f(A)Gy
(desde que Ay, ..., A\, € Dom(f)).

A forma candnica de Jordan permite-nos definir a matriz f(A) no caso geral (em que A nao

tem de ser diagonalizavel). Em primeiro lugar, consideramos um bloco de Jordan arbitrario.

LEMA 19.1. Seja A € C e seja J,,(A) € C™™ um bloco de Jordan de tipo m x m. Seja z — f(z)

uma fungao complexa de varidvel complexa admite um desenvolvimento em série de poténcias

(k)
f<z):Zf (A)(Z—A)k, 2eC, |z— ) <

(DDenotamos por Dom(f) o dominio de f.
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para algum r € RT ). Entdo, a matriz f(J,,(\) € C™*™ estd definida e

_ ” (m—2) (m—1) n
OV Oy B L e
m—3 m—2
0 fN 'O fém_:;,;.” f((m_gi)
Fm=H) fme3
FIn(N) = oW oy
0 0 0 f(N) f'(N)
00 0 0 f)
DEMONSTRAGAO. Temos
[0 1 0 0 0]
0 1 - 0
Jn(A) = AL, = J,,(0) = : 5 ,
0
| 0 0]

10go (J,n(A)—=AL,)" = J,n(0)™ = 0 e, portanto, a série f(J,(N)) = X2, % (Jm()\)—)\lm)k

é convergente e, de facto,

(k) . (k) .
FIaN) =] A0 (TN = AL,)" = )] A0, (J.n(\) — AL,)

k=0 k! 0<ksm~—1 k!
"\ (m—1) A
= fN)IL, + (NI n(0) + I )Jm(O)2 +--+ f—() Jn ()"
2 m — 1!
tem a forma desejada. U

> Dados quaisquer A € C e m € N o lema anterior sugere a defini¢cao

) o) B L
) POy e L
(m—3)
fAnO) =1 0 0 fry - LW
0 0 0 o fN) ]

sempre que z — f(z) for uma fungao complexa de varidvel complexa tal que A € Dom(f) e
existem as derivadas f'()), f(A), ..., fmD(N).

()Em particular, A € Dom(f) e as derivadas f'(A), f(\), -, f(m=D()) existem.
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Sendo assim, se Aq,..., A\, €C, my,...,m.eNe
oy (A1) 0 0
| 0 T Dol
0 0 er'(Ar)

podemos definir

£(3) - _
0 0 o (T (M)

sempre que z — f(z) for uma funcao complexa de variavel complexa tal que Aq, ..., A, € Dom(f)

e, para qualquer 1 < i < 7, existem as derivadas f'(A\;), f”(As),..., fM 7D (\).

Por conseguinte, se A € C"*" for qualquer e se P € C"*™ for uma matriz invertivel tal que

P~!AP = J estd na forma canénica de Jordan, entdo podemos definir

f(A) =Pf(I)P

sempre que o(A) € Dom(f) e, para qualquer A € o(A), existem as derivadas f'(\), f”(A),

, f™=Y(\) onde J,,()\) é o maior bloco de Jordan em J que estd associado a A. H& que
provar que a definicao de f(A) nado depende da matriz invertivel P. Para verificarmos que isto
acontece, associamos a cada valor préprio A € 0(A) uma matriz G € C"*" a que chamamos o
PROJECTOR ESPECTRAL de A associado a A que se define como segue.

PROPOSIGAO 19.2. Seja A € C™™, seja A € o(A) e seja k = ind()\) o indice de X ). Entdo,

existe uma e uma so matriz G € C**" tal que:
(a) N(G) = R((A - AL)") e R(G) = N((A = AL,)").
(b) G* = G.
(c) C™ = N(G)@R(G) ©.
Isto ¢, o menor natural k € N tal que r((A — AL,)*) = r((A — AL,)F+1).
(Dlsto significa que N'(G) e R(G) sio SUBESPAGOS VECTORIAIS COMPLEMENTARES de C™*!, ou seja, que
Cc™! = N(G) + R(G) e N(G) nR(G) = {0};

equivalentemente, qualquer vector u € C"*! escreve-se de maneira tnica como soma u = v + W em que
veN(G) e w e R(G) ou, ainda, que existem bases {vy,...,v,} de N(G) e {w1,...,w,_,.} de R(G) tais que

{Vi,..., Vs, W1,..., Wy} é uma base de C"**.
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DEMONSTRACAO. Unicidade. Suponhamos que G e G’ sdo duas matrizes em C™*" que
satisfazem (a)-(c). Por (a), temos N (G) = N(G’) e R(G) = R(G’). Em particular, obtemos

Gv=G'v=0, veN(G).

Por outro lado, para qualquer w € R(G), existe w’ € C™! tal que w = Gw’; como G? = G
(por (b)), obtemos

w = Gw = G’W = G(GW) = Gw.
Analogamente, w = G'w e, portanto,

Gw=Gw=w, w e R(G).

Finalmente, seja u € C**! qualquer. Por (c), existem v € N(G) e w € R(G) tais queu = v+w

e, portanto,
Gu=G(v+w)=Gv+Gw=Gv+Gw=G'(v+w)=Gu
Em particular, se {ej,...,e,} for a base canénica de C"*!, entao
G = [Ge; Ge, --- Ge,| = [G'e; G'ey -+ Gle,| = G/,
como se queria.

Ezisténcia. Comecamos por escolher uma matriz invertivel P € C**" tal que J = P71AP estd

na forma canodnica de Jordan; sem perda de generalidade, podemos supor que

J_ JA) O
o J
onde em J(\) ocorrem todos os blocos de Jordan associados a A e em J’ ocorrem todos os

blocos de Jordan associados aos valores préprios diferentes de A (obviamente, permitimos a
possibilidade J = J(\)). E facil justificar que

0 J =L,

o 0
o (3= AL,k

onde 7 € N é tal que J(\) € C"™*". Para simplificar, ponhamos B = (J' — AIL,,_,)¥ € C(r=")x(n=7)

e notemos que

PI(A — AL)*P = (P~}(A — AL,)P)" — (P~'AP — AL)* — [J(/\) “M, 0 ]

@A) -ALF 0
0 (J' = AL,_,)*

o(B) ={(p—N":pea(A), p+A};

sendo assim, 0 ¢ o(B) e, portanto, B é uma matriz invertivel.
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Agora, sejam X € C"*" e Y € C™*" tais que P = [X Y]; analogamente, sejam X' € C™*" e
X/
Y’ € C X" tais que P~ = [Y’]‘ Provemos que a matriz G = XX’ € C"*" satisfaz as

condigoes (a)-(b). Em primeiro lugar, temos

(A ALK (A - L)Y | = (A [x Y] =[x Y| [g ;] |0 vB]

e, portanto,
(A= ))'X =0 e (A — )\I)*Y = BY.
Por conseguinte, se vi,...,v, € C"*! forem as colunas de X, temos
Vi, ..., Vy EN((A — )\In)k);
por outro lado, temos
Y =B (A - L)Y
e, portanto, se wi, ..., w,_, € C"! forem as colunas de Y, temos

Wi, ..., W, € R(BTH(A = AL)") = R((A — AL,)")

(usando o Exercicio ??). Como {vy,...,v,, wy,...,w, .} é uma base de C"*! (porque sdo as

colunas de uma matriz invertivel), é ficil justificar que
C' = N((A=)L)") ®@R((A — AL)Y)
e que {vi,...,v,} e que {wy,...,w,_,} sdo bases de N'((A — AL,,)*) e R((A — AL,)*), respec-

tivamente.
Agora, temos

L,=P'P =
YX Y'Y

X/ X'X XY
i)
Em particular, temos XY = 0, logo
GY =XX'Y =0
e, portanto, wy, ..., w,_, € N(G), ou seja,
R((A = AL)") =(wy,..., W) € N(G);

além disso, temos X'X = I,., logo

X = XI, = XX'X = GX
e, portanto, vy, ..., v, € R(G), ou seja,

N((A =L)"Y ={vi,...,v.) S R(G).

Como R(G) = R(XX') € R(X) = {vy,...,V,), concluimos que

R(G) = N ((A = L,)");
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calculando dimensoes, obtemos também que
N(G) = R((A = AL)").

Assim, provamos que a matriz G = XX’ satisfaz a condi¢ao da alinea (a) e, também, a condi¢ao

da alinea (c). Para a alinea (b), basta observar que
G? = (XX')? = X(X'X)X' = XI,X' = XX = G,
COmo se quer.
A demonstragao esta completa. U
> Seja A € C"" sejam Aq,...,\. € C tais que o(A) = {\1,..., A} e suponhamos que

A1, ..., A sao distintos dois-a-dois. Além disso, seja P € C"*" uma matriz invertivel tal que

J = P! AP estd na forma canénica de Jordan e suponhamos que

JN) 0 0
b| o
0 0 - IO

onde, para cada 1 < i < r, na matriz J(\;) € C™*™i para m; = m.a.()\;), ocorrem todos os
blocos de Jordan associados a \;. Para cada 1 < ¢ < r, sejam X; € C"*" e Y; € C"™*" tais

que

P

[X1 X, - X] e  Pl-

Entao, pela proposi¢ao anterior (e pela sua demonstracdo), as matrizes
Gi = XzY,L € Cnxn’ 1 << r,

sao 0s PROJECTORES ESPECTRAIS de A associados a A, ..., \,, respectivamente; além disso,

estas matrizes sao independentes da escolha da matriz P.

TEOREMA 19.3. Seja A € C™*", sejam Ay,..., A\ € C tais que o(A) = {A1,...,\.} e sejam
Gy, ..., G, € C"™™ os projectores espectrais de A associados a Ay, ...,\., respectivamente. Se
z +— f(2) for uma func¢ao complexa de varidvel compleza tal que a matriz f(A) € C™" estd

definida, entdo

F)(\:
fA) = ), ( > ! ,ffl) (A—Aim’“)ci

1<is<r N 0<k<k;—1

onde, para qualquer 1 <i <r, k; = ind()\;) € o indice de \;.
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DEMONSTRAGAO. Mantemos a notagao anterior. Em particular, escolhemos P € C"*" uma

matriz invertivel tal que J = P~AP estd na forma canénica de Jordan e supomos que

JXN) O - 0
MR
0 0 J(A)
Pela definicao, temos
0
(>\2)) 0 _
f(A) = PFI)P- | e
FIA))
Além disso, se m; = m.a.()\;), entao J( e C™i*™i ¢ (pela defini¢ao)

FAN) = )] POy )(J()\) MNL)E, 1<i<r

0<k<k;—1 k'
Pondo
Y,
P—|X, X, o X| o P %2 :
Y,
onde X; € C"*™i e Y,; € C™*" para 1 < i < r, obtemos
f(I(A\)) 0 0 Y,
0 J(A 0 Y
=[x x ox ]| I | ;
0 0 FAN) Y
Y,
Yo
- [XrE00) Xaf@0e) X @O |
Y,

1<i<r 0<k<k;—1

Para terminar, temos

(A - NG, = (PIP! = \1,)FG, = P(J — \1,)"PG,
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(T() = AL, )* 0
=P : : PG,
0 (I() = ALy, )F
YlGi
Y,G,
= X0 = AL)E o X (@O - AL |
Y, G

=X (J\) = ML ) Y1 Gy + -+ X (T (N) — AL )RY,G.

Como
Y, Y. X, oo X,
I,-P'P—| : [Xl X] ~| e
Y, Y, X; - YyXT
temos
Im“ se i = j> ..
YZX]: 1<Z7]<r7
0, se i # 7,
e, portanto,
Yi7 se 1= j? ..
0, sei#7,

Por conseguinte, concluimos que

(A - NG, = Z X;(T(M) = AL )FYGy = X(T (A1) — \iLa)RY;

1<j<r
e, portanto,
F9(
fA) = > > k:<' )X,-(J()\i) — AL)RY;
1<i<r 0<k<k;—1 :
*) (N
= > D / kﬁ 2 (A = \1) G,
1<i<r 0<k<k;—1 :
como se queria. O

COROLARIO 19.4. Seja A € C™", sejam Ay, ..., A\ € C tais que o(A) = {\1,...,\} e sejam
Gi,..., G, € C™" os projectores espectrais de A associados a Ai,...,\., respectivamente.
Entdo, In=G1+G2+"'+GT.

DEMONSTRAGAO. Para a fungdo constante f(z) = 1, temos f(A) = I, e, portanto,

() (),
L= f(A)= > ( > f ;;!M (A—AiIn)’“)Gi: > G

1<i<r N o<hk<k;—1 1<i<r

[O resultado pode ser demonstrado usando a igualdade PP~! =T, ] U
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TEOREMA 19.5. Seja A € C™*", sejam Ay,..., A\ € C tais que o(A) = {A1,...,\.} e sejam
Gy, ..., G, € C"™" os projectores espectrais de A associados a Ay, ...,\., respectivamente. Se
z > f(2) for uma func¢ao complexa de varidvel compleza tal que a matriz f(A) € C™" estd
definida, entdo existe um polinomio p(z) € C[z] tal que f(A) = p(A); além disso, p(z) pode
escolher-se com grau < k —1 onde k = Y, _,_ ind(X\;) e, de facto, p(z) € o tinico polinomio

com grau < k nas condicoes pretendidas™.

DEMONSTRACAO. Provamos que existe um polinémio
p(2) =ap+arz+ - +ap 12" e C[2]

tal que
PN = fO0N), 1<j<ind(\), 1<i<r

Ora, estas igualdades podem escrever-se na forma matricial

H, ao by
H; ap | b,
H,_; ak.—1 by_1
Qo
onde, para cada 0 < j < k — 1, o sistema H; a:1 = b, corresponde as equagoes p(j)()\i) =
Q-1

f(j)()\i) para 1 < i < r. Por exemplo,

Ho= |1 A A2 - MU, Hi=[0 1 2\ - (k=12

Hy= {0 0 2 6\ - (k—D(k—=2)\73, ..

observemos que Hy tem 7 linhas, mas que, para 2 < j < k — 1, a matriz H; pode ter menos do
que 7 linhas, o que acontece se p¥)();) # 0 para algum 1 < i < r (isto é, se algum dos valores

préprios de A sdo for uma raiz do polindémio p¥)(z)).

(A este polinémio chamamos o POLINOMIO INTERPOLADOR DE HERMITE.
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H,
. H, . L .
Prova-se que a matriz H = ) é invertivel (é facil justificar que H é de tipo k x k). De
Hy
facto, para 1 < i # ¢’ < k, nao existe qualquer dependéncia linear entre as linhas de H; e Hy,
o que significa que
r(H) = r(Ho) + r(Hy) + - + r(Hy_1).

Comecemos por justificar que r(Hg) = r. De facto, como r < k, podemos escolher A\, 1,..., \; €
C tais que A1, ..., A\, sao distintos dois-a-dois, de modo que Hy é uma submatriz da matriz de
Vandermonde N .
RS VIS AN W
1Ay A2 M
V=11 X\ X .. \lleCh
D An Ay e A
k—1
_1 e A2 N |

E conhecido que

det(V) = [T =)

I<i<d/'<r
e, portanto, V é uma matriz invertivel (porque Aq, ..., A\ sdo distintos dois-a-dois). Em par-
ticular, as linhas de V sao linearmente independentes e, portanto, também as linhas de Hj sao

linearmente independentes (logo 7(Hg) = r). Por outro lado, ¢ claro que H; = [0 H{] onde

(1 0 ... 0

Do : o : 02 ... 0
Hi=1[1 2\ - (k=DX2| =11 XN - M2 | s
00 - k-1

como a matriz diagonal é invertivel, concluimos que

T(Hl) = ’I"(Hll) =T 1 )\Z cet )\f_Q

e, portanto, as linhas de H; s@o linearmente independentes (pelo mesmo argumento que acima).
Repetindo o argumento para as matrizes H5, ..., H, ;, concluimos que todas as linhas de H sao
linearmente independentes, logo r(H) = k e, portanto, H é invertivel. Segue-se que o sistema
dado tem uma e uma s6 solugao, o que garante que os coeficientes ag, aq, . .., a; do polindmio

p(z) existem e sao Unicos. O



