AULA 20

SUMARIO. Sistemas de recorréncias lineares, matrizes convergentes e matrizes somaveis.

> Uma RELAQAO DE RECORRENCIA DE ORDEM m COM COEFICIENTES CONSTANTES ¢ uma

equagao com a forma

r(k+1) =anz(k)+ - +az(k—m+1)+

onde o, g, . ..,y € 2(0), 2(1), ..., z(m—1) s@o constantes conhecidas e x(m), x(m+1), z(m+
2), ... sao desconhecidas; quando m = 1, dizemos que a rela¢ao de recorréncia é DE PRIMEIRA
ORDEM.

Um SISTEMA DE RELAQ@ES DE RECORRENCIA DE PRIMEIRA ORDEM (COM COEFICIENTES

CONSTANTES) é uma equacao com a forma
x(k +1) = Ax(k) + b(k)

em que A € C"*", x(0) € C"*! e b(k) € C"*!, para k € Ny, sao conhecidos e x(k), para k € N,
sao desconhecidos; no caso em que b(k) = 0 para qualquer k € Ny, dizemos que o sistema é
HOMOGENEO e, no caso contrario, dizemos que ¢ NAO-HOMOGENEO.

Em problemas concretos, temos dois propdsitos naturais: determinar soluc¢oes x(k) para qual-

quer k € N, ou determinar o limite limy_,o x(k). Ora, para qualquer k € N, temos
x(k) = Ax(k—1)+b(k—1) = A’x(k—2) + Ab(k—2) +b(k—1) = - -

= AFx(0) + (Ak‘lb(o) 4+ + Ab(k —2) + b(k — 1))

e, portanto, a solugao x(k) depende das poténcias A7 para 0 < j < k, enquanto que limy,_, x(k)

depende do limite limy_,., A*.

Ja provamos o resultado seguinte; agora, apresentamos uma demonstragao alternativa (usando

a forma canénica de Jordan).

TEOREMA 20.1. Para qualquer A € C™", tem-se limy_, A¥ = 0 se e s6 se p(A) < 1.

DEMONSTRAGAO. Seja A € C™™™, sejam Ai,..., . € C tais que 0(A) = {\,...,\.} e seja

P ¢ C"" uma matriz invertivel tal que J = P 'AP estd na forma canénica de Jordan.



Aula 20 T20-2

Suponhamos que

IN) 0 0
I 0 J(:)\z) 0
0 0 - IO\

onde, para cada 1 < i < r, na matriz J(\;) € C™*™ para m; = m.a.()\;), ocorrem todos os

blocos de Jordan associados a \;. Para qualquer k € N, temos

JO) o - 0
0 JX\)F - 0
0 0o - JWN)F

pelo que devemos analisar a poténcia J,,(A)* de qualquer bloco de Jordan J,,()\). Ora, nao é

dificil justificar que

BG (llf) AF—1 (g) A2 L (mllz_l) A\k—m+17]
0 AF (1))"%1 T (mk—Q) Abmmer2
Jm()\)k =10 0 2\F . (mfg) \k—m+3
| 0 0 0 - \F |

onde (’;) = 0 sempre que k < i. Daqui, resulta que

lim J,,(\)* =0 — I\ < 1)

k—o0

e, portanto, para cada 1 < i < r, concluimos que

lim J(\;)" =0 — IN| < 1.

k—o0

Por conseguinte, como limy_,, (PJ*P~!) = P(limy_,,, J¥)P~!, concluimos que

lim A* =0 — lim J(\)" =0, 1<i<r,
k—o0 k—o0
— N <1, 1<i<m,
— p(A) = max A < 1,
como se queria. O

(*)Notemos que

k )
< .*|/\|k_z-
7!

()




Aula 20 T20-3

TEOREMA 20.2. Para qualquer A € C™", o limite lim,_, A* existe se e s6 se alguma das

condigoes sequintes for satisfeita:
(a) p(A) <1 e, nesta situagdo, limy_,, A* = 0.

(b) p(A) =1, 1 € o tnico valor prdprio A € o(A) tal que |A] = 1 e m.a.(1) = m.g.(1),

nesta situacdo, limy_,.o A¥ = G, € o projector espectral de A associado a 1.

DEMONSTRACAO. Pelo teorema anterior, basta considerar o caso em que lim;_,, A¥ # 0.
Em primeiro lugar, determinemos as condicoes em que limj_, A existe. Usando a notacio
da demonstracao do teorema anterior, isto acontecerd se e sé se limg_, o Jm(A)k existir para

qualquer bloco de Jordan J,,(\). Ora, como

e e
J (}\)k _ 0 )\k o (mk—Q) )\k_m+2
0 0 ce 2k
k

o limite limy_, J,,(A)" existird se e sé se existirem os limites limy_, (l:) M= para qualquer
0 <i<m—1 (usamos a convencao (]f) = 0 quando k < 4). Ora, limg ., \* existird se e s6
se |[A] < 1 e, portanto, limg_, J,,,(A)* ndo existe sempre que |[A| > 1. Sendo assim, para que
limg_,, AF exista é necessdrio que |A| < 1 para qualquer \ € o(A), isto é, que p(A) < 1. Pelo
teorema anterior, basta analisar o caso em que p(A) = 1, isto é, em que existe pelo menos
um valor proprio A € 0(A) com |A| = 1. Ora, se A € C for tal que |A\| = 1 e A # 1, entdo

A = e = cos(f) + isen() para algum finR e, portanto,
N = e* = cos(kf) + isen(k0), keN,

de modo que a sucessdao (\¥)pen é divergente. Assim, ficamos reduzidos ao caso A = 1, isto é,

ao caso em que 1 é o tnico valor préprio A € 0(A) com |\| = 1. Nesta situagao, temos

de modo que limy_ . J,,(1)F 86 pode existir quando m = 1 (se m > 2, entdo limy_, (’1“) =
limy ., & = o0). Por conseguinte, para que limy .., A* exista é necessério que os blocos de

Jordan de A associados a 1 sejam todos de tipo 1 x 1, o que é equivalente a exigir que m.a.(1) =
m.g.(1).

Provamos que, se o limite limy_,,, A* existir, entdao as condicdes (a) ou (b) terdo de ser sat-

isfeitas; além disso, sabemos que, se (a) for satisfeita, entdo limy_., A¥ = 0. Sendo assim,
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suponhamos que a condicao (b) é satisfeita. Nesta situagao, sejam Gy, ..., G, € C"*" os pro-
jectores espectrais de A associados aos valores proprios Ay, ..., A, respectivamente; sem perda
de generalidade, podemos admitir que A\; = 1 (de modo que |\;| < 1 para qualquer 2 < i < 7).

Considerando a funcio f(z) = z* e pondo k; = ind()\;) para 1 < i < r, deduzimos que

fUMAD
A= - Y (
Z 0<j<k;—1

1
1<i<r J:

=G+ ), ( > (’;) )\fj(A—)\iIn)j> Gi

(A — )\,-In)j) G,

2<i<r N 0<j<ki—1
e, portanto,
k ) .
. k . k—
lim A* = Gy + Z ( Z <klg§o (j)Ai J)(A—)\iln)3>Gi=G1.
2<ai<r N 0<j<k;—1
A demonstracao esta completa. U

> Para qualquer sucessido de nimeros complexos (ay)ren, & SUCESSAO DE CESARO que lhe

estd associada é a sucessao (L )reny das “médias”

a o+ -+
e = ———— £ kel

quando (jux)ken € convergente, dizemos que a sucessao () reny ¢ SOMAVEL A CESARO com soma

o = limy_,qo ik

Uma matriz A € C™*" diz-se CONVERGENTE se o limite lim,_,., A* existir e dizemos que A é
SOMAVEL A CESARO, com soma (ou LIMITE DE CESARO) G € C™*", se existir

I+ At Ak
lim =& AT * = G.
k—o0 k

TEOREMA 20.3. Uma matriz A € C™*™ serd somdvel a Cesaro se e so se alguma das condigoes

sequintes for satisfeita:

(a) p(A) < 1.

(b) p(A) =1 e m.a.(A\) = m.g.(\) para qualquer X € o(A) tal que |\| = 1.
Se A for somavel a Cesaro e

o .. kil
G i TP AT A
k—o0 k

entio G # 0 se e s se 1 € o(A); nesta situacao, G € o projector espectral de A associado a 1.

DEMONSTRAGAO. Como na demonstragao anterior, é facil justificar que A € C"*" serd

somavel a Cesaro se e s6 se qualquer bloco de Jordan de A for somavel a Cesaro. Assim,
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seja J = J,,(\) um bloco de Jordan arbitrario. Para qualquer k € N, as entradas da diagonal

Ly +J+-4Jk1
k

da matriz sao todas iguais a

- Ek

L+ X+ 4M70 1)1 /1 A
k k(=N 11— ’

e O T
quando |A| > 1, esta sucessao nao é limitada e, portanto, o limite limy,_, %

nao pode
existir. Por conseguinte, para que A seja somavel a Cesaro é necesséario que || < 1 para todo

A€ a(A), ou seja, que p(A) < 1.

Quando p(A) < 1, temos limy_,,, A¥ = 0 e, nesta situacio, deixamos como exercicio justificar

que A ¢é somavel a Cesaro com

. L+ A+ AF
lim = 0.
k—o0 k'

Suponhamos que p(A) = 1 e que existe A € 0(A) com [A| =1 e A # 1. Suponhamos também
que m.a.(A) # m.g.(\), de maneira que existe um bloco de Jordan J = J,,(\) com m > 2.

. ~ . . b JE-1 L . .
Nesta situacao, as entradas da “segunda diagonal” da matriz % sao todas iguais a

L+2 N+ + (k= 1)A\2
k

e nao é dificil justificar que esta sucessao é divergente (usando uma justificagdo andloga a da

demonstragao do teorema anterior).

Sendo assim, no caso em que p(A) = 1, para que A seja somével & Cesaro é necessario que
m.a.(\) = m.g.(\) para qualquer A € o(A) tal que |[A\| = 1 e A # 1. Suponhamos agora que

leo(A) e que m.a.(1) # m.g.(1). Nesta situacio, existe um bloco de Jordan J = J,,(1) com

Li+J+-+Jk71
k

m > 2 e as entradas da “segunda diagonal” da matriz sao todas iguais a

1+2+--4+ (k-1 k-1

k 2

Como limy_, % = o0, concluimos que J nao é soméavel a Cesaro e, portanto, A também nao
¢é somavel a Cesaro. Provamos assim que, para que A seja somavel a Cesaro é necessario que

alguma das condigoes (a) ou (b) acontega.

Para terminar a demonstracao, suponhamos que (b) acontece, com vista a provar que A é de
facto somével a Cesaro. De facto, ja provdmos que, quando A € o(A) é tal que |\| < 1, qualquer
bloco de Jordan J,,(\) é somavel a Cesaro e que, de facto,

L+ Jn(\) 4+ 4+ T (W)

e ; -0

(porque limg_, J,,(A\)* = 0). Resta considerar os blocos de Jordan correspondentes aos valores

proprios A € o(A) com |[A| = 1. Ora, pelo que vimos, todos estes blocos sao de tipo J;(\) =
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L+Ji )+ 4T (V)F!
k

[A] € C'*1. Por conseguinte, é a matriz de tipo 1 x 1 com entrada

1+>\+"'+/\k_1: kl(l_j\l;\y se A # 1,
k 1, se A = 1.

Sendo assim, temos

B N (R U 0, se\#1,
lim =
k=0 k 1, seA=1,

de onde resulta que A é somavel a Cesaro com

. L+A+ -+ AV
lim

k—o0 k . 0

seesdselea(A).
Em conclusao, se A for somavel a Cesaro, entao a forma canénica de Jordan de A tem a forma
7 I, O
0o J

onde m = m.a.(1) (permitimos m = 0) e onde Jy € C"~™*("=™) ¢ yma matriz tal que p(Jo) < 1
e 1¢ o(J'). Escolhendo uma matriz invertivel P € C"*" tal que A = PJP™!, temos

k—1 k—1 I
po Lt AL A :P<hm1n+A+ +A )PlzP[molPl

k—0o0 k k—00 k 0 0

k—1
(porque J’ é somdvel a Cesaro com limy_,q, M = 0). Pondo P = [X Y] e P! =

/

X/
[ ] em que X € C"*™ ¢ X’ € C™*", concluimos que

lim

k—o0 k

L+ A+ + A1 _P[Im 0
- ]o

que ¢é o projector espectral de A associado ao valor préprio 1. O



