AULA 21

SUMARIO. Teoria de Perron para matrizes positivas.

> Dizemos que A € R"*" é uma MATRIZ POSITIVA, e escrevemos A > 0, se a;; > 0 para
quaisquer 1 < 7,7 < n. Dadas duas matrizes A, B € R™*" escrevemos A > Bse A—B >0, 0

que é equivalente a exigir que a;; > b; ; para quaisquer 1 <4,j < n.

Mais geralmente, dizemos que A € R™*"™ é uma MATRIZ NAO-NEGATIVA, e escrevemos A > 0,
>

A
se a; ; = 0 para quaisquer 1 < ¢,j < n e, dadas duas matrizes A, B € R"*", escrevemos A > B
se A —B > 0 (o que é equivalente a exigir que a;; > b; ; para quaisquer 1 < 1,7 < n).
LEMA 21.1. Seja A € R™" uma matriz positiva. Entdo, p(A) > 0 ¢ A = ﬁ A e R™" é uma

~

matriz positiva com p(A) = 1.

DEMONSTRAGAO. Por definigao, temos p(A) = maxyes(a) |A| € Ry. Suponhamos que p(A) =
0. Entao, 0 < |A| < p(A) = 0 para qualquer A € o(A) e, portanto, o(A) = {0}. Por
conseguinte, A tem forma canénica de Jordan com blocos do tipo J,.(0) para r € N, de modo

que A é nilpotente. Por conseguinte, existe m € N tal que A™ = 0, o que significa que

Z ai,ilail,iz e a’imfhj = 07 1 < 1,] < n.

1<iq,yim—1<n

Isto é impossivel porque A > 0 (logo, a;; > 0 para quaisquer 1 <, < n).
E claro que A > 0. Por outro lado, temos o(A) = {ﬁ A Ae U(A)}, logo

~ 1 1 1

A)= max | ——= A = —— max |\ = ——=
PIA) Aea(A)‘p(A) | p(A) )\ea(A)‘ | p(A)

como se queria. O

p(A) =1,

> De modo analogo, para qualquer vector v € R"*! escrevemos v > 0 (resp., v = 0) se
v; > 0 (resp., v; = 0) para qualquer 1 < ¢ < n e, dados dois vectores v, w € R"*" escrevemos

v>w (resp. v=w)sev—w>0 (resp. v—w = 0).
LEMA 21.2. Para qualquer A € R™" e quaisquer v,w € R™*! walem as propriedades sequintes:
(a) Se A>0,v=0ev #0, entao Av > 0.

(b) Se A>0ev=w=0, entao Av > Aw.
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(c) Se A=0,v=0¢eAv =0, entio A =0.

(d) SeA>0, A#0ev>w>0, entdo Av> Aw.
DEMONSTRAGAO. Exercicio. O

>> Para qualquer matriz A € C"*", definimos |A| € R™ ") como sendo a matriz com entradas

|A

ii = laijl, I<i,5<n;

de modo andlogo, para qualquer vector v € C"*! definimos |v| € R"*! como sendo o vector
com componentes

V| = |ug, I1<i<n.

E claro que |A| > 0 para qualquer A € C"™" e que |v| > 0 para qualquer v € C**1.
LEMA 21.3. Para quaisquer A, B e C™" ¢ qualquer v e C!, tem-se

|AB| < |A[[B] ¢ |AV|<|A]]v].

DEMONSTRACAO. Para qualquer A € C**" e qualquer v € C**!, temos

Doaigu| < D5 lagoil = D aigl ol = (JAlV]),,  1<i<n.

1<j<n 1<j<n 1<j<sn

|AV|1 =

A desigualdade |[AB| < |A||B|, para quaisquer A, B € C"*" prova-se de modo andlogo.  [J

PROPOSIGAO 21.4. Para qualquer matriz positiva A € R"™ ", tem-se p(A) € o(A) e existe
v e R™! tal que v.> 0 e Av = p(A)v; de facto, se 0 = u € C"*! for tal que Au = p(A)u,
entao v =|u| >0 e Av = p(A)v.

DEMONSTRACAO. Sem perda de generalidade, podemos supor que A € R™ " é uma matriz
positiva tal que p(A) = 1: no caso geral, basta considerar a matriz (positiva) A = ﬁ A e
observar que o resultado sera verdadeiro para A se e s6 se for verdadeiro para A. Seja A € 0(A)

tal que |A| = max,c,(a) |pt| = p(A) =1 e seja 0 # ue C**! tal que Au = p(A)u. Entdo,
lul = [AlJu| = [Au] = |Au| < [A]|u| = Alu].

Para provar que A|u| = |u|, consideramos os vectores v = Alul e w = v — |u| = Aju| — |ul; é
claro que w > 0. Suponhamos que w # 0, isto é, que existe 1 < ¢ < n tal que w; # 0. Nesta
situagao, como w = 0 e |u| = 0, temos Aw > 0 e v = AJu| > 0 e, portanto, para qualquer
1 < i < n, existe g; € R tal que (Aw); > g;v;. Por conseguinte, pondo ¢ = min;¢;<, &;,
obtemos (Aw); > cv; e, portanto, Aw > ev, ou seja, Av— Aju| = Av—v > ev. Sendo assim,
1
1+e¢

Av > v.

(*)N&o confundir com det(A).
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Pondo B = - A deduzimos

1+e
Bv>v — B%¥=BBv)>Bv>v — B=BB%)>Bv>v
— .. = Bv=BB"'v)>Bv>yv, ke N.
Como p(B) = ﬁp(A) = 1_-1+a < 1, sabemos que a sucessao B, B? B?,... é convergente com
limj,_,, B¥ = 0. Sendo assim, também a sucessao Bv, B%v, B3v, ... é convergente com

lim (B*v) = ( lim B*)v = 0v = 0.

k—o0 k—o0

No entanto, como B*v > v para qualquer k € N, tem de ser

lim (B*v) > v > 0,
k—00

uma contradigdo. Segue-se que w = 0, ou seja, A|u| = |u|; para terminar a demonstragao,

notamos que |u| = Aju| =v > 0. O



